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Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové rieSenia 2. kola letnej Casti

Feri (sebestyen.frantisek.michal@gmail.com)
1. Utrépeny Marcel (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nasou tilohou bolo pomoct Samkovi a Emkovi zistit, kolko predmetov treba vlozit do prvej tasky. Ukdzeme si
najprv pomalsie rieSenie, ktoré potom vylepsime. Zadanie hovori, ze Marcel do urc¢itého momentu dava predmety
iba do prvej tasky a od tohto momentu ich dava iba do druhej. Prvy predmet, ktory Marcel vlozi do druhej
tasky, budeme v dalSej Casti vzordku nazyvat zmrzlina.

Pomalsie rieSenie

Vyskiuisame vSetky moznosti pre zmrzlinu. Pre kazdti moZnost vypocitame stéet hmotnosti predmetov, ktoré
sti nablokované pred zmrzlinou a stiéet hmotnosti zvy$nych predmetov. Cim mensi je rozdiel tjchto ¢isel, tym
lepsie su tasky vyvazené. Kedze vSetkych predmetov (moznosti pre zmrzlinu) je n a pri kazdej moZnosti musime
séitat n hmotnosti, vysledna ¢asové zlozitost bude O(n?), pamitova je O(n).

Listing programu (Python)

n = int (input())

predmety = list (map(int, input().split())) # nacitame predmety do pola a skonvertujeme na int-y
best_index = 0 # (zatial) najlepsia volba zmrzliny

najlepsie_vyvazenie = sum(predmety) # ako velmi su tasky vyvazene pri (zatial) najlepsej volbe

for i in range(n + 1): # n + 1, lebo chceme overit pripad kedy su vsetky predmety v prvej taske
prva, druha = sum(predmety[:1]), sum(predmety[i:]) # scitame hmotnosti predmetov v prvej a druhej taske
vyvazenie = abs(prva - druha) # a spravime ich rozdiel
if not vyvazenie > najlepsie_vyvazenie: # overime, ci sme nenasli lepsie vyvazenie
najlepsie_vyvazenie = vyvazenie
best_index = i

print (best_index)

\/zorové rieSenie

Co robime navyse? Staéi si vSimnuaf dve veci:

1. Najlepsi vysledok dostaneme, ak bude hmotnost prvej tasky najblizsie k polovici z celkovej hmotnosti
vsetkych predmetov.

2. Nemusime pre kazd(i moznti poziciu zmrzliny pocitat hmotnost prvej tasky samostatne. Rozdiel medzi
taskou, ktora obsahuje prvych x prvkov a taskou, ktora obsahuje prvych x+1 prvkov je len jeden predmet.
Tiez si véimnime, Ze ak vieme hmotnosti oboch tasiek (nazvime tieto hmotnosti A a B) a hmotnost
predmetu p, ktory ideme dat z druhej do prvej tagky, tak hmotnosti tychto tasiek sa zmenia nasledovne:
prvej taske stipne hmotnost na A + p a druhej klesne na B — p.

Co teda spravime? Najprv si spoéitame sti¢et hmotnosti vietkych predmetov. Na zadiatku si predstavujeme,
7e vSetky predmety st v druhej taske. Potom postupne prechddzame cez vsetky predmety zlava doprava a
zistujeme, ¢i sa nam oplati dat predmet z druhej tasky do prvej. Kym sa to oplati, ddvame predmety do
prvej tasky aZ nastane situécia, Ze pridanim dalSieho predmetu sa uz nié¢ nezlep$i. Vtedy mozeme skoncit, lebo
priddvanim dalSich predmetov do prvej tasky sa situdcia vzdy len zhorsi. Vysledna éasova zlozitost bude O(n),
paméitova ostdva O(n).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n, hmotnost_celkovo = 0; // pocet predmetov, celkovy sucet hmotnosti predmetov
cin >> n;
vector<int> predmety (n);
for (int i = 0; 1 < n; ++i) {
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cin >> predmety[i];
hmotnost_celkovo += predmety[i];

}

int prva_taska = 0, 1i;
for (i = 0; i < n; ++1i) |
// ekvivalentne napisane ako: prva_taska - (hmotnost_celkovo - prva_taska)
int stare_vyvazenie = prva_taska » 2 - hmotnost_celkovo;
// podobna uvaha akurat pridame predmet do prvej tasky
int nove_vyvazanie = (prva_taska + predmety[i]) * 2 - hmotnost_celkovo;

// ak sme pridanim predmetu do tasky nic nezlepsili, vypisme odpoved
if (abs(nove_vyvazanie) > abs(stare_vyvazenie)) {
cout << i << endl;
break;
}
prva_taska += predmety([i]; // pridajme predmet do prvej tasky

}

if (i == n) { // nezabudnut na pripad, ked su vsetky predmety v prvej taske
cout << n << endl;
}

return O;

}

Iny typ vzorového riesenia

Ukazeme si este jedno rieSenie, zaloZené na prefixovych suméach?.
Vsimnime si, Ze v naSom pomalSom rieseni zbyto¢ne séitujeme hmotnosti predmetov pre kazda volbu zmrzliny.
To, ¢o nas zaujima, je stfet prvych x predmetov (pre x < n) a stfet hmotnosti zvy$nych predmetov. Tieto
sucty vieme ziskat v konstantnom ¢ase pouzitim prave spominanych prefixovych sim. Vysledna éasova zlozitost
bude O(n), pamétova ostava O(n) rovnako ako v prvom vzorovom rieSeni.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

predmety = list (map(int, input().split())) # nacitame predmety do pola a skonvertujeme na int-y
best_index = 0 # (zatial) najlepsia volba zmrzliny

najlepsie_vyvazenie = sum(predmety) # ako velmi su tasky vyvazene pri (zatial) najlepsej volbe
prefixove_sumy = [0] # oplati sa nam spravit zarazka, lebo sucet prvych 0 predmetov je 0

for i in range(n): prefixove_sumy.append (predmety[i] + prefixove_sumy[i]) # spocitame prefixove sucty

def sucet (od, po):

return prefixove_sumy[po] - prefixove_sumy[od] # kedze mame zarazku, tak pocitanie je jednoduche
for i in range(n + 1): # n + 1, lebo chceme overit pripad kedy su vsetky predmety v prvej taske
prva, druha = sucet (0, 1), sucet (i, n) # spravime sucet danych usekov v konstantnom case

vyvazenie = abs(prva - druha) # potom spravime ich rozdiel

if not vyvazenie > najlepsie_vyvazenie: # overime, ci sme nenasli lepsie vyvazenie
najlepsie_vyvazenie = vyvazenie
best_index = 1

print (best_index) # vypiseme odpoved

- Sandyna (sandyna@ksp.sk)
2. O Zer Celaskon (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Aby sme nasli sedadlo pre Zuzku, pre kazdé volné sedadlo zistime vzdialenost od najbliz§ieho chorého. Z
tychto vzdialenosti potom vyberieme tii najlepsiu.

Prvé rieSenie

Najjednoduchsi sposob na zistovanie vzdialenosti je, ked pre kazdé voIné sedadlo prejdeme zoznam vSetkych
chorych a ur¢ime, ktory z nich je najblizsie.

Toto rieSenie méa ¢asovu zlozitost O(v - ¢). Pamétova zlozitost bude O(v + ¢).

Lepsie rieSenie

Pri spracovani jedného volného sedadla nés ale viicsina chorych nezaujima. Doleziti st len ti, ktori st najb-
lizsie napravo a nalavo od daného volného sedadla. Cakaren si vieme predstavit ako tiseky volnych sedadiel (a
sedadiel obsadenych zdravymi ludmi), ktoré st oddelené chorymi. Kazdy takyto tisek mé spoloénych najblizsich
chorych.

Na hladanie najblizsich chorych sa ndm oplati si ddta usporiadat. Vieme potom pouzit princip dvoch bezcov,
kedy si v zozname chorych aj v zozname volnych miest pamitame index sedadla, s ktorym préave pracujeme.
V zozname volnych sedadiel si budeme pamitat index préve spractivaného sedadla a v zozname chorych index

Ihttps://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/
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najblizs§ieho chorého napravo od tohto sedadla (rovnako dobre by fungovalo pamitat si index najbliz§ieho
chorého nalavo). Ked v zozname volnych sedadiel presiahneme poziciu aktudlneho chorého, posunieme sa na
dalsi isek — medzi dalsich dvoch chorych.

V rémci jedného tiseku budeme uréovat vzdialenost najbliz§ieho chorého ako mens$iu zo vzdialenosti k jed-
nému z chorych na kraji tseku.

Takéto riesenie bude mat ¢asovi zlozitost O(vlogv + clog c), pretoze zoznamy chorych a volnych sedadiel si
potrebujeme usporiadat. Prechddzanie tjchto zoznamov a urdéovanie vzdialenosti spravime raz — ¢asova zlozitost
je O(v + ¢) a toto ndm celkovi ¢asovi zlozitost nezhorsi.

Pamitova zlozitost bude O(v + ¢), pretoZe si potrebujeme pamétat oba zoznamy.

Listing programu (Python)

#nacitanie vstupu

v, ¢ = [int(x) for x in input () .split ()]
volne = [int (x) for x in input () .split ()]
chore = [int (x) for x in input().split ()]

#pridame si choreho do nekonecna na zaciatok a na koniec
chore.append (-100000000)
chore.append (100000000)

#usporiadanie poli
volne = sorted(volne)
chore = sorted(chore)

maximalna_vzdialenost = 0
sucasna_vzdialenos_lava = 0
sucasna_vzdialenos_prava = 0
sucasny_volny_index = 0
#toto bude lavy chory
sucasny_chory_index = 0
vysledne_sedadlo = 0

while (sucasny_chory_index < len(chore) - 1 and sucasny_volny_index < len(volne)):
if (volne[sucasny_volny_index] > chore[sucasny_chory_index + 11]):
sucasny_chory_index += 1
else:
sucasna_vzdialenost_lava = volne[sucasny_volny_index] - chore[sucasny_chory_index]
sucasna_vzdialenost_prava = chore[sucasny_chory_index + 1] - volne[sucasny_volny_index]
if maximalna_vzdialenost < min(sucasna_vzdialenost_lava, sucasna_vzdialenost_prava):
vysledne_sedadlo = volne[sucasny_volny_index]
maximalna_vzdialenost = min(sucasna_vzdialenost_lava, sucasna_vzdialenost_prava)
sucasny_volny_index += 1

print (vysledne_sedadlo)

. Erik (riko@ksp.sk)
3. O Zabovej krutovlade (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Na zadiatok chceme upozornit, Ze v tomto vzordku indexujeme refazce od nuly, teda refazec dlzky n zacina
indexom 0 a kon¢i indexom n — 1.

Pocitanie s velkych &islami

V tejto tlohe budeme ¢asto pocitat s velmi velkymi ¢islami (najviiésie z nich buda rddovo miliénciferné).
Pocitanie s velkymi ¢islami je problematické: v mnohych programovacich jazykoch (Java, Pascal, C++) sa ndm
takéto velké ¢isla nezmestia do premennej a aj v jazykoch s neobmedzene velkymi celo¢iselnymi premennymi
(Python) je vypocet s takymito velkymi ¢islami pomaly.

Koneény vysledok (stucet vSetkych podrefazcov) vSak nepotrebujeme vypocitat presne — staci ndm vypodcitat
jeho zvySok po deleni 10? + 7. Ak pre nejaké celé ¢isla a, b a kladné celé ¢islo m chceme vypocitat hodnotu

(a + b) mod m,
ni¢ sa s vysledkom nestane, ak a a b dopredu vymodulujeme m. Formalne povedané, plati:
(a + b) mod m = ((a mod m) + (b mod m)) mod m.
Podobné tvrdenie plati aj s ndsobenim namiesto séitania:
(a-b) mod m = ((a mod m) - (b mod m)) mod m.

KedZe sa vSetky naSe vypocty budi skladat iba zo s¢itani a ndsobeni, mozeme aj kazdy medzivysledok nasich

vypoétov modulovat ¢islom 10° + 7. To nadm zaruéi, Ze nebudeme musiet nardbat s velkymi ¢islami, nakolko
budt medzivysledky zarucene mensie ako m.
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Hruba sila

Najjednoduchsie rieSenie je postupne prejst vSetky stvislé podretazce, premenit si kazdy z nich zo stringu
na celé ¢islo a to pripocitat k celkovému vysledku.

Pri premene podretazca na celé ¢islo mozeme pouzit nasledujici postup. Na zadiatku premenime prva
(najlavejsiu) cifru podretazca na celé ¢islo, ktoré si ulozime do premennej. Potom pokrac¢ujeme v ¢itami nasho
podretazca zlava doprava a pri kazdej dalsej cifre najprv prenasobime nasu premennt desiatimi, potom k nej
pripo¢itame tito cifru podrefazca a nakoniec premennti zmodulujeme 10° + 7.

Kazdy suvisly podretazec je jednoznacne uréeny svojim zacdiatkom a svojim koncom. Prejdeme teda vSetky
mozné zacdiatky (v poradi zlava doprava) a pre kazdy zaciatok prejdeme vSetky mozné konce (tiez v poradi
zlava doprava). Dokopy teda musime spracovat O(n?) podrefazcov (kde n je dlzka vstupného refazca). Pri
spracovavani jedného podretazca spravime O(n) operacii, kedZe zac¢iname jednocifernym ¢islom a postupne to
navy$ujeme aZ na potencialne n-ciferné &islo. Vysledna ¢asové zlozitost je preto O(n?). Co sa tyka pamito-
vej zlozitosti, tak ta je O(n). Mame totiz len jeden retazec dizky n a nejaké pomocné premenné, ktorych je
konstantny pocet.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

#define MOD 1000000007

int main() {
string str;
cin >> str;
int n = str.size();

long long res = 0
for (int 1 = 0; 1
for (int r ;
long long sub

for (int 1

I
e

sub *= 10;
sub += str[i] - '0’;
sub %= MOD;

}
res += subj;
res %= MOD;
}
}

cout << res << "\n”;

return 0;

Trochu porozmyslajme

Ak trocha porozmyslame, tak zistime, Ze sme vela veci pocitali zbyto¢ne. Napriklad, ak méme refazec
12345, tak sme zacali podretazcami 1, 12, 123 atd. Hodnotu kazdého podretazca (modulo 10° 4 7) sme poéitali
odznovu, ¢o je zbytocné. Ak sme uz vypoditali hodnotu podretazca 123 a chceme k celkovému vysledku pripocitat
podretazec 1234, nebudeme to pocitat znova od jednotky, ale vyndsobime predchddzajtce ¢islo 10, pripocéitame
4 a zmodulujeme 10° + 7.

Tymto sa nam ¢asova zloZitost znizi na O(n?), kedze zbyto¢ne nepocitame kazdé &islo odznova. A pre kazdy
zadiatok spracujeme vSetky konce v ¢ase O(n). Pamétova zlozitost ostava O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

#define MOD 1000000007

int main() {
string str;
cin >> str;
int n = str.size();
long long res = 0;

for (int 1 = 0; 1 < n; 1++) {
long long sub =

for (int r = 1; r < n; r++) {
sub = 10;
sub += str[r] - 70";
sub %= MOD;
res += sub;
res %= MOD;

cout << res << ”\n”;
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return O;

}

Ide to aj lepsie

Vzorové rieSenie uz vyzaduje trosku iny pohlad na vec. Nebudeme sa snazit ¢o najoptimalnejsie prejst vietky
suvislé podretazce, ale zistime, akou hodnotou dan4 cifra na indexe 7 v retazci prispieva do kone¢ného vysledku,
a ta zapocitame.

Pozrime sa na priklad, kedy nejakd cifra na i-tej pozicii mé pre rozne suvislé podretazce, v ktorych sa
nachddza, rozne hodnoty. Napriklad pre retazec 1532 mé cifra 5 v podretazci 532 hodnotu 500, v podretazci 53
hodnotu 50 atd.

Vsimnime si, ze prva cifra v pripade refazca 1532 je 1 a moze mat najvyssiu hodnotu 1000. A ¢im preché-
dzame na cifry viac vpravo, tym sa nam najvyssia hodnota zmensuje. Pre cifru 5 mame maximum 500, pre
cifru 3 médme maximum 30 atd. Taktiez si ale musime v§imnuf, Ze ked prechddzame na cifry viac vpravo, tak
sa nam aj zvysSuje vyskyt kazdej hodnoty o 1. Vo vyssie uvedenom priklade pre cifru 1 mame hodnoty 1, 10,
100, 1000, vsetky iba raz. Pre cifru 5 mame uz len hodnoty 500, 50 a 5, ale kazdu dvakrat, lebo hodnotu 500
méame v podretazcoch 1532 a 532, hodnotu 50 v podretazcoch 153 a 53, hodnotu 5 v podrefazcoch 15 a 5.
Teraz vieme, ze ¢im ideme viac vpravo tak sa ndm maximum najvic¢sieho mozného ¢isla zmensuje, ale pocet

.....

TakZe pre cifru ¢ na pozicii i vypocitame jej prispenie do celkového vysledku ako

(i+1)-111.. . 11-c.
—

n—u

Pri vypocéte sa ndm tym padom zide pole velkosti n, kde na i-tom indexe bude ¢islo tvorené (i+1) jednotkami.
To &islo ale musime tiez zmodulovat 10° + 7, kedze najvyssie mozné moze byt az n-ciferné. Pole vytvorime
jednoducho tak, ze definujeme prvy prvok (na indexe 0) ako 1 a dalsie uz poc¢itame ako

(10 - predchadzajuci prvok + 1) mod 10° + 7.

Zhrnieme si, ¢o presne robime. Najprv si vytvorime pole dlzky n, kde na i-tom indexe pola mame &slo
tvorené (i + 1) jednotkami. Potom prechadzame cyklom cely refazec a pre kazdu cifru s pomocou tohto pola
vypocitame jej prispenie do celkového vysledku ako

(i+1)-111...11-c.

n—i

Medzivysledky, samozrejme, vzdy zmodulujeme 10° + 7.
Casova zlozitost je v tomto pripade len O(n), kedze pomocné pole vieme vytvorif v éase O(n) a okrem toho
staci len raz prejst cely refazec. Pamifova zlozitost je rovnaké ako pri predchadzajucich rieSeniach, ¢ize O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;
#define modulo 1000000007

int main() {

long long sum=0;

string cislo;

cin >> cislo;

long long pole[cislo.length()];

pole[0]=1;
for (int i=1;i<cislo.length();i++)
pole[i] = (10xpole[i-1]+1) % modulo;
for (int i=0;i<cislo.length();i++) {
int cifra = ((int)cislo[i])-48;
sum= (sum+ ( (i+1) xcifraxpole[cislo.length()-1-1])) % modulo;

}

cout<<sum % modulo<<endl;
return 0;

Uloha eSte mé aj riesenie s pamifovou zlozitostou O(1), za ktoré sa udeloval jeden bonusovy bod. Neuvé-
dzame ho tu, ale zdujemcov podporujeme v tom, aby sa nan pokusili prist :)
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Prefix (prefix@ksp.sk)
4. Dievcata su narocné (max. 12 b za popis, 8 b za program)

NasSou tlohou bolo zistit, kolkymi spésobmi vieme doplnit premenné tak, aby bol zadany logicky vyraz
pravdivy. Pri takychto tlohach je fajn sa ako prvé zamyslief nad tym, ako sa da tento vyraz reprezentovat v
pamaéti.

Ako vyraz reprezentovat

Vyjraz obsahuje mnoho zatvoriek a v nich dal$ie vyrazy. Kazdu logickti spojku alebo premennt si vieme
reprezentovat ako vrchol v strome. (Ak vam slovicko “strom” v stvislosti s informatikou ni¢ nehovori, odporicam
preéitat si ¢ast o stromoch tu?.) V tomto strome m4 kazdy vrchol bud 0, 1 alebo 2 synov—vrcholy reprezentujtice
vyrazy (operandy), ktoré s v jeho zatvorkach.

Napriklad OR(X_1, NOT(X_2)) reprezentujeme vrcholom pre OR, ktory ma ako synov vrcholy X_1 a NOT.
Tento NOT m4a syna X_2.

Otéazka je, ako z textovej reprezentacie vyrazu dostaneme takyto strom? Budeme ho zostrojovat rekurzivne,
od koreria k listom. Predstavme si, ze text ¢itame zlava doprava. Na zaciatku sa uréite nachadza jedna zo znadiek
AND, OR, NOT alebo X. PodTla toho, ktory z tychto pripadov nastal, vieme, ¢o mame dalej v texte ocakévat:

e Ak sme precitali AND alebo OR, bude nasledovat (, vyraz, ,, vyraz, ). TakZe staci rekurzivne nacitat
prvy operand, preéitat ¢iarku ,, naéitat druhy operand a preéitat koncova zatvorku ). Vratime vrchol
prislusného typu, ktorého synovia si nacitané operandy.

e Ak sme precitali NOT, postupujeme podobne. Jediny rozdiel je v tom, Zze mame len jeden operand a
nemusime preéitat ¢iarku.

e Ak sme precitali X, vratime vrchol reprezentujici premennt.

Ked mame nacitany vstup a ulozeny v strome, vieme sa vrhnut na prvé rieSenie.

Ako vieme najst ohodnotenie vyrazu

Vsimnime si, ze ak mame vyhodnotenych vsetkych synov nejakého vrcholu, tak vieme v konStantnom case
zistit ohodnotenie tohto vrcholu. Toto tvrdenie nie je nejako zavratné, spociva len v tom, Ze spoc¢itame hodnotu
logickej funkcie v tomto vrchole. Z tohto tvrdenia ale vyplyva délezitejSie—predstavme si, Ze pozname hodnoty
v8etkych listov (premennych). Potom vieme v linedrnom ¢ase zistit hodnotu celého vyrazu.

Spravime to takto: ak chceme vyhodnotif nejaky vrchol, vyhodnotime najprv vSetkych jeho synov a nésledne
v konstantnom ¢ase vyhodnotime logicki funkciu z hodnét synov. Vieme, Ze listy uz mame ohodnotené, takze
ak to budeme vyhodnocovat rekurziou, mé kde zastat. Takémuto algoritmu to bude trvat O(n), kde n bude
pocet vrcholov. Toto mozeme jednoducho odhadniif ako dizku vstupu. Pre kazdy vrchol spravime iba konstantny
pocet operacii.

Nas zaujima podet takych ohodnoteni, pri ktorych je vstupny vyraz pravdivy. Mozeme vyskusat vSetky
mozné ohodnotenia, pre kazdé zistif hodnotu celého vyrazu a spocitat tie, ktoré st pravdivé. Vetkych moznosti
ohodnotenia méame najviac 2™ a teda Casova zlozitost riesenia je O(n - 2™).

Tymto rieSenim mohol va$ program ziskat 2 body.

Vzorové rieSenie

Skiisme si nas problém vyriesit pre najmensie mozné stromy.

Pre strom skladajuci sa z jedného X mame prave jednu moznost ako moze byt pravdivy: ak za X dosadime 1.

Pokial médme strom NOT (X), je prave jedna moznost ako moze byt pravdivy: ak X je nepravdivé. Vseobecne,
pocet moznosti ako moze byt NOT(v§raz) pravdivy je pocet moZnosti, ako moze byt vyraz nepravdivy. Pre
strom OR(X,X) méme tri dosadenia, ako ziskat pravdivy vyraz: (0,1) , (1,0) a (1,1). Pre strom AND(X,X) je
zasa len jedno: (1,1).

2https://www.ksp.sk/kucharka/grafy_uvod/
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Pri vyhodnocovani NOT sme si vSimli zaujimavia vec: ak by sme vedeli, kolkymi spésobmi mozu byt jeho
synovia nepravdivy, vedeli by sme hned povedaft, kolkymi sposobmi mo6ze byt NOT pravdivy. Myslienka, ktora
nés moze napadnif je, ¢ sa toto neda pouzit aj pre ostatné typy vrcholov.

Podme teda skusit vyhodnotif AND (vyrazl, vjraz2) s tym, Ze pre vyrazl aj viraz2 vieme, kolkymi spo-
sobmi mozu byt pravdivé. Ozna¢me tieto pocty postupne p; a ps. Hladdme pocet moznosti, v ktorych su aj
vyrazl aj vyraz2 pravdivé. Ti, ¢o uz mali trocha kombinatoriky hned vidia, Ze to je p; - po—pre kazd( moznost,
v ktorej je vjrazil pravdivy, existuje ps moznosti, v ktorych je aj vyraz2 pravdivy.

Kebyze vieme, kolkymi sposobmi mozu byt vyrazl a vjraz2 nepravdivé, vieme zistit dokonca aj to, kolkymi
sposobmi moéze byt AND(vyrazl, vjraz2) nepravdivy. Oznaéme si teda n; a ny poéty nepravdivych moznosti
pre vyrazy 1 a 2. AND(vyrazl, vjraz2) je nepravdivy v troch pripadoch

e vyrazl je nepravdivy a vyraz2 je nepravdivy: ny - no moznosti
e vyrazl je pravdivy a vjraz2 je nepravdivy: p; - ng
e virazl je nepravdivy a vyraz2 je pravdivy: nj - po

Teda AND je nepravdivy v tolkoto pripadoch:

ny-N2 +p1-n2+n1- Pa.

Rovnakym sposobom vieme vymysliet, ako z poétov moznosti deti vrcholu OR zistif pocty moznosti samot-
ného vrcholu OR.

Takze ak vieme, kolkymi sposobmi vedia byt deti nejakého vrcholu pravdivé a kolkymi spdsobmi vedia byt
nepravdivé, vieme zistif aj pre tento samotny vrchol rovnaku informéciu. PouZijeme pri tom len pomocou par
nasobeni v pripade AND a OR, a vymenou hodnét v pripade NOT. A o listoch stromu vieme, Ze je prave jedna
moznost ako modzu byt pravdivé, a prave jedna ako moézu byt nepravdivé.

Tu si zoberieme myslienku z brute forcu—ked sme chceli zistit vyhodnotenie stromu s nejakymi hodnotami
vrcholov, rekurzivne sme ho presli a pre kazdy vrchol sme z jeho synov zistili jeho hodnotu. V nasom rieseni
mozme spravit to isté, len pre kazdy vrchol zo synov zistime, kolkymi sposobmi moze byt pravdivy a kolkymi
nepravdivy. Riesenie bude potom pocet pravdivych spésobov pre koreri.

Casova zlozitost je O(n), kedze pre kazdy vrchol v konstantom ¢ase zistime jeho hodnotu. Pamitova je O(n),
nakolko si pamétame cely strom.

Listing programu (C++)

#include <string>
#include <cstdio>
#include <cstdlib>
#include <iostream>

const long long MOD = 1000000007L;
using namespace std;

typedef long long 11;

enum typ{
PREM,
OR,
AND,
NOT
Vi

struct Node({
typ t;
Node * c[2];
11 fa = 0;
11 tr = 0;

}i

Node x parse(const string &s, int & pos) {

Node * x = new Node;

if (slpos] == "X"){
X—> t = PREM;
pos += 1;

}

else if(s[pos] == "A’){
x—>t = AND;
pos += 4;
x->c[0] = parse(s,pos);
pos+=1;
x->c[1l] = parse(s,pos);
pos +=1;

}

else if(s[pos] == '0"){
x->t = OR;
pos += 3;
x->c[0] = parse(s,pos);
pos+=1;
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x->c[1l] = parse(s,pos);

pos +=1;

}

else if (s[pos] == 'N’) {
x->t = NOT;
pos += 4;
x->c[0] = parse(s,pos);
pos +=1;

}

return x;

}

void pocetMoznosti (Node * x) {
switch (x—>t) {
case PREM:
x—>tr
x->fa
break;
case OR:
pocetMoznosti (x->c[0]);
pocetMoznosti (x->c[1]);
x->fa = x->c[0]->fa * x->c[l]->fa;
x->tr = x->c[0]->tr* (x->c[l]->tr + x->c[l]->fa) + x->c[0]->fa »x->c[l]->tr;
break;
case AND:
pocetMoznosti (x->c[0]);
pocetMoznosti (x->c[1]);
x->tr = x->c[0]->tr * x->c[l]->tr;
x->fa = x->c[0]->fa * (x->c[l]->tr + x->c[l]->fa) + x->c[0]->tr*x->c[l]->fa;
x->tr %= MOD;
x->fa %= MOD;

break;
case NOT:
pocetMoznosti (x—=>c[0]);
x—>tr = x->c[0]->fa;
x->fa = x->c[0]->tr;
}
x—>tr

x->fa

int main() {
string s;
cin >> s;

int parser=0;

Node x x = parse(s,parser);
pocetMoznosti (x) ;

printf (”%$11d\n”, x->tr);

Hodobox (hodobox@ksp. sk)
5. Insektoldgia v Slovakistane (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Stara dobra hruba sila

Ako inak, tloha sa d4 riesit aj hrubou silou. Pre kazdu otdzku prejdeme zadany interval, kazdé ¢islo delime
danym prvocislom kym to len ide, a k odpovedi pripoc¢itame rozdiel pévodného a vysledného ¢isla.

Ak je Casovd zloZzitost? Pre kazda otadzku prejdeme najviac n &isel a kazdé z nich niekolkokrat vydelime—
najviac ale logaritmicky velakrat, a kedze vSetky ¢isla v poli st nanajvys p, budeme delit O(log p)-krat.

Kazda otdzka ndm teda zaberd O(nlogp) casu, a teda g otdzok zodpovedame v O(gnlogp), a tesime sa, Ze
prejdeme prvou sadou. Otézky mozeme riesit po jednej, a teda si okrem zamoreni poli pamétame len konstantne
vela premennych; pamitové zlozitost je teda O(n).

Listing programu (C++)
#include <iostream>

using namespace std;

int main ()
{
int n,qg,p;
cin >> n >> g >> p;
int polial[n];
for (int i=0;i<n;++1)
cin >> poliali];

while (g—-)
{
int 1,r,p;
cin >> 1 >> r >> p;
int res = 0;
for (int i=1-1;i<r;++1i)

{
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int x = polial[i];
while (x%p==0)

x /= p;
res += polial[i]-x;

}

cout << res << ”\n”;

Vsetko si predpocitame

Chceli by sme zrychlif odpovedanie na otdzky, nakolko O(nlogp) si okrem prvej sady nemozeme nikde
dovolit.

Ako by vyzerala Gloha, keby kazda otdzka bola o rovnakom prvodisle 2?7 Kazdd kontaminécia pola v; by
(ak je v intervale otazky) prispela nejakou hodnotou z;, ktord sa nikdy nezmeni. Kazda otdzka by teda bola
priamodciaro ‘sticet ¢isel v intervale’, ktoré vieme v O(1) zodpovedat pomocou prefixovych stctov®.

Mozeme si teda predpocitat prefixovy sacet hodnot x; pre kazdé prvocislo x mensie rovné p. Takyto pristup
je dost efektivny na druht sadu, kde p je malé.

Pre ilustraciu, hodnoty x v prikladovom vstupe by vyzerali takto:

index
2 3 4 5
15 15 35 25
20 0 0
16 24 32 48
0 0 0 0

prvocisla

XN RN RV, RUSE S
[N el No N Ravll RV,
(=)

97 0 0 0 0 0

A k nim prislachajice prefixové sucty:

index
0 1 2 3 4 5
2 0 5 20 35 70 95
< 3 0 0 0 20 20 20
€ 5 1 0| 8 | 24|48 | 80 |128
s 7]0]o0o]o0o]o0o]oO0]oO
& . H . . H . .
97 0 0 0 0 0 0
Aka je teda asova zlozitost? V ¢ase O(p*/?) vieme najst vietky prvoéisla do p—iba pre kazdé &islo 2,3, ..., p

overime, ¢i mé delitela mensieho/rovného jeho odmocnine. Potom pre kazdé prvoéislo vypoéitame hodnoty

x. Vsetkych hodnot z je O(np)*. Na vypocet kazdej z hodnot z potrebujeme O(logp)-krat delit, teda toto

predpocitanie ndm potrva O(nplog p). Otazky uz zodpovedame v O(1). Casova zlozitost je teda O(nplogp+q).
Pamitova zlozitost je O(np), nakolko si pamétame prefixové stéty hodnét x.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<int> najdi_prvocisla (int MAX)
{
vector<int> prvocisla;
for (int i=2;i<=MAX;++1)
{
bool ok = true;
for (int j=2;0k && Jjxj<=i;++7])
if (1%3==0)
ok = false;

if (ok) prvocisla.push_back(i);

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/

4D4 sa dokazaf, ze prvocisel v 1,...,p je O(%)7 a tym sa da odhad vylepsit na O(n -

https://en.wikipedia.org/wiki/Prime_number_theorem

fr=). Zéujemcovia mozu navstivit
og p

strana 9 z 20 http://ksp.sk/


https://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/
https://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/

}

return prvocisla;

int main ()

int n,q,p;
cin >> n >> g >> p;

if (n<=1500 && g<=1500)

{
//riesenie hrubou silou
return 0;

}

vector<int> prvocisla = najdi_prvocisla(p);
vector<int> ocislovanie (p+1);

for (int i=0;i<prvocisla.size();++1)
ocislovanie[ prvocislal[i] ] = i;
vector<vector<int>> prefix (prvocisla.size (), {{0}});

for (int i=0;i<n;++1)
{
int v;
cin >> v;
for (int j=0; j<prvocisla.size () ;++7)
{
int tmp = v;
while (tmp%prvocisla[j] == 0)
tmp /= prvocislaljl;
prefix[j].push_back (v-tmp+prefix[j][i]);

}

while (g—-)
{
int 1,r,pi;
cin >> 1 >> r >> pi;
pi = ocislovanie([pil];
cout << prefix[pi][r] - prefix[pi][1l-1] << "\n”;

Predpocitame len nenulové prvky

Vo vys$sieuvedenom rieseni uz odpoveddme na otazky dost rychlo, pridlho ndm vsak trvd predpocitanie
prefixovych poli. Mame v nich privela prvkov, potrebujeme ich ale vetky?

Musime si uvedomit, ze tak, ako v ¢isle velkosti p moze byt prvocislo umocnené na najviac logp, tak isto
v fiom moze byt najviac logp réznych prvoéisel. Prikladne pre p = 10° mame 78498° prvocisel, avsak v
konkrétnom ¢isle do 108 ich vie najviac byt len 7°! Pre kazdé z n ¢isel nAm teda realne najviac log p hodnot x
dodalo nejakt podstatnii informéciu, zvy$né st nutne nuly. Sta¢i ndm teda uvazovaf len tychto nlogp hodndt,
a pre kazdu si navySe pamétame, ktorému indexu zodpoveda.

Pre ilustraciu, hodnoty « v prikladovom vstupe by sa skomprimovali takto:

2 1:5 12:1513:15(4:35|5:25

prvocisla
w
w

5 1:8 |12:16]|3:24|4:32]5:48

(Prvé ¢islo je index i, druhé je hodnota x;.) Ked mame (komprimované) hodnoty x, lahko k nim zostrojime
(komprimované) prefixové sucty. V prikladovom vstupe be sme dostali:

= 0:0 ] 1:51(2:2013:35[4:70|5:95
;g 3 0:0 1|3
& 0:0 1:8 | 2:24|13:48|14:80(5:128

Ziadne dalsie prvoéisla v ¢islach na vstupe neboli, teda zvysné prefixové stcéty st (efektivne) prazdne.

Ked uz pozname prefixové stucty, na kazda otdzku vieme odpovedat nasledovne. Ak chceme stdet intervalu
(l;,7;), ndjdeme v prislusnom prefixovom poli prvé L; > I; a posledné R; < r;, a odpovieme suc¢tom v (L;, R;)
(ktory je rovnaky). Tieto dve hodnoty vieme bindrne vyhladat v O(logn), zodpovedanie vSetkych otdzok ndm
teda bude trvat O(qlogn).

Ostéva teda len jedna otézka: ako rychlo si vieme hodnoty x predpocitat?

Shttp://www.wolframalpha.com/input/?i=pi+function(10%5E6)
62.3.5.7-11-13-17 = 510 510. Pouzili sme tu ¢o najmensie prvoéisla, a 6sme uz do miliéna nezmestime.
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Budeme postupovat podobne, ako pri Eratostenovom site”. Upravime ho tak, aby ndm navyse pre kazdé
¢islo naslo najmensie prvodislo, ktoré ho deli—vzdy, ked zistime, Ze nejaké q je prvocislo, navstivime vsetky
nasobky q. Vsetky nasobky, ktoré sme doteraz nenavstivili, uréite nie st delitelné ziadnym prvoc¢islom mensim
ako ¢, ich najmensi prvociselny delitel je teda q.

Tak, ako pri Standardnom Eratostenovom site, sta¢i ndm navstivit len tie ndsobky, ktoré su viicsie alebo
rovné ako ¢2. Mensie nasobky si totiz delitelné aj nejakym prvoéislom mensim ako g, ktoré sme uz spracovali—a
teda uZz pozndme najmensieho prvociselného delitela takého nésobku.

Toto spravime v ¢ase O(ploglogp) a pamiiti O(p).

Ked teraz chceme zistif prvociselny rozklad nejakého v;, budeme ho zakazdym delif jeho najmensim prvo-
¢iselnym delitelom, az kym nedosiahne hodnotu 1. Pritom si pamétame, ktorymi prvoéislami sme ho vydelili a
kolkokréat. Kazdé zistenie rozkladu nadm bude trvat O(log p).

Z rozkladu v; nasledne zostrojime komprimovant tabulku hodnot z v éase O(nlogp), a zostrojime kom-
primované prefixové siacty v ¢ase linedrnom od velkosti tabulky, ¢ize tiez O(nlogp). Nakoniec v O(glogn)
zodpovieme otazky.

Spolu s Eratostenovym sitom dostdvame ¢asovi zlozitost O(ploglog p+nlogp+ qlogn). Pamétova zlozitost
je O(p + nlogp), nakolko si pamitame pole s najmensimi prvoéiselnymi delitelmi, a prefixové stcty hodnot x.

Listing programu (C++)
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
#define NEZNAMY -1

int p;

vector<int> ocislovanie;
vector<int> min_prvodelitel;
vector<int> prvocisla;

vector<vector<pair<int,long long> > > prefixy;

void Eratosten ()
{
for (int i=2;i<=p; ++1)
{
if (min_prvodelitel[i] != NEZNAMY)
continue;

prvocisla.push_back (i) ;
ocislovanie[i] = prvocisla.size()-1;
min_prvodelitel[i] = 1i;

if((long long)ixi >= p) continue;
for (int k=ixi;k<=p;k+=1)

if (min_prvodelitel]
min_prvodelitel][

k] == NEZNAMY)
k]l = 1i;
}

prefixy.resize (prvocisla.size (), {{0,0}});

int main ()

ios::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n,qg;
cin >> n >> g >> p;

min_prvodelitel.resize (p+l, NEZNAMY);
ocislovanie.resize (p+1l);

// najdeme prvocisla <= p
// a pre cisla <= p ich najmensich prvociselnych delitelov
Eratosten();

for (int i=0;i<n;++1)
{

int v, tmp;

cin >> v;

tmp = v;

// najdeme prvociselnych delitelov v
vector<int> prvodelitelia;
while (tmp != 1)
{
int pdel = min_prvodelitel [tmp];
if (prvodelitelia.empty() || pdel != prvodelitelia.back())
prvodelitelia.push_back (pdel);
tmp /= pdel;
}

"https://www.ksp.sk/kucharka/eratosten/
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// pre kazdeho prvociselneho delitela v najdeme prislusnu hodnotu x
for (int k=0;k<(int)prvodelitelia.size () ;++k)
{
int pdel = prvodelitelialk];
tmp = v;
while (tmp % pdel == 0)
tmp /= pdel;

// pridame prvok do prefixoveho suctu s indexom cisla, a kolko urody zachrani
prefixy[ocislovanie[pdel]].push_back ({i+1,v-tmp});

}
for (int i=0;i<prvocisla.size();++1i)

for (int k=1;k<prefixy[i].size();++k)
prefixy[i] [k].second += prefixy[i] [k-1].second;

}

while (g—-)

{
int 1,r,p;
cin >> 1 >> r >> p;
p = ocislovaniel[p];

//L

= posledny prefix s indexom < 1, R = posledny prefix s indexom <= r
int L,R;

int low=0,high=prefixy[p].size();
// binarne vyhladame posledny prefix s indexom < 1
while (high-low>1)
{

int mid = (high+low)/2;

if (prefixy[p] [mid].first < 1)

low = mid;

else high = mid;
}
L = low;
low=0,high=prefixy[p].size();
// binarne vyhladame posledny prefix s indexom <= r
while (high-low>1)
{

int mid = (high+low)/2;

if (prefixy[p] [mid].first <= r)

low = mid;

else high = mid;
}
R = low;

cout << prefixy[p][R].second - prefixy[p][L].second << "\n";

. Déavid (davidb@ksp.sk)
6. Sialena jazda (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Pred ¢itanim vzorového rieSenia odporucame precitat si v KSP Kuchérke ¢lanky o geometrii, konkrétne
¢lanok o skaldrnom suéine® a ¢lanok o konvexnom obale”.

Konvexny obal

Prvé pozorovanie potrebné na vyrieSenie tejto tilohy je nasledujtce: na to, aby sa mohla kabinka dostat nad
vSetky ostatné, musi leZat na konvexnom obale vSetkych kabiniek. Ak neleZi, znamen4 to, Ze v kaZdom momente
je nad tiou nejaka hrana konvexného obalu. Aspoti jeden koniec tejto hrany je vtedy vysSie ako dana kabinka.
Na zaciatku si teda moZeme zostrojit konvexny obal vSetkych kabiniek a tie kabinky, ktoré nie st jeho vrcholmi,
mozeme rovno zahodif.

Najlepsi bod

Ked uz mame konvexny obal, sta¢i ndm o kazdom jeho vrchole zistit, ako dlho bude najvyssie. Vezmime
si Tubovolny vrchol B z nasho konvexného obalu. Vrchol, ktory je na obale pred vrcholom B oznaéme A a
nasledujtci vrchol na obale oznaéme C. Stred, okolo ktorého sa cely koloto¢ toéi, ozna¢me S. Bod B zacdina byt
najvyssie vtedy, ked je hrana BC' vo vodorovnej polohe, a prestéva vtedy, ked sa do vodorovnej polohy dostane
hrana AB. Uhol, o ktory sa koloto¢ oto¢i medzi tymito dvoma stavmi, je uhol ktory zvieraju kolmice na tieto

8https://www.ksp.sk/kucharka/skalarny_a_vektorovy_sucin/
Imttps://www.ksp.sk/kucharka/konvexny_obal
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strany prechadzajice bodom S (na obrazku éervend a modra priamka). Koloto¢ sa otd¢a konstantnou uhlovou
rychlostou, velkost tohto uhla je teda priamo timerné ¢asu, pocas ktorého bude bod B najvyssie. Najlepsi je
teda bod, ktory méa tento uhol maximéalny.

>

7

-

.

Uhol, ktory sa snazime maximalizovat, si oznaéme «. Zo siétu vnutornych uhlov §tvoruholnika na nasle-
dujticom obrazku vyplyva, Ze uhol |[{ABC| je rovny 180° — . Preto ndm sta¢i ndjst taky vrchol konvexného
obalu, pri ktorom je najmensi vnatorny uhol. Vnatorné uhly konvexného mnohouholnika st vzdy mensie nez
180°. Z toho vyplyva, ze velkost vnttorného uhla je jednoznacne urcend jeho kosinusom. Teraz nam staci ndjst
vrchol, pri ktorom je vnttorny uhol s najvicsim kosinusom. A kosinus vnttorného uhla lahko vyratame pomocou
skalarneho stcinu.

Casova a pamatova zloZitost
Casova zlozitost vipoétu konvexného obalu je O(n logn). Po tomto vypoéte uz len v linedrnom éase prejdeme
body z konvexného obalu a ndjdeme najlepsi z nich. Pamitova zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <vector>
#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;

struct Point {
long long x, Vy;

bool operator < (Point p) {
if(x == p.x)
return(y < p.y);
else
return(x < p.x);

}

Point (long long a, long long b) {
X = ajy
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// kladné ak sa OAB toc¢i dolava
long long cross(Point O, Point A, Point B) {

return (A.x — 0.x) * (B.y — O.y) - (A.y — O.y) x (B.x - 0.x);
}

// dot product, ktory v sebe skryva kosinus uhla
long long dot (Point O, Point A, Point B) {

return (A.x - 0.x) * (B.x - 0.x) + (A.y - O.y) * (B.y - 0.y);
}

double length (Point O, Point A) {
return sqgrt (pow(A.x - 0.x, 2) + pow(A.y - O.y, 2));
}

bool smallerAngle(int i, int j, vector<Point> &hull) {
Point al = hull[i-1];
Point ¢l = hullf[i];

Point bl = hull([i+l];
Point a2 = hull[j-1];
Point ¢2 = hull[j];

Point b2 = hull[j+1];

// porovndme kosinus uhla al,cl,bl a a2,c2,b2 (delenie upravime na ndsobenie)
// (al.bl)/(|lal|=|bl|) > (a2.b2)/(|a2|+*|b2]|)

// (al.bl)*(la2|*|b2|) > (a2.b2) *(|al|*|bl]|)

double 1 = dot(cl, al, bl) * (length(c2, a2) x length(c2, b2));

double r = dot(c2, a2, b2) * (length(cl, al) = length(cl, bl));

if(1 > r || (1 == r && cl < c2))
return true;

else
return false;

}

// vrati body na konvexnom obale v lavo toclivom smere (prvy bod je rovnaky ako posledny)
vector<Point> convex_hull (vector<Point> &points) {
vector<Point> hull;

// zoradime body od Iava
sort (points.begin(), points.end());

// Dolnd cast obalu
for(int i = 0; i < points.size(); i++){
while (hull.size() >= 2 && cross(hull[hull.size()-2], hull[hull.size()-1], points[i]) <= 0)
hull.pop_back();
hull.push_back (points[i]);
}

// hornd cast obalu
int z = hull.size() + 1; //zaciatok dolnej &asti
for (int i = points.size() - 2; 1 >= 0; i--){ // -2 aby tam nebol krajny bod dva krat
while (hull.size() >= z && cross (hull[hull.size()-2], hull[hull.size()-1], points[i]) <= 0)
hull.pop_back();
hull.push_back (points[i]);
}

return hull;

int main () {
int n;
cin >> n;
vector<Point> points;

for(int i = 0; i < n; i++){
long long a, b;
cin >> a >> Db;
points.push_back (Point (a, b));
}

if(n == 1)¢{
cout << points[0].x << ”_” << points[0].y << endl;
return 0;

}

if (n==2){
sort (points.begin(), points.end());

cout << points[0].x << ”_” << points[0].y << endl;
return 0;

}

vector<Point> hull = convex_hull (points);
hull.push_back (hull([1]);

int where 1;
for (int i 1; i < hull.size() - 1; i++)
if (smallerAngle (i, where, hull)) where = i;
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cout << hull[where].x << ”_” << hull[where].y << endl;

MiSo (faiface@ksp.sk)
7. Lamborghini? Bicykel! (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Kazdému sktsenému riesitelovi pravdepodobne napadlo neoptimélne rieSenie tejto tlohy hned po precitani
zadania. K optimélnemu rieSeniu potom uz ostéva si len uvedomit jednu skuto¢nost a je to tam.
Podme sa pozriet na obe rieSenia.

Neoptimalne rieSenie — Dijkstra

Askar sa musi dostat zo svojho domu do budovy Konferencie o Sprevinilej Planéte, ¢o najrychlejSou cestou.
Najznamejsim algoritmom na hladanie najrychlejsej cesty je stary dobry Dijkstra. Tu si o iom mozete precitat.'”

V nasom pripade ho v8ak nemézeme aplikovat tplne priamociaro — Askar moze totiz ist peSo aj na bicykli.
Tento problém sa da lahko vyrieSit: povodny graf si trochu prerobime. Kazdy vrchol ¢ nahradime dvoma vrcholmi:
ip (peso) a iy (bicykel). Vrchol ij reprezentuje situdciu, ked je Askar vo vrchole ¢ a mé so sebou bicykel, vrchol
ip zasa situdciu, ked je Askar vo vrchole ¢ bez bicykla. Ak v pévodnom grafe bola hrana medzi vrcholmi i a j,
tak v novom grafe bude hrana i, — j, s dlzkou k a hrana i, — j; s dlzkou 1. CiZe, ak bol Askar peso, tak moze
peso prejst do druhého vrcholu a podobne, ak bol na bicykli, tak na nom moze pokracovat. V pripade, Ze vrchol
i je bike-sharing stanica, tak priddme eSte dve dalsie hrany: i, — j, s dlzkou 1 (Askar po tejto hrane uz prejde
na bicykli) a i, — j, s dlzkou k (Askar zosadol z bicykla a tito hranu prejde peso).

Takto upraveny graf ma 2n vrcholov a nanajvy$ 6m hran (v najhorSom pripade, ak by skoro vSade boli
bike-sharing stanice, budeme mat Sest hran za kazda péovodna hranu).

V skutoé¢nej implementécii nemusime ani konstruovat novy graf. Staci si v halde okrem &isla vrcholu pamétat
aj to, ¢i je Askar peSo alebo na bicykli a podla toho akumulovat vzdialenosti.

Casové zlozitost tohoto riesenia je O(mlogm) a pamitova O(n + m).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct dijkstra
{
int stav,vrchol;
long long cena;
Vi

struct cmp
{
bool operator () (const dijkstra&a,const dijkstrasb) const

return a.cena > b.cena;
Vi

vector<bool> bicykel;
vector<vector<int> > graf;
vector<long long> dist[2];

int main ()

{
ios::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n,coef,m;
cin >> n >> coef >> m;

graf.resize(n);

while (m—-)
{
int x,y;
cin >> x >> y;
X, Y
graf [x].push_back (y) ;
grafly].push_back (x);
}

bicykel.resize (n, false);
int b;

cin >> Db;

while (b——)

{

Onttps://www.ksp.sk/kucharka/dijkstra/
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int c;

cin >> c;

bicykel[c-1] = true;
}

for (int i=0;1i<2;++1)
dist[i].resize(n, (long long)nxcoef);

dist[0][0] = 0;
priority_queue<diijkstra,vector<dijkstra>,cmp> pg;

pg.push ({0,0,0});
while (!pg.empty ())

{
dijkstra d = pg.top();

Pg.pop () ;
if (dist[d.stav] [d.vrchol] < d.cena) continue;

for (int i=0;i<graf[d.vrchol].size();++1)
{
int kam = graf[d.vrchol] [i];
long long nova_cena = d.cena + 1 + (coef-1)«(d.stav==false);

if (dist[d.stav] [kam] > nova_cena)

{
dist[d.stav] [kam] = nova_cena;
pg.push ({d.stav, kam,nova_cena}) ;

}
if (bicykel[d.vrcholl])
{

bool novy_stav = !d.stav;

if (dist[novy_stav] [d.vrchol] > d.cena)

{
dist [novy_stav] [d.vrchol] = d.cena;
pg.push ({novy_stav,d.vrchol,d.cena}l);

}

cout << dist[0][n-1] << "\n”;

Optimalne riesenie

Intuicia nam napovedd, ze predchadzajuce rieSenie nie je optiméalne. Dijkstra funguje na hocijaké grafy, ale
nas graf nie je hocijaky: vietky jeho hrany st dlzky 1 alebo k. Toto sa musi dat vyuzit.

A naozaj to ide. VSeobecn logaritmicka haldu z predchadzajticeho riesenia vieme nahradit dvoma frontami.
Do prvej fronty budeme vkladat vrcholy, ked je Askar na bicykli a do druhej ked je peSo. Ako si o chvilu ukdzeme,
obe fronty ostant vzdy usporiadané podla vzdialenosti, a teda ked chceme vybraf nasledujtci najblizsi vrchol
(tak, ako to robime v Dijkstrovi), sta¢i ndm vybrat mensi (blizsi) z vrcholov na zaciatku oboch front.

Tak ako sme si uz povedali, obe fronty musia vZdy ostat usporiadané, aby nase rieSenie fungovalo — inak
by sme sa nevedeli spolahnit, Ze nasledujtci vrchol sa nachddza na zaciatku niektorej z nich. Dokaz je velmi
lahky. Predpokladajme, Ze doteraz st fronty usporiadané. Z dvoch zaciatkov teda vyberieme mens$i vrchol,
povedzme, Ze tento vrchol je vo vzdialenosti 15. V pripade, Ze z neho ideme pokradovat pesi, do fronty pre
pesie vrcholy vlozime vrchol so vzdialenostou 15 + k. Aby fronta ostala usporiadand, nesmel sa v nej nachadzat
7iaden vzdialenejsi vrchol. Mohol sa? Nemohol: kedZe Dijkstrov algoritmus navstivuje vrcholy podla vzdialenosti
(a doteraz boli fronty usporiadané, takze bezal korektne), vSetky vrcholy, ktoré sme doteraz navstivili, boli vo
vzdialenosti 15 alebo mensej. Najvzdialenejsi vrchol, ktory sme doteraz mohli do pesej fronty pridat, mohol mat
vzdialenost najviac 15 + k, ¢o nie je viac, nez nas naposledy pridany vrchol. Fronta teda ostane usporiadana.
Dokaz pre druht frontu je tplne rovnaky.

Fronty ndm pomohli vyhnit sa logaritmu, ¢asova zlozitost tohoto riesenia je teda O(n 4+ m + s) = O(m) a
pamitova je rovnaki. KedZe na vyriesenie lohy uréite musime miniméalne nacitat vstup, lepsiu asymptotickt
Casovu zloZitost sa uz dosiahnut neda.

Listing programu (C++)
#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

struct dijkstra
{
int stav,vrchol;
long long cena;
i

vector<bool> bicykel;
vector<vector<int> > graf;
vector<long long> dist[2];
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queue<diijkstra> q[2];

bool gempty ()

{
}

return g[0] .empty () && g[l].empty();

dijkstra gtop()
{

}

if (q[0].empty () || gl[l].empty())
{

int i = g[0].empty();

return g[i].front();

}

int i = (q[0].front().cena > g[l].front().cena);

return g[i].front();

void gpop ()
{

}

if(q[0].empty () || gl[l].empty())
{
int i = q[0].empty();
qlil.pop();
return;

}

int i = (gq[0].front().cena > g[l].front().cena);
)i

qli].pop(

void gpush(dijkstra d,int i)

{
}

q[i].push(d);

int main()

{

ios::sync_with_stdio (false);

cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n,coef,m;
cin >> n >> coef >> m;

graf.resize(n);

while (m—-)
{
int x,y;
cin >> x >> y;
X, Y
graf[x].push_back (y);
grafly].push_back (x);
}

bicykel.resize (n, false);
int b;
cin >> Db;
while (b—-)
{
int c;
cin >> c;
bicykel[c-1] = true;
}

for (int i=0;1i<2;++1)
dist[i].resize(n, (long long)nx*coef) ;

dist[0][0] = O;
gpush ({0,0,0},0);
while (!gempty ())
{

dijkstra d = gtop();
gpop () ;

if (dist[d.stav] [d.vrchol] < d.cena) continue;

for (int i=0;i<graf[d.vrchol].size();++1)

{

int kam graf[d.vrchol] [i];
long long nova_cena = d.cena + 1 +

if (dist[d.stav] [kam] > nova_cena)
{

dist[d.stav] [kam] = nova_cena;

(coef-1) * (d.stav==false) ;

gpush ({d.stav, kam,nova_cena},d.stav);

}
if (bicykel[d.vrchol])
{

bool novy_stav = !d.stav;

if (dist[novy_stav] [d.vrchol] > d.cena)

{
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dist [novy_stav] [d.vrchol] = d.cena;
gpush ({novy_stav,d.vrchol,d.cena},novy_stav);

}

cout << dist[0][n-1] << "\n”;

MisoF (misof@ksp.sk)
8. Antény (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Vzorové riesenie tejto tlohy bude mat vtipni ¢asovi zlozitost O((n + ¢)v/nlog f), kde n je pocet antén, ¢
je pocet otazok a f je rozsah hodnot pre frekvencie antén. Ako takdto veseld casova zlozitost vznikne? Uvidime
casom.

Jednoduchsia aloha

Zabudnime na to, Ze mame nejaké pole a nejaké otazky, a zamyslime sa nad jednoduchsou tulohou, ktora
vyzerd nasledovne: Dané je ¢islo 0. Zaciname s prazdnou (multi)mnoZinou. Nésledne dostaneme sadu prikazov,
pricom kazdy je bud tvaru “pridaj toto ¢islo” alebo “odstrai toto skor pridané éislo”. Vsetky ¢isla st celé z
rozsahu od 0 po f. Po kazdej operacii musime odpovedat, kolko dvojic éisel v nasej mnozine mé vzdialenost
aspon 6.

Ako tuto tlohu efektivne riesit? Existuji mnohé datové struktury, pomocou ktorjch vieme kazdu otédzku
zodpovedat v logaritmickom ¢ase. Napr. pomocou vhodného vyvazovaného binarneho stromu by sme pre dant
postupnost n prikazov vedeli kazdy prikaz spracovat v ¢ase O(logn), a to dokonca bez ohladu na velkost f.

Existuju vSak aj rieSenia omnoho jednoduchsie na implementaciu. Asi najlahsie je pouzit Fenwickov (“fin-
sky”) strom, resp. sti¢tovy intervalovy strom'!. Pre kazdé ¢islo od 0 po f si budeme v strome pamiitat, kolkokrdt
sa uz v nasej mnozine nachadza. Strom ndm nésledne umozni v ¢ase O(log f) o Iubovolnom intervale zistit, kolko
prvkov nasej mnoziny v iom lezi.

No a toto vyuZijeme nasledovne: Ak napr. dostaneme prikaz pridat novy prvok x, najskor si zistime, kolko
prvkov lezi v (x — §,2 + J) a z toho vieme vypocitat, kolko novych dvojic dostato¢ne vzdialenych prvkov ndm
préave pribudlo.

Toto riesenie teda kazdy prikaz (pridanie alebo odobratie ¢isla) spracuje v ¢ase O(log f).

Povodna uloha

Vréfme sa teraz k naSej povodnej tlohe.

Technika, ktoru si ukdzeme, sa da pouzit vzdy, ked st splnené isté predpoklady. V prvom rade potrebujeme,
aby iSlo (rovnako ako v tejto tilohe) o offline problém — teda vSetky otdzky dostaneme naraz a mozeme si vybrat,
v akom poradi ich zodpovieme. To ale samo o sebe nestaci.

Druh4 vlastnost, ktorti potrebujeme, stvisi prave s vyssie uvedenou jednoduchsou tlohou. Naga technika
bude pouzitelna pre vSetky problémy, kde takymto spdsobom zjednodusent tlohu vieme efektivne riesit.

Odmocninové vedierka

Na vstupe sme dostali g réznych otdzok, ktoré mame vSetky zodpovedat. N4as algoritmus bude efektivny
vdaka tomu, Ze si otdzky Sikovne prerozdelime do skupin a potom vyrieSime vzdy celt skupinu naraz.

Predstavme si, Ze sme si cely rad antén (pole dizky n) rozdelili na \/n tsekov. Nasledne mézeme zobraf
vSetky otézky a roztriedit ich do y/n vedierok podla toho, v ktorom tseku zacinaji.

Formaélne, zoberme si s = [y/n] a potom kazdt otdzku [I;, h;] umiestnime do vedierka [l;/s].

Co sme takto dostali? V kazdom vedierku mame otazky, ktoré zacinaji zhruba na tom istom mieste. (Konéit
vSak mozu velmi rozne. Vedierko ¢islo 0 moze obsahovat ako otézku na jediné policko, tak aj otdzku na tplne
celé pole.)

Spracovanie jedného vedierka

Kazdé vedierko s otazkami teraz spracujeme nasledujicim spoésobom:

1. Vsetky otazky vo vedierku usporiadame vzostupne podla ich konca.
2. Prvi otazku zodpovieme hrubou silou: zatneme s priazdnou mmnozinou a postupne po jednom do nej
pridame prvky tseku, na ktory sa otazka pyta.

Hhttps://waw.ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom
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3. Kazdu dalsiu otazku zodpovieme tak, ze postupne prerobime predchédzajuci interval na novy: najskor
pridavame prvky na konci, potom pridavame alebo uberame prvky na zaciatku.

Teda ak sme napr. prave zodpovedali otdzku [7,47] a ¢akd nas otazka [3,52], tak postupne do nasej mnoziny
priddme prvky na indexoch 48, 49, 50, 51, 52, 6, 5, 4, a 3. Ak by potom nasledovala otdzka [4,53], tak by sme
do nasej mnoziny néasledne pridali prvok na indexe 53 a potom opéf odstranili prvok na indexe 3.

A to je uz uplne vsetko. Jednoduché, nie?

Odhad casovej zlozitosti

Implemendcia je skutocne velmi jednoduché, odhad ¢asovej zlozitosti nds vSak trochu potrapi.

V kazdom vedierku, v ktorom méame aspon jednu otdzku, budeme jednu otazku spractvat hrubou silou.
KedZe tato otdzka ma dizku O(n), jej spracovanie si vyziada O(n) mnozinovych operacii. Ak by sme teda z
kazdého z /n vedierok spracovali len prvii otdzku, trvalo by to O(y/n - nlog f).

Kolko prace dokopy prida spracovanie vSetkych ostatnych otézok?

V kazdom vedierku potrebujeme otéazky usporiadat podla konca. Ak kazdé vedierko samostatne usporiadame
napriklad MergeSortom'?, dokopy nam to bude trvat O(glogq) ¢asu (kedze dokopy je vo vedierkach ¢ otazok).
Iné moznost s rovnakou ¢asovou zlozitostou je usporiadat si na zaciatku vSetky otézky podla konca a az potom
ich prerozdelit do vedierok — ¢im automaticky budi usporiadané v kazdom z vedierok. No kedZe koniec je ¢islo
z rozsahu 0 aZ n — 1, namiesto MergeSortu moZeme pouzit CountSort, ¢im dostaneme zloZitost O(q+n). Ak je
podet otdzok g zhruba rovny pocétu antén n, Casova zlozitost Tubovolnej z tychto moznosti bude zanedbatelna
oproti zvysku rieSenia.

Ked prerdbame nejakt otazku na nasledujicu, robime dva typy zmien:

e priddvame prvky na pravom okraji otazky
e priddvame a uberdme prvky na lavom okraji otazky

Prid4vanie prvkov na pravom okraji je efektivne. Pozrime sa na lubovolné vedierko. Kedze s otdzky v fiom
usporiadané podla konca, vzdy, ked ideme na nasledujticu, budeme na pravom kraji len pridavat prvky, nikdy
nie odoberat. A teda kazdy z n prvkov pola takto priddme do nasej mnoZiny nanajvys raz. Dokopy teda tieto
kroky pre jedno vedierko budu trvat O(nlog f). No a kedZze vedierok je y/n, celkovy ¢as straveny postvanim
pravého konca je O(n+/nlog f).

No a aj pridédvanie a uberanie prvkov na lavom okraji je efektivne. Toto je to miesto, kde sa ukéze, preco
sme vlastne delili otazky do vedierok. Totiz ked st dve otazky v tom istom vedierku, st ich zadiatky vzdialené
nanajvys o v/n. No a teda ked prerdbame jednu z nich na druht, na lavom okraji sta¢i postupne spravit O(y/n)
zmien. Dokopy pre vSetkych ¢ otédzok teda dostdvame O(gy/n) zmien, a kedze kazdd vieme spravit v Case
O(log f), celkovy ¢as straveny tymito krokmi je O(gy/nlog f).

Celkov ¢asovu zlozitost teraz dostaneme séitanim vyssie uvedenych odhadov.

Historicka poznamka
Téato technika je pomerne zndma v svete efektivnych algoritmov, ale do stifazného programovania dorazila

az v roku 2009, kedy Mo Tao touto technikou vyriesil tlohu pocas ¢inskeho pripravného sustredenia pred I0I.
V sttaznom programovani sa nésledne zauzivalo volat tato techniku Mo’s algorithm.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct FenwicklD {
int size;
vector<int> T;

FenwicklD (int maxval) { size = 1; while (size < maxval) size <<= 1; T.clear(); T.resize(size+1l,0); }
void update (int x, int delta) { while (x <= size) { T[x] += delta; x += x & -x; } }
int sum(int x1, int x2) { // sum in the closed interval [x1,x2]

int res=0;

--x1;

while (x2) { res += T[x2]; x2 -= x2 & -x2; }

while (x1) { res -= T[x1l]; x1 -= x1 & -x1; }

return res;
Vi
const int SQRT = 317; // must be >=sqrt (maxN)

struct query { int lo, hi, id; };

2https://wuw.ksp.sk/kucharka/mergesort
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void change (FenwicklD &FT,

int

int &curr_elements, long long &curr_pairs,

int minv = max(l,newval-K+1), maxv = min(FT.size,newval+K-1);
if (delta == -1) { FT.update(newval,delta); --curr_elements; }
curr_pairs += delta * (curr_elements - FT.sum(minv,maxv));

if (delta == +1) { FT.update(newval,delta); ++curr_elements; }
main () {

ios_base::sync_with_stdio(false); cin.tie (NULL); cout.tie (NULL);

int N, delta;
cin >> N >> delta;

vector<int> F (N);
for (int &f : F) cin >> £f;

int Q;
vector< vector<query> > queries (SQRT);
cin >> Q;
for (int g=0; g<Q; ++q) {
int 1, h;
cin >> 1 >> h;

queries[1/SQRT] .push_back( {1,h+1,qg}

}
vector<long long> answers(Q);

for (int a=0; a<SQRT; ++a) {

)

if (queries[a].empty()) continue;

sort ( queries[a].begin(), queries[a].end(), [] (const query &A,
FenwicklD FT(1000047);

int curr_elements = 0;

long long curr_pairs = 0;

int curr_lo = queries[a][0].lo, curr_hi = queries[a][0].hi;

for (int x=curr_lo; x<curr_hi; ++x)
answers|[ queries[a] [0].id ] =
for (unsigned b=1; b<queries]|
while (curr_hi < queries]|
while (curr_lo > queries]|
while (curr_lo < queries]|
answers|[ queries(a][b].id

]

}
}

change ( FT, curr_elements,
urr_pairs;

.size(); ++b) {

[b].hi) change( FT, curr_elements, curr_pairs,
[b].lo) change( FT, curr_elements, curr_pairs,
[b

for (auto a : answers) cout << a << endl;

int newval, int K, int delta) {

const query &B)

-> bool { return A.hi < B.hi;

curr_pairs, F[x], delta, +1 );

]1.1lo) change( FT, curr_elements, curr_pairs,
curr_pairs;

Flcurr_hi++], delta, +1 );
F[--curr_lo], delta, +1 );
Flcurr_lo++], delta, -1 );
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