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Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

Krtko
1. Terms and conditions (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Riesenie tejto tlohy rozdelime na dve casti.

Nacitavanie vstupu

Prvou komplikovanejSou tlohou je spravne nacitat vstup. Ak pouzivate C++, pravdepodobne na nacitavanie
vstupu pouzivate cin. Ten vSak nadita iba Cast textu po najblizsi tzv. ‘whitespace’ znak, teda medzeru. Preto
sa na nacitanie vstupu doporucuje pouzit prikaz getline(cin, string). Tento nadita vSetky znaky aZ po prvy
znak nového riadku ('\n'). Este si treba daf pozor, Ze ked zo vstupu nacitame pocet riadkov n ako ¢islo, tak
za nim ostane znak konca riadku. Tento znak prikaz getline zachyti, a teda nacita prazdny string. Treba teda
getline zavolat eSte raz po nacitani n.

Ak pouzivate napriklad Python, tak prikaz input (), ktory bezne pouzivate na nacitanie vstupu, nacita cely
riadok, takZe tu problém nie je. Rovnako by nemal byt problém v ostatnych jazykoch, ktoré testova¢ podporuje.

Hladanie poli¢ka

Teraz, ked mame text v paméti, mozeme zacat hladat spravne policko. Hladanie policka modZzeme vzdy zac¢inat
od jeho Tavého horného rohu, staéi skontrolovat vSetkych 9 znakov, ¢i sa zhoduji — bud mantalne overime kazdy
znak, alebo si vytvorime vlastni képiu policka, ktoré hladdme, a overime ¢i sa vSetky znaky zhoduju v stvoréeku
3x3 pomocou dvoch cyklov.

Treba si pritom davat pozor na to, aby sme neskusili pozriet na neexistujtci index niektorého retazca, kedze
susedné riadky mozu byt rozne dlhé.

Co vsetko si potrebujeme pamitat?

Ked sa zamyslime nad tym ako hladame policka, uvedomime si, Ze ked skontrolujeme trojicu riadkov, idaje
z prvého z nich uz nikdy nebudeme potrebovat. Preto ndm staéi pamitat si iba tri riadky, v ktorych aktualne
hladame poli¢ko, teda pamitova zlozitost tohto riesenia je O (m), kde m oznaduje podet znakov v jednom riadku.

Zhrnutie

Postupne nacitame riadky. Pre kazdy nac¢itany znak skontrolujeme ¢i sa “pod nim” nenachadza policko. Ak sa
nachddza poli¢ko zaskrtneme, inak hladdme dalej. Takymto postupom spravime pre kazdy znak iba konstantny
pocet operécii. Teda ¢asova zlozitost je linearna od velkosti vstupu O (n - m)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;

string empty_line;
string line[3];

string look_at[] = {"+-+", ”|_|", -+
bool success = false, failure = false;
int n;

//funkcia kontrolujuca ci sa na policku i vobec moze nachadzat policko

bool make_sense (int 1) {
if(i+2 < line[0].size() && i+2 < line[l].size() && 1+2 < line[2].size()) return true;
return false;

}

int main() {
//najprv nacitame pocet riadkov a odstranime medzeru co ostala za tymto cislom
cin >> n;
getline(cin, empty_line);
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//nacitame prve dva riadky
getline(cin, line[0]);
getline(cin, line[l]);
//rovno vypyseme prvy riadok
cout << line[0] << ’\n’;

for (int 1 = 0; i < n-2; i++) {
//nacitame postupne vsetky riadky
getline(cin, 1line[2]);
//skontrolujeme ci sa na i-tej pozicii na riadku nenachadza policko
for (int i = 0; make_sense (i) && !success; i++) {
failure = false;
for (int j = 0; j < 3 && !failure; j++) {
for (int k = 0; k < 3 && !failure; k++) {
if (line[J] [i+k] != look_at[j][k]) {
failure = true;
}
}
}
//ak najdeme policko zaskrtneme ho
if (!failure) {
line[1] [i+1] = 'X’;
success = true;

}

//vypiseme riadok v ktorom uz urcite nenastane zmena
cout << line[l] << '\n’;
//presunieme si este relevantne riadky
swap (line[0], line[1l]);
swap (line[l], line[2]);
}

//vypiseme posledny riadok
cout << line[l] << ’\n’;

Marek
2. lIregularna strava (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zadanie tlohy hovori, Ze na vstupe mame dva refazce a nasou tilohou je zistit, ¢i splhaji zadané podmienky.
Podmienky vieme zhrntt tak, ze kazdym rovnakym (malym) znakom prvého slova maji zodpovedat rovnaké
(velké) znaky — obrazy — v druhom slove. Odligné znaky prvého slova maji mat odli$né obrazy v druhom.

Funkc¢né rieSenie

V najjednoduchsom rieseni staci, ak prejdeme cez vSetky dvojice znakov povodného slova a overime, ¢i st
splnené podmienky zo zadania.

V prvom rade skontrolujeme, & st slovéa rovnakej dizky. Ak nie si, vieme, ze nejaky znak prvého slova nema,
ziaden obraz v druhom slove, alebo naopak, a tak vieme hned povedat, Ze odpoved je “nie”.

Teraz prichddza na rad hlavné ¢ast riesenia. Povedzme, Ze oba refazce A a B dlzky n mame nacitané v
pamiiti a prechaddzame obe slova po znakoch. Cielom je overif, ¢ vsetky znaky spliiaji uréené podmienky zo
zadania. Pre kazdu i-tu dvojicu znakov A; a B; prechddzame dalsich n—i dvojic A;, B;. Pri tomto prechadzani
mozu nastat 4 situdcie:

e A;, Bj; sa zhoduju s A;, B; — vtedy je vSetko v poriadku. A; = A; a preto st rovnaké aj ich obrazy
B; = B;.

o A; # A; a B; # B, — vtedy je tiez vSetko v poriadku. P6vodné pismena st rozdielne a tak aj ich obrazy
st rozdielne.

o A; = Aj a B; # B; (alebo opacne A; # A; a B; = Bj) znamena, Ze, bud mame dve rovnaké pismena v
povodnom slove, ktoré majua odlisné obrazy, alebo, v druhom pripade, st to rézne pismena v pévodnom
slove a majii rovnaké obrazy. Oba tieto pripady znamenaji, Ze sme nasli znak, ktory nespliia podmienku
zo zadania a odpoved je tym padom “nie”.

Ak tymto spésobom prejdeme celé slovo a nendjdeme Ziadnu chybu, podmienky s splnené pre vSetky znaky
a teda odpoved je “4no”.

Casova zlozitost tohto riesenia je O(n?), kedze pre kazdt z n pozicii i musime este prejst rddovo n pozicii j.

Pamitova zlozitost je O(n), lebo si pamitdme dve slovd s n pismenami.

Na vstupe ale mozeme dostat slovo dizky az 2000 000, ¢o znamené, e pri vyssie spomenutej ¢asovej zlozitosti
by riesenie bezalo pomerne dlho. ..
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Substituéna Sifra

Podmienky zo zadania vieme ale zjednodusit a preformulovat tak, Ze chceme, aby sa kazdé pismeno malej
abecedy (z prvého slova) zasifrovalo na pismeno velkej abecedy (z druhého slova). TieZ musi platit, Zze Ziadne
dve malé pismené sa nemozu zasifrovat na to isté velké.

Uvedomme si, ze takéto Sifrovanie sa da celé definovat pomocou Sifrovacej abecedy, ¢o je retazec, v ktorom
sa na i-tom mieste nachddza Sifrovany znak (obraz) i-teho pismena klasickej abecedy. Napriklad, pouZitim
sifrovacej abecedy ANCDEFGHIJKLMBOPQRSTUVWXYZ vznikne zo slova “abba” slovo “ANNA”. Pismeno a sa pri
tom meni na A, b na N.

Takéto Sifrovanie sa beZzne nazjva substituéna Sifra. Nagou tlohou je teda zistif, ¢i Sifrovany text mohol
vzniknit z povodného pomocou takejto Sifry.

Lepsie rieSenie

A prave pomocou Sifrovacej abecedy vieme navrhnut rychlejSie riesenie! Ak si budeme pamiitat Sifrovaciu
abecedu, tak nemusime pre kazdy znak prechadzat cely zvySok slova, ale sta¢i ndm len overit, ¢i st vSetky nové
znaky zaSifrované podla tej istej abecedy ako predoslé znaky.

Budeme si pamiitat dve Sifrovacie abecedy, vdaka ktorym budeme vediet realizovat Sifrovanie a deSifrovanie.
Jedna abeceda bude Sifrovat znaky z povodného slova do Sifry, a druhd bude inverznd k nej — ak sa podla
sifrovacej abecedy meni a na B, tak podla deSifrovacej abecedy sa meni B na a.

Pre kazdy i-ty znak z pévodného slova zistime, ¢i uz mame k nemu priradeny nejaky obraz v abecede pre
Sifrovanie. Ak tam Ziaden obraz nie je, znamena to, Ze takéto pismeno sme objavili prvykrat. V takomto pripade
znaku pridelime obraz podla jeho Sifry, ¢ize i-ty znak v druhom slove.

To isté zistujeme aj pre znaky v druhom, Sifrovanom, slove, a vytvarame si deSifrovaciu abecedu.

Ak uz i-ty znak mé v Sifrovacej abecede priradeny obraz, overime, ¢i sa tento obraz zhoduje s i-tym znakom
v druhom slove. Ak sa nezhoduji, nasli sme chybu v Sifrovani — dva rovnaké znaky st zasifrované na odlisné
obrazy. Tiez musime overif, ¢i sa uz ndhodou nejaky odlisny znak nezaSifruje na obraz i-teho. To overime
pomocou doteraz vybudovanej desifrovacej abecedy.

Pamitova zlozitost je v podstate rovnakd ako predtym, aj ked si teraz musime paméitat aj dve abecedy —
2 x 26 znakov. To znamend O(2 x n + 2 x 26), no konstanty mézeme pri odhade zlozitosti zanedbat, kedze nas
zaujima iba radovy odhad mnoZstva pouZitej pamite. Tym paddom vieme uréit vysledni pamitovi zloZitost na
O(n).

Pri ¢asovej zlozitosti ziskavame vyrazné zlepSenie a dostdvame sa na linedrnu zlozitost, kedze pre kazdé
pismeno vykondme iba konstantny pocet operacii. Takze O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>

using namespace std;
const int NEDEFINOVANE = 0;

int main() {
int t;
cin >> t;

for (int tt = 0; tt < t; tt++) {
// v poliach si pamatame, ktore znaky sa sifruju na ktore
char sifrovy_predpis[26] = {NEDEFINOVANE}, spatny_predpis[26] = {NEDEFINOVANE};

string text, sifrovany_text;
cin >> text;
cin >> sifrovany_text;

if (text.size() != sifrovany_text.size()) {
cout << "nie” << endl;
continue; // slova maju rozdielne dlzky, ideme na dlasiu dvojicu

}

bool korektna_sifra = true;

for (int i = 0; 1 < text.size(); i++) {
// prvy vyskyt znaku v povodnom slove, ulozime si prislusny obraz
if (sifrovy_predpis|[ text[i] - "a’ ] == NEDEFINOVANE)
sifrovy_predpis[ text[i] - ’a’ ] = sifrovany_text[i];

// prvy vyskyt sifroveho znaku v sifre, k sifrovemu znaku si ulozime povodny
if (spatny_predpis[ sifrovany_text[i] - ’A’ ] == NEDEFINOVANE)
spatny_predpis[ sifrovany_text[i] - A’ ] = text[i];

// ak i-ty znaku textu nie je zasifrovany podla ”sifroveho predpisu”
// alebo i-ty znak sifroveho textu nie je obrazom znaku textu, sifra nie je korektna

if (sifrovy_predpis[ text[i] - 'a’ ] != sifrovany_text[i] || spatny_predpis|[ sifrovany_text[i] - ’A’
korektna_sifra = false;
break;
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}

if (korektna_sifra)

cout << "ano” << endl;
else

cout << "nie” << endl;

matusf
3. Dohrajte hru (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prva sada (jedna kdpka)

Na rieSenie prvej sady, kde bola iba jedna kopka, stacilo striedavo simulovat Baklazdnove a Bujove tahy.
Takéto rieSenie pobehd v linedrnom ¢ase (neskor ukdzeme, ze vieme mat dokonca konstantni pamét).

RieSenie pre viacero kopok

0 v

Tu je situdcia podstatne fazsia. Je velmi vela moznosti ako vie hra prebiehat a nestihame preskusat kazdu.
Prva vec, ¢o si treba uvedomit je, Ze sa nestaci pozerat len na prvi/posledni kartu na kopke. Takéto karta
moze mat velmi mald hodnotu, ale moze odkryt karty, ktoré sa velmi oplatia zobrat.

Dalsia vec, ktort si vieme v8imnit je, e porebujeme rozlisovat medzi 2 typmi képok — pdrnymi a nepdrnyms.
Zamyslime sa nad parnymi képkami.

Kopky s parnym poctom kariet

Ako tu vyzerd optimélna hra? V§imnime si, Ze ziaden hra¢ nemdze ziskat kartu, ktord je vo vzdialenejSej
polke képky. Preco?

1. Bujovi stadi tahat z tej istej kopky, z ktorej bral Baklazan.
2. Baklazanova stratégia je podobna. Ak Buj potiahne kartu z inej kopky ako on, Baklazan sa prisposobi a
zoberie z tej kopky, ¢o Buj.

Co sme tymto zistili? Predstavme si, Ze existuje optimalne riesenie pre jedného z hracov, s tym, Ze v nejakom
momente zoberie kartu zo vzdialenej polky kopky. My sme ale dokazali, ze obaja hraci vedia takémuto pripadu
zabranit. To znamend, Ze v optimalnom rieseni Baklazan ziska vrchnd polku kopky a Buj spodnt.

Kopky s neparnym poctom kariet

Teraz sa pozrime na neparne kopky. Zjavne aj tu plati ta ista stratégia, akurat, ¢o s kartou v prostriedku
kopky? Ked popremyslame, vieme ukéazaf, Ze Buj nevie zabranit Baklazdnovi ziskat najlep$iu strednt kartu
spomedzi neparnych kdpok. Podobne, ak Baklazan tuto kartu zoberie, nevie zabranit Bujovi zobrat druht
najdrahSiu. A toto vieme zovSeobecnit — Baklazén a Buj si postupne poberii karty v neparnych koépkach.

Celé riesenie dokopy

Na zaciatku nacitame vstup, pripoc¢itame Baklazanovi skére za vrchné polky képok, Bujovi za spodné.
Potom, zoberieme prostredné karty v neparnych kopkach, utriedime ich a striedavo rozdelime medzi Baklazana
a Buja. Casova zlozitost takéhoto riesenia je O(n - s + n - log(n)), pamitova O(n - s), kde n je pocet kopok a s
je maximalny pocet kariet v kdpke.

Ide to aj rychlejSie a Gspornejsie

V skutoc¢nosti si vobec nemusime pamétat vSetky kopky. Staci, ked ich budeme spracuvévat jednu po druhe;j.
Parnu rovno spracujeme a z neparnych si ulozime prostredny prvok. Tie na konci usporiadame a rozdelime
chalanom. Tymto sme zlepsili pamétfovi zlozitost z O(n - s) na O(n + s) lebo mame s kariet v kopke a mozeme
dostat n neparnych kop.

Casovil zlozitost vieme zlepsif usporiadanim prostrednych kariet pomocou counting sortu', kedZe hodnoty
jednotlivych kariet stt do 1000. PretoZe counting sort triedi v lindrnom c¢ase od poctu triedenych prvkov, teda v
O(n), vysledna Gasova zlozitost bude O(n-s). Pripadne vieme spravit tesnejsi odhad — zloZitost bude linedrna od
poctu vsetkych kariet na vstupe. Kedze musime vzdy preéitat cely vstup, takéto riesenie ma dokonca najlepsiu
moznu asymptoticka zlozitost spomedzi vSetkych programov riesiacich tuto tlohu.

lhttps://sk.wikipedia.org/wiki/Counting_sort
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Este jedna finta nakoniec. Vdaka tomu, Ze vieme kolko kariet m4 kazd4 kopka, kopky si nemusime pamatat.
Vieme ich spracovat postupne po kartadch a paméitat si len Bujove a Baklazdnove skére. Pamitova zlozitost
bude potom O(n).

Listing programu (Python)
#!/usr/bin/env python3

odd, even = [], []
playerl_turn = True
playerl = player2 = 0
pile_number = int (input())
for _ in range (pile_number) :
n, *pile = tuple (map(int, input ().split()))
if n % 2 == 0:
even.append (pile)
else:
odd.append (pile)

for pile in even:
n = len(pile)
playerl += sum(pile[:n//2])
player2 += sum(pile[n//2:1)

for pile in sorted(odd, reverse=True, key=lambda x: x[len(x)//2]):
n = len(pile)
top, middle, bottom = pile[:n//2], pile[n//2], pile[n//2+1:]
playerl += sum(top)
player2 += sum(bottom)
if playerl_turn:
playerl += middle
playerl_turn = not playerl_turn
else:
player2 += middle
playerl_turn = not playerl_turn

print (playerl, player2)

Bubu
4. Energetické pole (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Hruba Sila

Na zaciatok si preformulujme zadanie Glohy pomocou vSeobecnejsich pojmov, a potom si ukadzeme prvé
jednoduché riesenie tejto tlohy.

Mame tabulku, ktora bola ofarbena postupnostou ofarbeni jednotlivich stipcov a riadkov v nejakom poradi.
Plati pritom, Ze sme vZdy ofarbili cely dany stipec/riadok tou istou farbou. Nasou tilohou je uréit, kolko najmene;
takychto ofarbeni potrebujeme pouzif na dosiahnutie tabulky zo vstupu. V§imnime si, Ze ak jeden riadok ¢i stipec
ofarbime druhykrat, vsetka informécia o prvom ofarbeni sa strati. Vdaka tomu moézeme predpokladat, Ze vo
vislednom ofarbeni bol kazdy riadok aj kazdy stipec zafarbeny najviac raz.

Tu sa naskyta napad na jednoduché riesenie: Kedze kazdy riadok aj stipec sme zafarbili najviac raz, ak si
zoberieme vietky mozné zoradenia stipcov a riadkov, tak mézeme v danom poradi skasaf odfarbovat stipce a
riadky tabulky. Riadok ¢ stipec budeme méct odfarbif iba vtedy, ak st vietky zafarbené policka v fiom jednej
farby. V pripade, kedy sa ndm podari celt tabulku vy¢istif najskor, dostaneme optimdlne riesenie. V tomto
riefeni teda hfadamé postupnost ofarbeni riadkov a stipcov tak, ze pre kazd postupnost odzadu (odfarbovanim)
overime, ¢i vstupna tabulka mohla vzniknat touto postupnostou.

Odfarbenie riadka/stipca sa d4 jednoducho implementovat tak, Ze odfarbeny riadok/stipec z tabulky od-
stranime (budeme ho dalej ignorovat), pretoze ndm nezélezi na tom, aké farby boli “pod poslednym naterom”.
Namiesto skiSania vSetkjch permutécii riadkov a stipcov by sme tiez mohli myslienku rieSenia implementovat
aj mierne efektivnejsie — pomocou backtracku (rekurzivne prehladévanie s ndvratom).

Takéto priame a myslienkovo jednoduché riesenie musi vyskasaf vietky permutécie riadkov a stlpcov?,
ktorych je (r + s)! a pre kazdd permutaciu musi overit, ¢i vedie k tabulke zo vstupu, napriklad v ¢éase O(rs).
Celé rieSenie tak bude mat ¢asovi zlozitost O((r + s)! - rs), vdaka Gomu na beznom poditaci vyriesi vstupy s
r 4+ s < 10.

Greedy rieSenie

Pri opravovani vaSich rieSeni sme sa dozvedeli, Ze vdaka tomu, Ze sa na vstupe nachadzali len korektné
zadania (kazda ofarbena tabulka bola vysledkom farbenia riadkov a stipcov), sa tato tloha sa dala vyriesit aj
pazravym (greedy) pristupom.

2 Ak neverite, porozmyslajte nad vstupom, kde st vietky policka tabulky jednej farby.
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Hlavna myslienka paZravého rieSenia je, Ze sa pokusime tabulku postupne od konca odfarbovat tak, ako v
rieeni hrubou silou. Ak ale mame na vyber z viacero moznosti ¢o spravit (mézeme odfarbit viacero stipcov
alebo mézeme odfarbit riadky aj stipce), nebudeme sa rekurzivne rozvetvovat a sktsat vietky mozné poradia,
ale jednoducho odfrabime vietky jednofarebné stipce alebo riadky jednej farby naraz, skoro vzdy v fubovolnom
poradi.

Jediné Specialne pripady nastanu vtedy, ak ndm zostava tabulka, kde st vSetky riadky jednofarebné, vsetky
stipce jednofarebné alebo ak sa po odstraneni jednofarebnych stipcov/riadkov dostaneme do takejto situacie.
Vtedy sa nam méze oplatit odfarbif vetky stipce okrem stipcov jednej farby a zvysné stipce odfarbif pomocou
odfarbenia riadkov, ak je riadkov menej ako stipcov.

Takéto rieSenie sa pomerne lahko vymysli a naprogramuje, no t4 najfazsia Gast pri nom je dokézat, Ze
vzdy vedie k optimélnemu rieseniu. Dékazom si tieZ overite, Ze ste pri vymyslani postupu nezabudli na Ziadne
Specialne pripady. Mnohi z vas stratili body na nepremysleni si Specidlnych pripadov alebo na neddslednom
dokaze (kedZe sme greedy rieSeniu spociatku neverili, bolo nds nutné presviedcat). Rozhodli sme sa teda napisat
cast dokazu, ktory zachytéva hlavné myslienky toho, preco pazravé rieSenia mozu fungovat a otdzky nad ktorymi
sa bolo potrebné sa zamysliet.

Zadefinujme si poriadne vSetky situécie, ktoré mozu nastat. Pocas celého rieSenia (odfarbovania) musi platit,
Ze sa v tabulke vzdy nachadza aspoii jeden cely riadok alebo stipec. Vzhladom na to, Ze riadky sa stani stipcami
ked tabulku otoéime o 90 stupiiov, budeme hovorit len o pripadoch, kedy mame aspon jeden jednofarebny riadok.

1. V tabulke st iba jednofarebné riadky. Rozne riadky mozu byt roznych farieb. Takato situécia je
velmi blizko k odfarbeniu celej tabulky — uz nam staci odfarbit len vSetky riadky, pripadne mozno riadky
poslednej farby odfarbif po stipoch.

2. V tabulke je aspon jeden nejednofarebny riadok. Tabulka obsahuje jeden alebo niekolko jednofareb-
nych riadkov, ktoré st vietky tej istej farby a neobsahuje ziaden jednofarebny stipec. V tomto pripade
existuje len jedind cesta ako pokracovat dalej v rieSeni — odstranime vSetky tieto riadky.

3. V tabulke je aspori jeden nejednofarebny riadok. Tabulka obsahuje jeden alebo niekolko jednofarebnych
riadkov, ktoré stt aspon dvoch rdznych farieb a neobsahuje Ziaden jednofarebny stipec. V tomto pripade
mame na vyber — riadky ktorej farby odstranime najskor?

4. V tabulke je aspoii jeden nejednofarebny riadok. Tabulka obsahuje aspoini jeden jednofarebny riadok a
aspoi jeden jednofarebny stlpec, ktoré st (musia byt) vietky tej istej farby. Tu mame opét na vyber
— odstranime najprv riadky alebo stipce?

Mozete si rozmysliet, Ze iné situdcie (az na trividlne — v8etky poli¢ka jednej farby a prazdna tabulka) uz
nikdy nenastana.

Co robit v situécii 4? Ak sa odobranim riadka dostaneme do situécie 1 s jednofarebnymi stipcami, moze sa
nam oplatif teraz neodstranif stipec tejto farby, lebo vihodnejsie méze byt jeho odstranenie na konci, v podobe
riadkov. Existuje este nejaka ina situacia, kedy neodstranit aj riadok aj stipec (pripadne vsetky jednofarebné
riadky aj stipce)? Nie. Ak po odstraneni riadkov nie sme este v situdcii 1, znamena to, Ze na doriesenie tlohy
je potrebné odoberaf este stipce a potom este riadky inej farby. To ale znamend, 7e nase jednofarebné stipce
budeme musit tiez odobrat, a teda ich mozeme odobrat hned teraz! V skoro vSetkych pripadoch je teda jedno,
¢i odstranime najprv riadky, najprv stipce alebo vsetko naraz.

Co robit v situdcii 37 Na to, aby sme pohli v rieSeni dalej (do inej situdcie) musime bud odobrat vSetky
jednofarebné riadky (dostanem sa do 1, 2 alebo 3, kde dostaneme jednofarebné stipce) alebo odoberieme vsetky
riadky okrem riadkov jednej farby (dostaneme sa do 2 alebo 4). Uvahu si moézeme zjednodusit tak, Ze nikdy
neodstrdnime vsetky riadky ale vzdy zachovame riadky jednej farby a potom sa budeme rozhodovat ako keby
sme boli v situécii 4 (alebo 2). Ak sa potom znova rozhodneme odobraf riadok, dosiahneme rovnaky vysledok
ako keby sme rovno odstranili vSetky riadky. Poslednou otézkou teda zostava to, ¢i zavisi na tom, ktoré riadky
jednej farby ponechame ako posledné. Na tomto ale zalezi len vtedy, ak by sme sa z néslednej situacie 4 dostali
do 1. Inak v situécii 4 tieto riadky aj tak ostranime a znova teda vo vécSine pripadov nezalezi na tom, ktora
farbu ponechame!

Konkrétne rieSenia Specidlnych pripadov sa dali vyrieSif najjednoduchsie tak, ze v kazdom kroku odsi-
mulujeme par krokov algoritmu hrubou silou. Dali sa tiez navrhovat konkrétne postupy riesenia jednotlivych
Specialnych pripadov, no tie by si vyziadali este viac dokazovania.

Dalej nasleduje nase povodné vzorové riesenie, ktoré je mozno niro¢nejsie (alebo trikovejsie) na vymyslenie,
no jednoduchsie vidno, Ze je spravne.

Optimalna postupnost farbeni a nacrt lepsieho riesenia

Pozrime sa znovu na nejakt postupnost farieb, ktord je optimalnym rieSenim tejto tllohy. Kedze kazdé policko
tabulky je nejako zafarbené, tak musel byt zafarbeny bud kazdy stipec alebo kazdy riadok. Predpokladajme,
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preto, ze pocas procesu bol kazdy riadok aj kazdy stipec zafarbeny prave raz. Potom si vieme vSetky riadky a
stipce zoradit do jednej postupnosti, podla toho, v akom poradi boli ofarbené. V&imnime si, ze prvy stipec alebo
prvy riadok, ktory sme ofarbili, na vysledné ofarbenie tabulky vobec nevplyva, kedze vsetky riadky resp. stipce
boli neskor prefarbené. Preto ho v optimélnom rieSeni nezafarbime, kedZe aj tak ni¢ nemeni. Povedzme, Ze to
bol i-ty riadok. KedZe sme ho nezafarbili ani raz, tak podla neho vieme zistif, akymi farbami boli zafarbené
vietky stipce a podla tychto stipcov vieme zistit ako (resp. ¢i) boli zafarbené zvysné riadky. Riesenim tlohy
potom bude poéet stipcov + poéet riadkov, ktoré sme zafarbili.

Idealne rieSenie

Ked7ze vieme, 7Ze jeden z riadkov alebo stipcov nebol v optimalnom rieSeni zafarbeny, mozeme ich vietky
prejst a pre kazdy zistit, ¢i to mohol byt dany riadok/stipec. Najprv zistime, ¢i st farby riadkov a stipcov, ktoré
stt implikované tymto riadkom /stipcom, konzistenté s tabulkou vo vstupe. Ak ano, tak vieme, kolko zafarbeni
by sme museli pouzif. Ak je tento pocet mensi, ako pocet prefarbeni v doteraz najlpsom rieSeni (ktoré sme
dostali tak, 7e sme predpokladali, ze nezafarbeny bol iny riadok/stipec), tak sme nasli lepie riesenie, ktoré si
ulozime.

N4s program teda bude vyzerat nasledovne. Budeme mat funkciu, ktorej uréime jeden riadok, o ktorom
budeme predpokladat, ze nebol zafarbeny. Tato funkcia nam vrati pocet ofarbeni riadkov a stipcov potrebngch
na ofarbenie tabulky. Podla farieb v uréenom riadku uréime farby, ktorymi boli zafarbené jednotlivé stipce.
Potom prejdeme vsetky policka v tabulke, pricom ak dané policko nie je farby prislusného stlpca, priradime
jeho farbu k danému riadku. Ak mal tento riadok uz priradent nejaka farbu, ktora je odlisna od farby policka,
tak nebude existovat Ziadne rieSenie, pretoze kazdé poli¢ko moze mat farbu len od stipca alebo od riadka. V
takomto pripade mozeme vratit r + s, kedze optimalne riesenie je od r + s ostro mensie. Ak nendjdeme Ziaden
spor, zratame pocet riadkov, ktorym sme priradili farbu, pripo¢itame ho ku poétu stipcov a toto ¢islo vratime.

Tato funkciu spustime postupne na vSetkych riadkoch tabulky, pricom si uloZime minimum ¢o ndm vra-
tila. KedZe sme lenivi a nechce sa nam robif samostatnt funkciu pre stipce, tabulku nasledne transponujeme
(vymenime riadky za stipce a naopak) a zopakujeme to isté, ¢o sme spravili predtym.

Casova zlozitost takéhoto riesenia bude O((r+s)-7s) kedZe pre kazdy potencidlne nezafarbeny riadok/stipec
prechddzame celd tabulku. Jeho pamétova zlozitost bude O(rs), kedZze najviiCsie, ¢o si kedy pamitame, je
samotnd tabulka a t0 si potrebujeme pamitat cela.

Najde na$ algoritmus skutoéne spravne ofarbenie tabulky?

Tu by bolo na mieste poznamenat, Ze predpokladame, Ze rieSenie, ktoré sme nasli je naoza]j rieSenim, a
7e takymto poctom ofarbeni naozaj vieme ziskat tabulku zo vstupu. Overili sme to, ¢éi sme niektoré riadky
neofarbili dvoma farbami. Podobne aj pre stipce. No neoverili sme to, ¢i sa tabulka d4 naozaj Skontruovat, a &
by pri takejto konStrukcii nemohli vzniknat cykly. Pod cyklom myslime pripady, kedy by sme museli riadok
zafarbif skor ako stlpec j, lenze zéroven by sme museli stipec j zafarbif skor ako riadok i, vid. obrazok, kde sa
dané zafarbenie nedd skonstruovat:

Zlty stipec bol zafarbeny pred zelenym riadkom. Ten bol zafarbeny pred modrym stipcom. Modry stlpec
musel byt zafarbeny pred ¢ervenym riadkom, takze sme &erveny riadok museli zafarbif po zltom stlpci. No
vidime, ze zlty stIpec sme museli zafarbif po ervenom riadku, a obe tieto podmienky sa nedaju splnif naraz.

Jeden sposob, akym by sme tento problém mohli vyriesit, je detekcia cyklov. Mohli by sme si skonStruovat
orientovany bipartitny graf, v ktorom vedie hrana z riadku do stlpca vtedy, ked sme riadok ofarbili neskér
a hrana zo stlpca do riadku, ked sme ofarbili neskér stipec. Nasledne by nam stacilo overif, Ze sa v grafe
nevyskytuje cyklus.

Namiesto toho si ale moézeme dokézat, Ze za predpokladu, Ze vstupna tabulka je ofarbitelnd, sa takyto cyklus
nebude v Zziadnom néjdenom rieSeni vyskytovat. Rozoberme si dva pripady: prvy, ked st vSetky hrany tohoto
cyklu (Cize policka, ktoré lezia na prienikoch riadkov a stipcov cyklu) mimo uréeného nezafarbeného riadku; a
druhy, ked sa nejaka hrana (policko) nachddza v tomto riadku.
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V prvom pripade sa tento cyklus v tabulke nachddzal aj predtym, ako sme sa rozhodli, Ze nas riadok bude
vo vyslednom rieseni ten, ktory nebol ofarbeny. Toto sa ale nemohlo staf, kedZze zadanie Gilohy garantuje, Ze pre
tabulku na vstupe existuje nejaké riesenie.

Druhy pripad, kedy sa nas zvoleny riadok nachddza v cykle, sa rovnako nemoze stat. O tomto riadku
predpokladame, Ze sme ho nezafarbili, a teda nebol zafarbeny pred ani po ziadnom stipci (mohli by sme povedat,
7e bol zafarbeny pred vsetkymi stipcami, tym by sme ale vylucili akykolvek cyklus).

Pri rieseni tlohy by ste si mali byt isti, Ze va$ algoritmus produkuje spravne riesenia. V tejto tlohe ste teda
mali na vyber bud implementovat hladanie cyklov, alebo dokdzat, Ze aj rieSenie bez ich hladania bude vzdy
fungovat.

Listing programu (Python)

def zisti_pocet_ofarbeni (tabulka, nezafarbeny_riadok) :
r = len(tabulka)
s = len(tabulka[0]

farby_stlpcov
farby_riadkov

[tabulka[nezafarbeny_riadok] [j] for j in range(s)]
[-1 for i in range(r)]

for y in range (r):
for x in range(s):
if tabulkaly][x] != farby_stlpcov[x]:
if (farby_riadkov([y] != -1 and farby_riadkov[y] != tabulkaly][x]):
return r + s
farby_riadkov([y] = tabulkaly] [x]

pocet_ofarbeni = s
for y in range (r):
if farby_riadkov[y] != -1:
pocet_ofarbeni += 1

return pocet_ofarbeni

r, s = map(int, input () .split())
tabulka = []
for i in range(r):
tabulka.append(list (map (int, input () .split())))

odpoved = r + s - 1

for i in range(r):
odpoved = min (odpoved, zisti_pocet_ofarbeni (tabulka, 1))

tabulka = [xzip(*tabulka)] # sikovna implementacia transponovania tabulky
for i in range(s):
odpoved = min (odpoved, zisti_pocet_ofarbeni (tabulka, 1))

print (odpoved)

Andrej
5. Prestavba bytu (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zadanie tejto ulohy bolo pomerne priamocdiare. Mame zadant stvorcovi mriezku nejakych specidlnych roz-
merov a mame ju celit okrem jedného daného policka vykachlickovat vela kachlickami tvaru L.

Riesenie hrubou silou

Prvé rieSenie, ktoré mozeme vyskusat pokial nevieme s ni¢im lepSim prist, je rieSenie hrubou silou, teda
skusanie vSetkych moznosti. V tomto pripade ale nie je tplne jasné, ako takéto skusanie pekne a dobre imple-
mentovat. Ako teda v tomto pripade rozumne postupovat?

Zacneme tym, Ze asi najprirodzenejSou reprezentdciou podlahy kiupelne je klasické dvojrozmerné pole. To
chceme vyplnif &slami kachli¢iek a nasledne ho vypisat na vystup. Dalej vieme uz vopred povedaf, kolko
kachli¢iek pouzijeme: staci si vypocitat pocet policok, odratat jedno za odtok a vydelif tromi. Ostéva teda uz
len zistit, ako maju byt jednotlivé kachlicky otoc¢ené a rozmiestnené.

Chceli by sme teraz vymysliet nejaky systematicky postup skiiSania vSetkych moZnosti. Vezmime si nejaké
policko, ktoré este nie je pokryté kachlickou (a ani odtokom). Toto policko musime nejako pokryt. Kedze mame
iba maly (a hlavne koneény) pocet moZnosti, ako to spravit, moZeme postupne vyskisat vSetky. Presnejsie,
budeme postupovat nasledovne: vzdy si vyberieme nejaki moznost, ako toto policko pokryt, ti si zaznad¢ime do
pola a rekurzivne sa zavolame (“vysksaj vSetky moznosti ako dokondit toto aktudlne kachlickovanie”). Ak sa z
rekurzie vratime s tym, Ze Ziadne rieSenie sme nenasli, odstranime z pola zaznaceny sposob pokrytia aktualneho
policka a prejdeme na dalsiu moznost, ako ho pokryt.

NaSe konkrétne rieSenie bude prechddzat pole systematicky: zhora dole a v ramci riadku zlava doprava.
Zakazdym, ked najdeme prazdne policko, spravime preli vyssie popisany postup, pricom pri rekurzivnom volani
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si odovzdame stradnice, kde sme boli, aby sme vedeli, odkial dalej staci hladat nasledujiice volné policko. Jeden
mozny stav pocas behu tohto riesenia je znazorneny na nasledujicom obrazku:

4 4 5

4 5|5

Akymi moznymi spdsobmi ide vo vSeobecnosti takéto policko pokryt? Pri nasom systematickom postupe
méame zarucené, ze vSetky policka v skorsich riadkoch aj vSetky policka v aktudlnom riadku nalavo od prave
pokryvaného st uz pokryté. Staéi ndm teda vyskusSat nanajvys Styri moZnosti, a to tieto:

1 2 3 4

Na implementaciu tohto rieSenia nadm staci jedna funkcia, ktora ako parametre dostane suradnice prvého
policka (v nami zvolenom poradi), ktoré sme este neskontrolovali. Pri kazdom volani skontrolujeme jedno policko.
Ak uz je pokryté, alebo je to odtok, len sa zavolame na nasledujice. Ak nie, tak vysktSame vSetky $tyri moznosti,
ako ho pokryt, a pre kazdu, ktord naozaj pasuje, sa rekurzivne zavolame na nasledujtce policko. No a akonahle
sa dostaneme k tomu, Ze Uspesne skontrolujeme, Ze posledné policko v poslednom riadku je pokryté, mozeme
vyhlésit, Ze sme nasli rieSenie.

Tato funkcia tiez musi mat pristup k polu, do ktorého zostrojujeme popis kachli¢kovania. Toto sa da rie-
it rdéznymi spoésobmi, napriklad tak, Ze si referenciu na pole budeme odovzdavat ako dalsi parameter naSej
rekurzivnej funkcie. (Treba si dat pozor na to, aby sme nekopirovali celé pole pri kazdom rekurzivnom volani.)

Technika pre skiisanie vSetkych moznosti, ktorti sme si prave popisali, je zndAma pod menom backtracking.
Pamitova zlozitost tohto riesenia je zjavne O(n?), kedZe nam sta¢i pamitaf si iba aktudlne pokrytie mriezky,
ktoré sa prave pokusame doplnif. Casové zlozitost méze byt v najhorsom pripade radovo aZ 0(4("2/ 3)) kedze
pri prikladani kazdej kachlicky mame na vyber nanajvys 4 moznosti.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

vector<pair<int, int> > otocl = { {0, 0}, {1, 0}, {1, -1} };
vector<pair<int, int> > otoc2 = { {0, 0}, {1, 0}, {1, 1} };
vector<pair<int, int> > otoc3 = { {0, 0}, {O, 1}, {1, O} };
vector<pair<int, int> > otoc4 = { {0, 0}, {O, 1}, {1, 1} };
vector<vector<pair<int, int> > > otocenia = {otocl, otoc2, otoc3, otocd};

SIS LSS LSS S

bool hotovo = false;
int n;
vector<vector<int> > kupel;

N NN N A d

bool preoznac(int i, int j, int k, int oznacenie)
// preoznaci L-ko typu k na policku (i, 3j)
// oznacujem vyjadruje ci oznacujem alebo premazavam policka
{
bool oznacujem = true;
if (kupel[i][j] !'= 0) oznacujem = false;

for (int a=0;a<3;++a)
// skontrolujeme, ci vieme preoznacit vsetky 3 policka
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int di, dj;

di = i + otocenialk][a].first;

dj = j + otocenialk] [a].second;

if(di < 0 || dj <0 || di >=n || dj >= n) return false;

if (oznacujem && kupel[di] [dj] != 0) return false;

else if(!oznacujem && kupel[di] [dj] != oznacenie) return false;

}

for (int a=0;a<3;++a)
{
int di, dj;
di = i + otocenialk][a].first;

dj j + otocenialk][a].second;
if (oznacujem) kupel[di] [d]j] = oznacenie;
else kupel[di] [dj] = O0;

}

return true;

}

bool f(int i, int j, int ozn)
{

if (hotovo) return true;

if(j == n)
// pokazila sa nam indexacia v riadku, presuvame sa na dalsi alebo koncime
{
if(i == n-1)
{
hotovo = true;
return true;

}
else return f(i+1, 0, ozn);

}

if (kupel[i] [j] !'= 0)
// uz je zaplnene, posuvame sa
{

return f (i, j+1, ozn);

}
for (int k=0;k<4;++k) if(!hotovo)
{
if( !preoznac(i, Jj, k, ozn) ) continue;

if( £(i, j+1, ozn+l) ) return true;

preoznac (i, j, k, ozn);

}

return false;

int main ()

int a, b;
cin >> n >> a >> b;

kupel.resize (n, vector<int>(n, 0));
kupell[a-1] [b-1] = -1;

£(0, 0, 1);

for (int i=0;i<n;++1)

: for(int 3=0; j<n; ++73)

if(j !'= 0) cout << ”.";

if (kupel([i][j] == -1) cout << ’'X’;
else cout << kupel[i][]];

}

cout << ”\n”;

}

return 0;

Niektoré implementacie tohto rieSenia vSak funguji v skutocnosti prekvapivo dobre. RieSenie totiz nielen
7e vzdy existuje, je ich dokonca tak vela, Ze sa Gasto stane, Ze uZ prva moznost priloZenia kachlicky, ktort
vysktSame, vedie k rieSeniu — a tak skuto¢né skuiSanie moznosti budeme robit az pri okrajoch, kde uz niektoré
umiestnenia kachli¢iek budi robif problémy.

Vzorové rieSenie

Ako by sme mohli za¢at hladat nejaké rieSenie, ktoré bude zarucene efektivne? Dobrym zacdiatkom je skisit
rucne vyrieSit nejaké mriezky mensich rozmerov a ziskat tak trochu obraz o tom, ako rieSenia vyzerajd a pre
ktoré kombinacie (velkost mriezky, poloha odtoku) rieSenie neexistuje.
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Ak sa pozrieme na mriezky velkosti 2 x 2 ¢i 4 x 4, zistime, Ze nech je odtok kdekolvek vzdy ndjdeme nejaké
rieSenie. To by ndm mohlo napovedat, Ze by to mohlo ist aj pre tplne vSetky vicSie mriezky — len budeme
musief nas§ postup nejak zovseobecnit.

Skisme sa pozriet napriklad na to, ako vieme vykachli¢kovat mriezku velkosti 4 x4 s odtokom v favom hornom
rohu. Lahko zistime, Ze vieme dolozit jednu kachli¢ku tak, aby sme doplnili cely lavy horny $tvorec velkosti 2 x 2.
Ako teraz pokryt ostatné tri Stvorce rozmerov 2 x 27 Kazdy z nich by sme vedeli pokryt samostatne, ak by
obsahoval odtok. Inymi slovami, kazdy z nich vieme pokryt cely okrem jedného jeho policka. A uz sme skoro
vyhrali. Vsimnite si kachlicku, ktora je na nasledujicom obrazku zelenou farbou. Jej priloZzenim sme pokryli
prave jedno policko v kazdom Stvorci 2 x 2, ktory neobsahoval odtok. A teda nam ostali Styri Stvorce 2 x 2, z
ktorych kazdy ma prave jedno pokryté a tri nepokryté policka.

X

Teraz uvazujme mriezku 4 x 4, ktord mé odtok niekde inde. Zjavne aj ti vieme celt pokryt, a to presne
rovnakym postupom. Jediny rozdiel bude v tom, ze bude inak otocena kachlicka v tom Stvorci 2 x 2, ktory
obsahuje odtok.

Ako je to s viésimi mriezkami? Mriezku 8 x 8 si mozeme rozdelit na Styri mriezky rozmerov 4 x 4. Je jasné,
ze iba v jednom z tychto blokov je prave jedno policko zabrané odtokom. Vhodnym uloZenim jednej “zelenej”
kachlicky ku stredu mriezky teraz vieme zabraf po jednom policku aj v kazdom zo zvysnych troch blokov. No
a kazdy z tychto blokov vieme vyriesif vySsie popisanym spdsobom.

No a tento postup uz lahko zovseobecnime: lubovolnt mriezku velkosti 2% x 2% vieme rozdelit na Styri mriezky
velkosti 2871 x 2=1 a nasledne vieme vhodne prilozit jednu kachli¢ku tak, aby kazda mriezka mensich rozmerov
mala jedno policko, ktoré uz netreba pokryt. Potom sa na kazdui z mensich mriezok rekurzivne zavolame, ¢ize
pre kazdu z nich znova zopakujeme tato isti tvahu.

Vhodnou implementéciou tohto rieSenia je jedna rekurzivna funkcia, ktora si bude pamétat, aki éast mriezky
vypliia a kde v nej sa nachadza “odtok”, teda to jedno politko, ktoré je uz pokryté. Pamiifova zlozitost tohto
riesenia je O(n?), kedze si pamiitame iba mriezku, do ktorej zaroveii hned dopliiame kachlicky.

Casova zlozitost je tiez O(n?), ¢ize priamo imern4 velkosti mriezky. Prec¢o? Pri kazdom zavolani nasej funkcie
totiZ spravime kongtantne vela vipoctov a prilozime jednu kachli¢ku. No a ked%e kachli¢iek je (n? —1)/3, tolko
bude aj volani nasej funkcie.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

// mame 4 rozne natocenia kachlicky
// X1 2X 33 44

// 11 22 X3 4X

const vector<int> dx
const vector<int> dy

{0, 0, -1, -1};
{0, -1, 0, -1};

vector<pair<int, int> > d2 = { {0, 0}, {-1, 0}, {0, 1} };
vector<pair<int, int> > d4 = { {0, 0}, {0, 1}, {1, O} };
vector<pair<int, int> > d3 = { {0, 0}, {1, O}, {0, -1} };
vector<pair<int, int> > d1 = { {0, 0}, {0, -1}, (-1, O} };
vector<vector<pair<int, int> > > delta = {dl, d2, d3, d4};

int kvadrant (const int i, const int j, const int pol_size, const int a, const int b)
// v ktorom kvadrante sa (a;b) nachadza :

// 1 2

// 3 4

{

int counter = 1;

for (int k=0;k<2; ++k)
for (int 1=0;1<2;++1)
{
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+ k*pol_size;

int roh_i = 1
= j + lxpol_size;

int roh_j
if(a >= roh_i && a < roh_i + pol_size && b >= roh_j && b < roh_j + pol_size) return counter;

++counter;

}

return -1;

}
int ozn = 1;

void zapis (vector<vector<int> >& vypln, const int i, const int j, int typ)

// vypln kachlicku so stredom v 1;j otocenia typ

{
for (int k=0;k<3; ++k) vypln[i+delta[typ-1][k].first] [j+deltaltyp-1][k].second] = ozn;
++ozn;

}

void f (vector<vector<int> >& vypln, const int a, const int b, const int i, const int j, const int size)
// rekurzivna funkcia vlozi do 3 spravnych kvadrantov jednu kachlicku

{

if(size == 1) return;

int size_new = (size)/2;
int kde = kvadrant (i, j, size_new, a, b);
zapis (vypln, i+size_new+dx[kde-1], j+size_new+dylkde-1], kde);
int counter = 1;
for (int k=0;k<2;++k)
for (int 1=0;1<2;++1, ++counter)
{
if (kde == counter)
{
f(vypln, a, b, itkxsize_new, jtlxsize_new, size_new);
continue;

}

f(vypln, i+size_new-1+kx1l, Jj+size_new-1+1x1, i+k*size_new, j+lxsize_new, size_new);
return;

int main ()
int n, a, b;
cin >> n >> a >> b;
--a, —-bj

vector<vector<int> > vypln(n, vector<int>(n, 0));
vypln[al [b] = -1;

f(vypln, a, b, 0, 0, n);
for (int i=0;i<n;++1)
{
for (int j=0; j<n;++3)
{

if(j !'= 0) cout << ”.";

if (vypln[i] [J] == -1) cout << ’X’;
else cout << vypln[i][J];

}

cout << ”\n”;

}

return 0;

Peto R
6. Optimalizacia pisania na klavesnici (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Pred tym nez sa pustime do vzoraku si ujasnime niekolko pojmov:

e Retazec (angl. string) je postupnost znakov. Mdze to byt slovo, jeho cast ale aj celd veta.

e Prefix je zadiatocény tsek retazca. Formélnejsie, refazec a nazveme prefixom refazca b, ak za a vieme
dopisat niekolko (mozno aj nula) znakov tak, aby sme dostali retazec b. Napriklad refazec auto méa pét
prefixov — " (prdzdny refazec), a, au, aut a auto.

Pri pisani zadaného slova nas zaujima iba to, ¢o mame aktualne napisané. Tento retazec reprezentuje nejaky
stav, v ktorom sa nachddzame. Stlacenim klavesy sa nas refazec zmeni a my sa presunieme do iného stavu.
Napriklad ak st v slovniku slovd autobus a autostrada, tak ak sa nachddzame v stave au, mézeme sa jednym
stladenim presunit do nasledovnych stavov:
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e aut, tym, Ze stla¢ime t (za t si mozeme dosadit lubovoIné pismeno, stlac¢enim 1 by sme sa dostali do stavu
aul a podobne)

e autobus, tym ze stlacime TAB, automaticky sa nam doplni lexikograficky najmensie slovo zo slovnika,
ktoré zacina na au

e a, tym ze stlacime Backspace zmazeme posledny znak

V okamihu ako ndm v tlohe vystupuju stavy, medzi ktorymi sa presivame, mozeme sa na ne pozriet ako
na graf. Stavy reprezentuji jednotlivé vrcholy a presun zo stavu do stavu orientovani hranu. To zasadne zmeni
aj ulohu, ktort riesime. V pévodnom zadani sme chceli vediet, ako ¢o najrychlejsie dostat z prazdneho refazca
refazec vysledny. Prazdnemu aj vyslednému refazcu vsak teraz zodpovedaju nejaké vrcholy a nés zaujima
najkratsia cesta medzi nimi.

Na obrizku mozeme vidiet, ako by vyzerala ¢ast grafu so slovom auto. Skutoény graf je totiz nekonecny a
obsahuje vsetky moZné refazce. VSimnite si, Ze ¢ierne Sipky st obojsmerné. To zna¢i moZnost dopisania pismena
na koniec a jeho vymazania stlacenim Backspace. Tiez si vSimnite zelené Sipky, ktoré predstavujua stlacanie
klavesy TAB.

Povedali sme si, Ze pisanie slova je ekvivalentné hladaniu najkrat$ej cesty medzi zadanymi vrcholmi. Takze
mozeme vyuzit dobre znamy algoritmus prehladdvania do sirky (BFS). Problémom ale je, Ze nas graf je neko-
ne¢ny, kedZe na kl4vesnici vieme napisat ¢okolvek. Poktisme sa teda zmensit podet stavov, ktorymi sa musime
zaoberat.

Klicovym pozorovanim je, Ze si nepotrebujeme pamitat stavy, ktoré nie sit prefixom ziadného slova v
slovniku.

Preco je tomu tak? Keby sme na pisanie mohli pouzivat iba pismena, tloha by bola jednoduchd, lebo cestu
by sme si nevedeli nijak skracovat a museli by sme proste napisat zadané slovo pismeno po pismene. Nam vsak
pribudli aj klavesy TAB a Backspace. A klévesa TAB dopliia slova zo slovniku, ktoré maji rovnaky prefix ako
retazec, ktory sme doposial napisali. Ak sme teda v stave, ktory nie je prefixom ziadneho slova v slovniku,
klavesa TAB ni¢ nerobi.

Klavesa Backspace mé tiez len obmedzené vyuzitie. Uvedomme si, Ze v optimélnom rieSsenim nikdy nepou-
Zijeme Backspace tesne po tom, ¢o napiSeme nejaké pismeno. Keby sme to totiz spravili, refazec by sa vlastne
nezmenil a my by sme tieto dve stla¢enia mohli radsej vynechat. Backspace teda moZeme stlacit iba po nejakom
TAB alebo Backspace. To znamena, ze vymazavanie znakov vyuzijeme iba v pripade, Ze stla¢ime TAB, doplnené
slovo vSak bude pridlhé a niekolko poslednych znakov budeme chcief vymazat. Pri tom vSetkom sme sa vSak
neustale pohybovali po retazcoch, ktoré su prefixami slov v slovniku.

Z vy$sie uvedenych pozorovani tiez vyplyva, Ze v okamihu ako sa rozhodneme opustit prefixy slov v slovniku,
tak klavesy TAB a Backspace uZ nemd zmysel pouzit a ndm ostava zvysny text dopisat pismeno po pismene.

Ked si teda predstavime ako funguje nase rieSenie, ak chceme napisat slovo s, tak najskor sa budeme
pohybovat po prefixoch slova s, ktoré st zaroven prefixami niektorych slov v slovniku a ked tieto prefixy
opustime, zvySok slova s jednoducho dopiseme.

Na obrazku vidime, ako vyzerad graf vSetkych prefixov slov zo slovnika auto, autobus a autostrada.
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Skuseny riesitel si isto v§imne, Ze graf ktory ndm ostane pripomina pismenkovy strom (po anglicky aj trie).
Pismenkovy strom je datova strukttra, v ktorej si pamédtame informécie o slovach v slovniku a ich prefixoch.
Kazdy vrchol reprezentuje konkrétny prefix slova v nej — presne ako v grafe ktory vytvarame. Z kazdého
vrcholu vedie najviac 26 hran do synov — vrcholov, ktoré reprezentuja stavy do ktorych sa dostaneme pridanim
jedného pismenka na koniec retazca. My si v8ak do tohto pismenkového stromu eSte musime pridat hrany, ktoré
reprezentuju stlacanie klaves TAB a Backspace.

Pismenkovy strom sa tradi¢ne konstruuje tak, ze zac¢iname s prazdnym stromom, do ktorého postupne
pridavame slové. Slovo priddvame po pismenach za¢ntic v koreni. Postupne sa snazime postvat po hranéch, ktoré
reprezentuju jednotlivé pismend slova. V okamihu, ked sa chceme posuntf po hrane, ktord este z aktuélneho
vrcholu nevedie, vytvorime novy vrchol a do neho vedicu hranu. Pri vytvarani vrcholu mozeme velmi jednoducho
spravit hranu aj pre Backspace — stadi si zapamétat otca vrcholu.

Hrany pre autocomplete st najzlozitejsie, vieme ich vSak vygenerovat rekurzivne. Ak vrchol reprezentuje
slovo v slovniku tak jeho autocomplete vedie do neho samého. Ak nie, tak pre kazdého syna najprv rekurzivne
zistime jeho autocomplete a potom vyberieme autocomplete zo syna, do ktorého vedie hrana s lexikograficky
najmensim pismenom v abecede.

Po skompletizovani grafu na tiom spustime prehladavanie do $irky, ktoré nam pre kazdy vrchol vypocita,
ako najrychlejsie sa do neho vieme dostat zo zadiatku, ktory reprezentuje prazdny retazec, a tieto hodnoty si
zapamétame.

Ostéva nam uz len odpovedat na otézku, ako najrychlejSie vieme napisat slovo s. Na to ndjdeme najdlhsi
prefix tohto slova, ktory sa nachadza aj v naSom pismenkovom strome. Z predpocitanej informécie vieme, ako
najrychlejsie napisat tento prefix a kedZe je to prefix najdlhsi, zvySok uz aj tak musime napisat pismeno po
pismene.

Casova, zlozitost konstruovania je linearna od sac¢tu dlzok slov v slovniku. BFS tiez spravime v lineArnom ¢ase
od poétu vrcholov v strome. A najst najdlhsi prefix tiez zvladneme v Gase linearnom od dlzky hladaného slova.
Celkova ¢asova zlozitost je teda linearna od dlzky vstupu. Pamitova zlozitost je linedrna od poctu vrcholov v
pismenkovom strome. Naviac, tato zlozitost je urcite optimélna, kedze rovnako vela ¢asu ndm zaberie nacditanie
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celého vstupu.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>
#include<vector>
#include<string>
#include<queue>
#include<cstring> //strlens
#include<algorithm> // min
#include<utility> //pair
#include<iostream> //cin
#include<cassert> //assert
using namespace std;
int charTolInt (char c) //zmeni znak na cislo
{
return c-'a’;
}
struct pismenkac
{
vector<pismenkac x> V;
int vzdOdKorena = -1;
pismenkac *TAB, =xrodic;

//konstruktor —> skonstruuj novy vrchol, a pridaj do neho slovo c
pismenkac (const char * c, pismenkac * _rodic)
{

V.resize (26,nullptr);

TAB = nullptr;

rodic = _rodic;

if (xc == ’\0’) {TAB=this; return;}
V[charToInt (xc)]=new pismenkac(c+1l, this);
}

pismenkac ()

V.resize (26,nullptr);
TAB = nullptr;
rodic = nullptr;

}

//pridaj slovo
void pridajSlovo (const char xc)

{

if (xc == '\OW
{
//ak sa v tomto vrchole konci slovo
TAB=this;
}
else if (V[charToInt (xc)]) // treba pridat zvysok slova

VicharToInt (xc)]->pridajSlovo(c+1);
else //treba vytvorit vrchol do ktoreho pridame zvysok slova
V[charToInt (xc)] = new pismenkac(c+l, this);

}

void doplnTABlinky ()
{
for (auto &x: V)
if (x)
x->doplnTABlinky () ;
if (! TAB)
for (auto &x: V)
{
if (x)
{
TAB = x—->TAB;
return;

}

//zisti ako daleko je slovo od korena, ¢ je zostavajuci suffix - este nespracovane pismena zo stromu

int najdiSlovo (const char xc) {
if (xc=="\0") //ak sme nasli slovo
return vzdOdKorena;

if (V[charTolInt (xc)] == nullptr) //ak zvysok slova nie je v grafe

return strlen(c)+vzdOdKorena; //scitame vzdialenost tohto vrchola od korenu a dlzku zvysku slova
return V[charTolInt («c)]->najdiSlovo(c+l); //pokracuj v hladani hladaneho slova/prefixu u syna

Vi

//vyrataj BFS
void BFS (pismenkac x begin)
{

queue<pismenkac *> Q;

Q.push (begin); //v Q budu iba vrcholy ktore este neboli spracovane a budu spracovane v najblizsej iteracii

begin->vzdOdKorena = 0;
while (Q.size())
{

pismenkac * kde = Q.front(); // vrchol

int vzd = kde->vzdOdKorena;

Q.pop ();

if (kde->TAB->vzdOdKorena == —-1) //chod po hrane TAB linky

{
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kde->TAB->vzdOdKorena = vzd+l;
Q.push (kde—->TAB) ;

if (kde->rodic && kde->rodic->vzdOdKorena == -1) //chod po hrane Backspace k rodicovi
{
kde->rodic->vzdOdKorena = vzd+l;
Q.push (kde->rodic) ;
}
for (auto &p : kde->V) //chod po hrane pismenka
{

if (p && p->vzdOdKorena == -1)
{

p—>vzdOdKorena = vzd+l;
Q.push (p) ;

}
}

int main ()
{
string slovo;
pismenkac p;
int n, g;
cin>>n>>q;
while (n—-)
{
cin>>slovo;
p.pridajSlovo(slovo.c_str());
}
p.doplnTABlinky () ;

BFS (&p) ;
while (g—-)
{
cin>>slovo;
cout<<p.najdiSlovo (slovo.c_str())<<endl;
}
}
Migof
7. Daj het (max. 4 b za popis, 16 b za program)

Inspiraciou pre tato tlohu bola logicka hra Rullo. Zadania, ktoré dostali vase programy, len boli o Cosi vicsie,
ako tie, ktoré riesia Iudia.

RieSenie hrubou silou

Ako dat z mriezky pre¢ tie spravne ¢isla? Zamyslime sa nad nieéim Sikovnym, ni¢ nevymyslime, a tak sa
rozhodneme vyskusat hruba silu.

Aj pri hrubej sile je ale vela moznosti. VSetkych moznosti, ako z tabulky rozmerov n x n niektoré cisla
vyhodit a niektoré nechat je az 2", a to uz od n = 6 zac¢ina byt nezvladnutelne vela moznosti.

Omnoho lepsie st rieSenia zaloZené na tzv. backtrackingu (prehladdvani s ndvratom). Pri takychto rieSeniach
sa rozhodujeme postupne, policko po poli¢ku. Vyhodou je, Ze po kazdom rozhodnuti mézeme spravit rozne
kontroly a ak zistime, Ze uZz urcite nevieme vyrobit Ziadne platné rieSenie, mdZeme sa z aktualnej “vetvy”
prehladévania rovno vratit a tak usetrit vela dalSieho skiSania moznosti.

Pri nasej tlohe si napriklad pre kazdy riadok aj stipec mozeme zvlast pamitaf sacet ¢isel, ktoré sme sa v
nom uz rozhodli nechat, a zvlast sacet ¢isel, o ktorych sme sa eSte nerozhodli. Potom vzdy, ked spravime nejaké
rozhodnutie o dalsom policku, upravime si tieto stéty pre jeho riadok a stipec, a nasledne pomocou nich zistime,
¢i eSte zelané sucty pre ne lezia v zostrojitelnom rozsahu.

Dalsie zefektivnenie takéhoto typu rieseni méze spoéivat v sikovnejsej volbe poradia, v ktorom sa o jednot-
livych polickach rozhodujeme. V principe plati, Ze ¢im skér o nejakej vetve zistime, Ze k rieSeniu nevedie, tym
viac Casu usetrime.

Kombinacia hrubej sily a dedukcie

Keby tuto tlohu riesil ¢lovek, éasto by pouzival dedukciu: “Toto ¢islo nemoézem pouzit, lebo by mi nesedela
posledna cifra, tamto zas pouzit musim, lebo by inak bol stcet primaly, a hento tiez, lebo by mi v stlpci nesedela
parita.” A vzdy, ked nam z takejto dedukcie nieco vypadne, tak ndm to moze pomoct. Ak napriklad z pohladu
na riadok zistime, 7e nejaké jeho policko treba odstranit, mozeme sa potom pozrietf na stlpec a v fiom zrazu
mame tiez o policko menej.

Nagou druhou cestou k rieseniu bude snaha spravit program, ktory bude vediet robit takéto dedukcie. Vopred
sice nevieme, ¢i nam pomozu, ale za pokus to stoji — ak sa ukaze, ze &no, mame lepsie rieSenie, ak sa ukaze, ze
nie, asponl sme sa naucili nieo nové o vlastnostiach tejto tlohy.

Hja, ale ako naudif program robif takéto dedukcie? K plnohodnotnej AI mame daleko a implementacia
nejakych jednoduchych pravidiel ndm asi ziadne ohromujice vysledky neda.
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Existuje ale pekny systematicky sposob, ktory mézeme pouzit a ktory zahrnie vSetky moZné veci, ktoré sa
daji vydedukovaf len z toho jedného riadku ¢ stipca. Trik je jednoduchy: Pozrieme sa na vetkych 2" moznosti,
o spravit s dotyénym riadkom (respektive menej, ak uz sme o niektorych jeho polickach rozhodnuti). Spomedzi
vSetkych moznosti si vyberieme vSetky tie, ktoré vyrobia spravny sucet. No a teraz sa pozrieme na to, na ktorych
poli¢kach sa vSetky tieto moznosti zhoduju. Takto sa dozvieme aj to, ktoré policka urcite musime nechat, aj to,

ktoré uréite zahodit.

(Elegantna implementécia je pomocou bitovych vzoriek. Na éisla od 0 po 2" — 1 sa modzeme divat ako na
vSetky mozné n-tice bitov, teda ako na vSetky mozné postupnosti hovoriace, ktoré policka zahodit a ktoré zobrat.
Ked si potom zoberieme vSetky éisla, ktoré zodpovedali platnym rieSeniam pre doty¢ny riadok, z ich bitového
ANDu vidime, kde mali vetky 1, a z ich bitového ORu zase to, kde mali vSetky 0.)

Vyssie popisanti ivahu vieme postupne opakovaf pre vsetky riadky a stipce, az kym bud celt tabulku
nevyriesime, alebo sa nedostaneme do situdcie, kedy uz v ziadnom riadku ani stipci nevieme ni¢ nové odvodit.
No a ¢o spravime v tomto druhom pripade? Pouzijeme predchadzajtice rieSenie — teda vyberieme si nejaké
nerozhodnuté poli¢ko a postupne rekurzivne vyskisame obe moznosti pren.

Pri implementécii si potom eSte treba dat pozor na to, ze vzdy, ked sa ideme z rekurzie vratit, treba zabudnut
nie len na stav policka, o ktorom sme sa priamo rozhodli, ale tiez na stav vSetkjch policok, o ktorych sme po
tom rozhodnuti vyssie popisanou dedukciou zistili, Ze zrazu uz si jednoznacne urcéené.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int N;

vector< vector<int> > original_table;

vector<int> desired_row_sums,

vector< vector<int> > state;
vector< vector<int> > change_depth;

desired_col_sums;

// o kazdom policku:
// pomocne pole kde si pamatame,

-1 este neviem,

0 zahodit, 1 nechat
na ktorej urovni rekurzie sme zmenili stav pre toto policko

int min_row_sum(int r) { int answer=0; for (int c=0; c<N; ++c) if (state[r][c]==1) answer += original_table[r][c]; return answer;
int max_row_sum(int r) { int answer=0; for (int c=0; c<N; ++c) if (state[r][c]!=0) answer += original_table[r][c]; return answer;
int min_col_sum(int c) { int answer=0; for (int r=0; r<N; ++r) if (state[r][c]==1) answer += original_table[r][c]; return answer;
int max_col_sum(int c) { int answer=0; for (int r=0; r<N; ++r) if (state[r][c]!=0) answer += original_table[r][c]; return answer;
bool is_solved() {

for (int r=0; r<N; ++r) for (int c=0; c<N; ++c) if (state[r][c] == -1) return false;

for (int r=0; r<N; ++r) if (min_row_sum(r) != desired_row_sums[r]) return false;

for (int c=0; c<N; ++c) if (min_col_sum(c) != desired_col_sums[c]) return false;

return true;

}

void deduce_row (int r,
vector<int> indices;
for (int c=0; c<N; ++c) if
vector<int> good_subsets;
int S = indices.size();
for (int subset=0;

for (int s=0; s<S; ++s) state[r][ indices[s] ] = (subset >> s3)
if (min_row_sum(r) == desired_row_sums[r])
}
for (int s=0; s<S; ++s) state[r][ indices[s] ] = -1;
if (good_subsets.empty()) { was_contradiction = true; return; }
int bitwise_and = (1<<S) - 1;
for (int subset good_subsets) bitwise_and &= subset;
for (int s=0; s<S; ++s) if (bitwise_and & 1<<s) {
state[r] [ indices[s] ] = 1;
change_depth[r] [ indices[s] ] = depth;
was_change = true;
}
int bitwise_or = 0;
for (int subset good_subsets) bitwise_or |: subset;
for (int s=0; s<S; ++s) if (! (bitwise_or & 1<<s)) {
state([r] [ indices[s] ] = 0;
change_depth[r] [ indices[s] ] = depth;

was_change = true;

}

void deduce_col (int c,
vector<int> indices;
for (int r=0; r<N; ++r) if
vector<int> good_subsets;

int S = indices.size();

for (int subset=0; subset<(1<<S); ++subset) {
for (int s=0; s<S; ++s) state[ indices[s] ][c] = (subset >> s)
if (min_col_sum(c) == desired_col_sums|[c])

}

for (int s=0; s<S; ++s) state[ indices[s] ][c] = -1;

if (good_subsets.empty()) { was_contradiction = true; return; }

int bitwise_and = (1<<S) - 1;

for (int subset good_subsets) bitwise_and &= subset;

for (int s=0; s<S; ++s) if (bitwise_and & 1<<s) {

int depth, bool &was_change,

(state[r] [c]

subset< (1<<S);

int depth, bool &was_change,

(state[r] [c] == -1)

== -1)

++subset) {

bool &was_contradiction) {

indices.push_back (c);

& 1;

good_subsets.push_back (subset) ;

bool &was_contradiction) {

indices.push_back (r);

& 1;

good_subsets.push_back (subset) ;
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state[ indices[s] ][c] = 1;
change_depth[ indices[s] ]I[c] = depth;
was_change = true;

int bitwise_or = 0;

for (int subset : good_subsets) bitwise_or |= subset;

for (int s=0; s<S; ++s) if (! (bitwise_or & 1<<s)) {
state[ indices([s] ][c] = 0;
change_depth[ indices[s] ][c] = depth;
was_change = true;

}
void print () {

for (int pr=0; pr<N; ++pr) {
for (int pc=0; pc<N; ++pc) {

if (state[pr]pc] == 1) cout << original_table[pr][pc];

if (state[pr][pc] == 0) cout << 0;

if (state[pr][pc] == -1) cout << original_table[pr] [pc] << "?2";
cout << (pc==N-1 2 ”\n” : "_");

}

bool go (int depth) {
// zisti, ci nahodou nie je zjavne, ze aktualna vetva nevedie k rieseniu
for (int r=0; r<N; ++r) if (min_row_sum(r) > desired_row_sums ) return false;
for (int r=0; r<N; ++r) if (max_row_sum(r) < desired_row_sums ) return false;
for (int c=0; c<N; ++c) if (min_col_sum(c) > desired_col_sums ) return false;
for (int c=0; c<N; ++c) if (max_col_sum(c) < desired_col_sums ) return false;
// dokola prechadzaj riadky a stlpce a rob pre ne dedukcie
while (true) {
bool was_change = false, was_contradiction = false;
for (int r=0; r<N; ++r) deduce_row(r,depth,was_change,was_contradiction);
for (int c=0; c<N; ++c) deduce_col (c,depth,was_change,was_contradiction);
if (was_contradiction) {
for (int r=0; r<N; ++r) for (int c=0; c<N; ++c) if (change_depth[r][c] == depth) statelr][c] = -1;
return false;

( [r]
( [r]
( [c]
( lcl]

r
r
C
C

if (!was_change) break;
}
// ak uz si vsetko vyriesil, vypis riesenie, inak rekurzivne skusaj dalsie policko
if (is_solved()) {

print () ;

return true;
}
int nr=0, nc=0;
while (state[nr][nc] != -1) { ++nc; if (nc==N) { nc=0; ++nr; } if (nr==N) break; }
change_depth[nr] [nc] = depth;
state[nr] [nc] 1;
if (go(depth+1
state[nr] [nc] 0;
if (go(depth+l)) return true;
for (int r=0; r<N; ++r) for (int c=0; c<N; ++c) if (change_depth[r][c] == depth) statelr][c] = -1;
return false;

)) return true;
)

int main() {
int T; cin >> T;
while (T--) {

cin >> N;
desired_row_sums.clear (); desired_row_sums.resize (N);
desired_col_sums.clear(); desired_col_sums.resize (N);

original_table.clear(); original_table.resize (N, vector<int>(N));
state.clear(); state.resize (N, vector<int>(N,-1));
change_depth.clear(); change_depth.resize (N, vector<int>(N,-1));

for (int n=0; n<N; ++4+n) cin >> desired_row_sums[n];

for (int n=0; n<N; ++n) cin >> desired_col_sums[n];

for (int r=0; r<N; ++r) for (int c=0; c<N; ++c) cin >> original_table[r][c];
go (0) ;

Necham oboje na niekoho iného

“Robenie dedukcii” a “sktsanie moznosti” st natolko bezné sucasti rieSenia problémov, Ze uz zrejme niekto
prisiel na to, ako spravit $pecializované néstroje, ktoré su fakt dobré v jednom aj druhom.

Jednym zo zdkladnych typov takychto nastrojov su tzv. SAT solvery. Ich pouzitie funguje nasledovne: Zo-
berieme problém, ktory chceme vyriesit, zakédujeme jeho “pravidld” do jedného velkého logického vyrazu, a
potom poprosime SAT solver, aby ndm nasiel, pre aké ohodnotenie premennych je cely tento vyraz splneny. Ak
to neddva zmysel, nebojte sa, o chvilu zac¢ne.

Ako mézeme nasu ulohu zapisat ako logicky vyraz? Ked mame tabulku n x n, za¢neme tym, Ze budeme mat
n? boolovskych premenngch: pre kazdé policko jednu premennt, ktord nam hovori, & je sicastou riesenia.

Logicky vyraz, ktory sme pred chvilou spominali, bude velkou konjunkciou (t.j. logickym ANDom) vela
podmienok, ktoré musia tieto premenné spliiaf, aby sme dokopy dostali platné riesenie. Presnejsie, vstup pre
bezny SAT solver musi byt v $pecifickom tvare, tzv. konjuktivnej normélnej forme. To znamené, ze musi byt
vy$Sie popisaného tvaru a navySe mozeme pouzivat len velmi jednoduché podmienky. Kazdd podmienka musi
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byt tvaru “spomedzi tychto premennych a tychto ich negécii musi byt aspon jedna pravdiva”. Teda napriklad
modzeme mat v nasej ilohe podmienku tvaru “zober policko (3,2) alebo zober policko (3,7) alebo zahod policko
(3,1).

Logicky vyraz, ktory zostrojime, bude ANDom 2n sid podmienok: jedna sada pre kazdy riadok aj stipec.
Kazd4 sada podmienok bude hovorif “tdto sada premennych musi byt takd, aby sedel sti¢et tohto riadku /
stipca”. Ako toto dosiahnuf? Jednoducho tak, Ze si hrubou silou vygenerujeme vietky zlé kombinacie premen-
nych a kazdd z nich jednou podmienkou zakdzeme. (Ak nechceme, aby nastala situdcia “zahod (3,2) a zahod
(3,7) a zober (3,1)”, priddme podmienku, ktora je jej negiciou — ¢ize podmienku, ktort sme uviedli ako priklad
v minulom odseku.) Pre kazdy riadok a stipec takto vygenerujeme najviac 2" zljch kombinécii, kazdt s najviac
n premennymi a celkovo teda bude maft logicky vyraz dizku O(n? - 2"). Logicky vyraz — vstup pre SAT solver
— musime, samozrejme, skonstruovat pomocou vlastnoru¢ne napisaného programu.

Viac o tejto téme sa dozviete v zadani a rieSen{ starSej tlohy KSP: tloha “Ono to riesi samo!” (31. ro¢nik
KSP, tloha 5 v prvom kole zimnej ¢asti).

Za zaver

RiesSenie uz sice skoncilo, my si ale povieme eSte nieCo navySe. Preco sme sa uspokojili len s rieSeniami
pouzivajtcimi hrubt silu a nehladali sme napriklad lepsie rieSenie, ktoré by tilohu vzdy vyriesilo v ¢ase O(n?)?
Preto, ze vieme dokdzat, ze tato tloha je tazka.

Jednou zo zndmych algoritmickych tloh, o ktorych sa vie, ze st tazké (natolko, Ze sa vSeobecne veri, Ze
nemaju ziadne polynomidlne rieSenie) je tiloha SubsetSum: “Tu m&$ sadu prirodzenych &isel ag,...,a,-1 a
cielovi hodnotu s, existuje nejakd podmnozina danych ¢&isel, ktord ma studet presne s?” No a riesit nasu tlohu
je aspon tak fazké, ako riesit SubsetSum. Totiz Tubovolné zadanie SubsetSum vieme prerobit na zadanie naSej
tlohy. Staéi si spravit tabulku, kde v riadku 7 a stlpci j mame é&islo (i4j) mod n, @ Predpisat, Ze v kazdom riadku
aj stIpci chceme dostaf stcet s.

Ak by teda existoval efektivny algoritmus pre nasu tlohu, dostali by sme aj efektivny algoritmus pre Sub-
setSum. A kedZe ten zrejme neexistuje, nem4 zmysel sa snazit ani pre nasu ulohu.

(To, ¢o sme si prave predviedli, bola redukcia, ktord dokazuje, ze nds problém je rovnako ako SubsetSum
jednym z tzv. NP-fazkych rozhodovacich problémov.)

buj
8. Svinstvo na koberci (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Této uloha bola fakt tazka. Dizka vzorédku to celkom odzrkadluje. Nebojte sa teda vzorék spracovavat po
ktiskoch, kludne aj vo viacerych sedeniach.

Na ziskanie 5 bodov z programu si stacilo len uvedomit, ¢o v skuto¢nosti znamenaji niektoré geometrické
pojmy a ako ich vyjadrif v programe. V geometrii totiz Castokrat “vidime”, Ze niefo plati, ale nevieme to
poriadne zddvodnit/vyjadrit. Napriklad, ¢o znamena, Ze bod A je vo vnitri nejakej oblasti? Co to vlastne je
oblast, ako moze vyzerat? Nielen tymito otazkami sa budeme zaoberat v nasledujtcej casti.

Geometria

Zaklady

Ak ste sa s vipoétovou geometriou ete nestretli, odporticame vam najprv preéitat si v nasej kucharke Uvod
do vypoétovej geometrie?.

Vo vzorovom rieSeni sa ¢asto vyuzivaja skalarny sucin, a obzvlast vektorovy sicin. Ak vdm niekde vo vzordku
nebude jasné, ako je niektory zo stuéinov pouzity, mozete hladat odpovede v odpovedajicom ¢lanku v kuchérke:

Skaldrny a vektorovy stéin*

Cim je uréena oblast?

Najprv si rozmyslime jednu vec. Nalavo od kaZzdej hrany je vZdy préve jedna oblast, a napravo od hrany je
vzdy préve jedna oblast. Pritom to mozZe byt t4 istd oblast, ako nalavo, a obe oblasti mozu byt nekoneéné. Je
zrejmé, ze v oboch smeroch hrana susedi s aspoil jednou oblast; zarover vieme prejst “tesne” popri hrane od
jedného konca hrany k druhému, takze oblast moze byt len jedna.

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/uvod_do_vypoctovej_geometrie/
“https://www.ksp.sk/kucharka/skalarny_a_vektorovy_sucin/
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Tento prechod je umozneny tym, Ze sa hrany grafu nekrizuju, a Ze na ziadnej hrane nelezi treti bod. Ak by
jedna z tychto podmienok bola porusend, mohlo by na jednej strane hrany byt viacero oblasti. Ilustrujeme na
nasledujiicom obrazku:

Kazd4 oblast ma teda svoju hranicu, ktord obsahuje celé hrany. Pretoze zadany graf je stivisly, hranica oblasti
musi byt stvisla: ak st teda nejaké dve hrany na hranici oblasti, vieme sa od jednej hrany dostat k druhej tak,
ze pojdeme po okraji. Toto v nesuvislych grafoch nemusi platif, ako vidno na nasledujicom obrézku:

Predstavme si teraz, ze ideme po okraji oblasti proti smeru hodinovych ruci¢iek. To samozrejme neznamena,
7e vzdy zataéame dolava, nakolko oblast nemusi byt konvexn4. Ako je potom ale definovany smer “proti smeru
hodinovych rué¢iciek”? Je to taky smer, v ktorom je vnutro oblasti vzdy na lavej strane hrany. Mézete si to
predstavif tak, Ze hrandm na okraji oblasti priradime taki orientaciu, aby bolo vnutro oblasti vzdy nalavo od
hrany. Samozrejme, st pripady, kedy je vnatro aj na pravej strane hrany:

V takom pripade pojdeme pri nasom prechode raz v jednom smere pozdl takejto hrany, a raz v druhom
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smere. TakZe tento sled, ktory “obtiahne” okraj oblasti, moze niektoré hrany obsahovat dvakrat: raz v jednej
orientacii a raz v druhej orientécii.

Orientované hrany budeme v dalSom texte volat $ipky. Budeme hovorit, ze Sipka patri tej oblasti, ktora je
nalavo od Sipky.

Listing programu (C++)

// geometry.cpp
#pragma once

#include <cmath>
using namespace std;

#define INF 1023456789
#define NONE -1
#define EPSILON 0.000000001

typedef long double 1d;

bool 1d_equals (1d a, 1d b) {
/*# Robime s long doublami, treba byt benevolentny pri porovnavani. */
return abs(a - b) < EPSILON;

}

struct Point {
/#** Bod/vektor v 2D rovine, so standardnymi vektorovymi operaciami. x*/
1d %, y;

Point (1d x0, 1d y0) : x(x0), y(y0) {}

// Klasicke operacie na vektoroch: sucet, rozdiel, a skalarny nasobok.
Point operator+ (const Point p) const {
return Point (x + p.x, y + p.y);
}
Point operator- (const Point p) const {
return Point (x - p.X, y - p.y);
}
Point operatorx (const 1ld k) const {
return Point (k*x, kxy);

}

// Porovnavanie dvoch vektorov: mensi, vacsi, rovnost, mensi rovny, vacsi rovny.
bool operator< (const Point p) const {
/*# Porovnavame primarne podla x—-ovej, sekundarne podla y-ovej suradnice. #*/
return x < p.x || (x == p.x && y < p.y);
}
bool operator> (const Point p) const {
return p < (xthis);
}
bool operator== (const Point p) const ({
return x == p.x && y == p.y;
}
bool operator<= (const Point p) const {
return ! ((xthis) > p);
}
bool operator>= (const Point p) const {
return ! ((xthis) < p);

}

1d sp (const Point p) const {
/#+* Skalarny sucin tohto vektora s vektorom <p>. */
return xxp.x + y*p.y;

}

1ld vp (const Point p) const {
/%% Vektorovy sucin tohto vektora s vektorom <p> (v tomto poradi). =*/
return xxp.y - y*p.Xx;

}

Vi

Point operator* (const ld k, const Point p) {
return pxk;

}

1d comp_time = -INF; // v ktorom case (x-ovej pozicii) porovnavame?
bool comp_epsilon = 0; // blizime sa zlava (0) alebo ideme doprava (1)?

struct Edge {
/*# Obsahuje informacie o tom, medzi ktorymi dvomi bodmi ide hrana
* a aka stena je na lavej a pravej strane. */
Point from, to;
int 1lface, rface;

Edge (Point p, bool epsilon) : from(p), to(p.x + 1, p.y + (epsilon ? INF : -INF)), lface(NONE), rface (NONE)
{
/++ Ked chceme bod porovnat s hranou, musime to spravit pomocou

* pomocnej hrany. Na to pouzijeme tento konstruktor, kde <epsilon>

* hovori, ci sa k suradnici blizime zlava (0), alebo sa od nej

* vzdalujeme doprava (1). =/
}
Edge (Point fromO, Point toO, int lface0, int rface0O)

from(from0), to(to0), 1lface(lfaceO), rface(rfacel) {}
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Point to_vector () const ({

return to - from;

}

bool is_vertical () const {
return from.x == to.x;

}
bool contains (Point p) const {

/++ Lezi bod <p> na tejto hrane? x*/

return (p - from).vp(p - to) == 0 && (p — from).sp(p - to) <= 0;
}

// Porovnavacie operatory.

bool operator== (const Edge e) const {
return (from == e.from) && (to == e.to);

}

bool operator!= (const Edge e) const {
return ! (xthis == e);

}

1d at (1d x) const {

/*# Vrati y-suradnicu, ktoru hrana nadobuda na danej x-suradnici.
* Ak je hrana vertikalna, spravi nieco nedefinovane. x/

1ld p_from = x - from.x;
1d p_to = to.x - x;
1d p_total = to.x - from.x;
return p_from/p_total % to.y + p_to/p_total % from.y;

}

Vi

bool comp (const Edge a, const Edge b) {
/#** Porovna hrany ako vektory (”Je <a> mensi (napravo od) <b>?"). */
return a.to_vector().vp(b.to_vector()) > 0; // ak je <b> nalavo od <a>

}

bool operator< (const Edge a, const Edge b) {
/#** Porovnanie dvoch hran, na x-ovej suradnici <comp_time>, pricom sa
* blizime/vzdalujeme podla <comp_epsilon>. #*/
1d ay = a.at (comp_time);
1d by = b.at (comp_time);
return (ld_equals(ay, by) ? (comp_epsilon ? comp(a, b) : comp(b, a)) : ay < by);

}

bool operator> (const Edge a, const Edge b) {
return b < a;

}

bool operator<= (const Edge a, const Edge b) {
return ! (b < a);

}

bool operator>= (const Edge a, const Edge b) {
return b <= a;

}

struct Arrow {
/*# Hrana z pohladu jedneho z jej koncovych bodov. x*/
Edgex edge;
bool reversed;

Arrow (Edgex edge0, bool r0) : edge(edgel), reversed(r0) {}

// Ktory region sa nachadza nalavo/napravo?
int 1face () const {

return (reversed ? edge->rface : edge->1face);
}
int rface () const ({

return (reversed ? edge->lface : edge->rface);
}

Point from () const {

return (reversed ? edge->to : edge->from);
}
Point to () const {

return (reversed ? edge->from : edge->to);
}
Point to_vector () const ({

return to() - from();
}

bool operator< (const Arrow other) const ({
return to_vector () .vp(other.to_vector()) > 0; // ak som nalavo od other
}
bool is_vertical () const {
return edge->is_vertical();
}
i

Ktoré sipky st na okraji?
Predstavme si, ze pri obtahovani okraju sme sa zastavili na nejakej Sipke A — B. Vieme povedat, ktora

sipka bude nasledovat? Zrejme to bude niektoré Sipka vychadzajica z vrcholu B. Ak si nakreslime vSetky Sipky
vychédzajtce z B, nie je fazké vidiet, ze hladané $ipka bude B — C tak4, pri ktorej zato¢ime ¢o najviac dolava:
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Preco je toto t4 spravna Sipka? TotiZ, vzdy vieme ist tesne popri Sipke A — B a potom popri B — C. Pri
tomto prechode neprekrizime Ziadnu ind $ipku, a teda uréite patria tieto Sipky do tej istej oblasti. Ak by sme
skusali prejst podobnym spésobom popri inych Sipkach vychddzajucich z vrcholu B, krizovali by sme niektor
ina sipku.

Takymto sposobom vieme pre kazdu $ipku zistif celt hranicu oblasti, do ktorej patri. Pretoze kazd4d oblast
mé na okraji asponi jednu Sipku, vieme tymto sposobom ziskat hranice vSetkych oblasti. A pretoze Sipka je len
hrana s priradenou orientaciou, ziskame tymto pre kazd( hranu informéciu o tom, ktora oblast je na jednej
strane a ktord na druhej strane hrany.

Na cely tento proces sa ale d4 pozerat aj inym, prirodzenejsim, spdsobom. Pre kazdu Sipku mame dve
premenné: ¢islo oblasti, ktora je na Tavej strane hrany a ¢islo oblasti, ktord je na pravej strane. Pritom pre
dvojicu navzdjom opacnych Sipok su tieto dve premenné iba vymenené — to, ¢o je nalavo od jednej Sipky, je
napravo od druhej, a naopak.

Zoberme si teraz vSetky Sipky vychddzajtce z nejakého bodu A a usporiadajme si ich polarne (podla uhlu),
proti smeru hodinovych rudidiek. Potom pre kazdu dvojicu po sebe idtcich sipok vieme povedat, ze oblast nalavo
od prvej z nich je t4 istd, ako oblast napravo od druhej z nich — teda Ze sa prislusné premenné rovnaja.

Toto vieme spravit pre vSetky vrcholy, a dostaneme tak sadu rovnosti nad 2m premennymi. Premenné, ktoré
sa rovnaju, potom reprezentuju tu istii oblast. Premenné, ktoré sa nerovnaji, reprezentuju rézne oblasti. Ak si
premenné predstavime ako vrcholy nejakého grafu a rovnosti ako hrany grafu, tak oblasti zodpovedaju savislym
komponentom tohto grafu.

Dostavame tak jednoduchy algoritmus na vypocet okrajov oblasti, beziaci v ¢ase O(mlogm), logaritmus
kvoli poldrnemu usporiadaniu. Aby sme vedeli §ipky polarne usporiadat, potrebujeme vedief pre dva vektory
povedat, ktory je nalavo od ktorého. To vieme urcit podla znamienka vektorového sucinu.

Ako vypocitat obsah oblasti?

Ak poznadme hranicu oblasti, vieme aj vypocitat obsah oblasti, nasledovne. Zoberme si Iubovolny bod v
rovine S, napriklad S = (0,0). Hranica oblasti zodpoveda nejakému sledu A; — Ay — ... — A, — A;, proti
smeru hodinovych ruci¢iek. Jednoducho teraz vezmeme orientované obsahy trojuholnikov urcéenych dvojicami
vektorov

(’S‘—A1>7 *S‘—A;)’ (“m?m)’ crt (}S'—)M,AS'—AL))

a séitame ich. Tieto orientované obsahy vieme dostat pomocou vektorového staéinu.

Preco to ale funguje? Zamyslime sa nad najjednoduchsim pripadom, ked mame trojuholnik ABC'. Potom
nas vyraz je su¢tom orientovanych obsahov troch trojuholnikov, jeden pre kazda stranu AABC. Ak je bod S vo
vanutri AABC, tak jednotlivé podtrojuholniky budi mat vSetky kladny obsah, nakolko S A, je vZdy nalavo od
S—A: . Ich st¢tom dostaneme cely trojuholnik. Ak je bod S mimo AABC, tak jeden alebo dva podtrojuholniky
budt zaporné, a vetko sa to vyrusi tak, Ze zostane iba AABC.
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Co v pripade, ked nemame trojuholnik? Kazdy (aj nekonvexny) mnohouholnik sa d4 rozdelif na niekolko
dizjunktngch trojuholnikov (tzv. trianguldcia). Na kazdy z tychto trojuholnikov vieme aplikovat vyssie uvedené
tvrdenie, a dostaneme tak obsah ndsho mnohouholnika vyjadreného ako sucet niekolkych orientovanych troju-
holnikov. Kazdy z tychto trojuholnikov ma ako jeden z vrcholov S, a ostatné dva vrcholy patria mnohouholniku
— teda kazdy trojuholnik zodpovedd bud niektorej hrane v triangulécii (ktora oddeluje dva z trojuholnikov),
alebo hrane na obvode mnohouholnika.

A

UABCD = AABC + ACDA
AABC = ASAB + ASBC + ASCA
ACDA = ASCD + ASDA+ ASAC

My chceme ukézat, Ze v skuto¢nosti tam budt vystupovat iba hrany z obvodu mnohouholnika. To je ale
zrejmé: kazda vnutornd hrana susedi s dvomi podtrojuholnikmi: v jednom z nich bude vniitro trojuholnika
nalavo od hrany (a zardtame ho s kladnym znamienkom), v druhom z nich bude vnitro trojuholnika napravo
od hrany (zaporné znamienko).

Pozorny Citatel si isto viimne jeden zvlastny pripad. Co sa stane, ak ta oblast, po okraji ktorej ideme, je
nekone¢na? Zrejme vypocitame obsah ttvaru uréeného tymto okrajom (tj. obsah toho, ¢o je “skutoc¢ne vnutri”,
nie vonku). Aké znamienko ale bude mat takto vypocitany obsah? Definovali sme “proti smeru hodinovych
ruciciek” tak, ze vnutro oblasti je nalavo od Sipky. Nie je tazké rozmysliet si, ze pre (jedint) nekoneénti oblast
je takto definovany sled v skutoc¢nosti v smere hodinovych ruciciek:
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Dostaneme teda ziporny alebo nulovy obsah. Pomocou znamienka teda vieme urcit, ¢i je bod vo vnutri

nekonecnej oblasti, alebo v konecne;j.

Casova zlozitost vypoctu obsahu oblasti je O(k), kde k je pocet vrcholov/hran na okraji oblasti. Nakolko
kazd4 sipka patri iba do jednej oblasti, a vSetkych $ipok je 2m, celkovd Gasové zlozitost tohto predratania je

o(m).

Listing programu (C++)
// graph.cpp

#pragma once

#include <vector>

using namespace std;
#define NONE -1

struct Graph {

/*# Vieme pridavat do grafu hrany a vieme potom spocitat jednotlive
* komponenty grafu (tj. do ktoreho komponentu ktory vrchol patri).

int n = 0, num_comps = 0;
vector<vector<int> > adj;
vector<int> comps;

void resize (int nl) {
/** Zvacsi graf, aby v nom bolo <nl> vrcholov. #*/
if (nl > n)
adj.resize(nl);
n = nl;
}
}
void add_edge (int a, int b) {
resize (1l + max(a, b));
adjla] .push_back (b);
adj[b] .push_back(a);
}
int component_of (int v) {
return comps|[v];

}

void calc_comps () {

/#** Spocita pre kazdy vrchol cislo komponentu, do ktoreho patri.

* Malo by byt zavolane len raz po tom, co je graf finalny. =/
comps.resize (n, NONE);
vector<int> stack;
for (int i 0; 1 < n; i++) |

if (comps[i] != NONE) {
continue;

}

comps[i] = num_comps;

stack.push_back (1) ;
while (!stack.empty()) {
int u = stack.back();
stack.pop_back () ;
for (int v : adjlu]) {

if (comps[v] != NONE) ({
continue;

}

comps [v] = num_comps;

stack.push_back (v);
}
}
num_comps++;
}
}
Vi

#undef NONE

Listing programu (C++)

// regions.cpp
#pragma once

#include <vector>
using namespace std;

#include "geometry.cpp”
#include ”graph.cpp”

void polar_sort (vector<Arrow>& arrows) {

/*# Pre kazdy vrchol polarne usporiadame sipky z neho vychadzajuce.

vector<Arrow> left, right;
for (Arrow a : arrows) {
if (a.to_vector() < Point (0, 0)) {
left.push_back(a);
}
else {
right.push_back (a);
}

*/

*/
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}

sort (left.begin(), left.end());

sort (right.begin(), right.end());

arrows.clear () ;

for (Arrow a : left) {
arrows.push_back (a);

}

for (Arrow a : right) {
arrows.push_back (a);

}

}

void calc_regions (vector<vector<Arrow> >& adj, vector<Edgex>& E,
vector<vector<Arrow> >& borders, vector<ld>& areas)
{
/#+% Pre kazdu hranu zistime, ktory region je napravo/nalavo. Dalej
* ktore sipky tvoria hranicu jednotlivych regionov. Podla toho
* spocitame obsahy regionov.
* <adj>: pre kazdy vrchol dostaneme sipky veduce z neho
<E>: zoznam vsetkych hran (nie sipok!)

*
* <borders>: tu ulozime pre kazdy region sipky na jeho hranici
* <areas>: tu ulozime pre kazdy region jeho obsah
* */
int n = adj.size();

// Zistime pre kazdu hranu, ktory region je nalavo/napravo.
for (auto& edges : adj) {
polar_sort (edges);

}

Graph G;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
int num_adj = adj[i].size();
for (int j = 0; j < num_adj; j++) {
int nj = (j+1) % num_adj;
int sidel = adj[i]l[]j].1lface();
int side2 = adj[i][nj].rface();
G.add_edge (sidel, side2);

}

}

G.calc_comps () ;

for (Edgex e : E) {
e->1face = G.component_of (e->1face);
e->rface = G.component_of (e->rface);

}

// Pre kazdy region zistime, ktore sipky tvoria jeho hranicu (v nejakom
// poradi, pricom vnutro je vzdy nalavo od sipky). Na zaklade toho
// potom spocitame obsahy regionov.
borders.resize (G.num_comps) ;
for (Edgex e : E)
borders[e->1face] .push_back (Arrow(e, 0));
borders[e->rface] .push_back (Arrow(e, 1));
}

areas.resize (G.num_comps) ;

for (int i = 0; 1 < G.num_comps; i++) {
for (Arrow a : borders[i]) {
areas[i] += a.from().vp(a.to());

}
}
}

Prvé rieSenie

Uz teda vieme, ako najst hranice vSetkych oblasti, a tiez ako podla tychto hranic vypoéitat obsah oblasti.
Aby sme ale vedeli odpovedat na otazky, musime este vedief pre Tubovolny bod X povedat, v ktorej oblasti lezi,
pripadne, Ze lezi na niektorej hrane.

Zistit, ¢ bod leZi na hrane, vieme v ¢ase O(m): iba postupne prejdeme vSetky hrany, a pre kazda hranou
overime, ¢i na nej X lezi alebo nie. Ako to ale overime? Pomocou vektorového stuéinu vieme zistit, ¢i X lezi na
priamke urcenej touto hranou. Pomocou skalarneho stcinu zistime, ¢i je X “vo vnuatri” tsecky alebo mimo nej.

Ak nelezi na hrane, ako zistime, do ktorej oblasti patri? Vieme sa pozriet na najblizsiu hranu, ktoré je “pod”
nasim bodom. Hladan4 oblast je té, ktord je “hore” od tejto hrany. Ak ziadna hrana pod bodom X nie je, tak
bod zrejme nelezi v ziadnej konecnej oblasti.

Co to ale znamen4 hore? Ak kazdd (nezvisli) hranu orientujeme tak, Ze ide zlava doprava (tj. od mensich
z-ovych siradnic k vdcsim), tak “hore” znamend “vlavo”. Budeme hovorit, Ze lavy koniec hrany je jej zaciatok
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a pravy koniec hrany je jej koniec.

Potrebujeme teda zistit, ktoré hrany maja spolo¢nt z-ovi stiradnicu s nasim bodom X. (Ak by sme nakreslili
zvislt ¢iaru cez X, tak si to tie hrany, ktoré maju s touto ¢iarou nejaky spoloény bod.) Spomedzi tychto hrén
chceme najst ti, ktora pretina zvislt éiaru cez X ¢o najvyssie, ale stile pod bodom X. Co ale v pripade, ze
takychto najvyssich hran je viac? Takyto pripad mozZe nastat jedine vtedy, ak je bod X priamo nad niektorym

vrcholom. Ako ukazuje nasledujici obrazok, nie je jedno, ktorti hranu vyhlasime za najvyssiu:

V takom pripade chceme vybrat takd hranu, ktord v tom vrchole za¢ina (konéi) a ktord ide ¢o najrychlejsie
hore (dole). Inak povedané, spomedzi vSetkych hran za¢inajucich (konéiacich) v tomto vrchole chceme vybrat ti
najlavejsiu (najpravejsiu). Porovnat dve hrany, Ze ktora je vlavo (vpravo) od ktorej, vieme jednoducho pomocou

vektorového sucinu.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

#include <algorithm>
using namespace std;

// V riadnych projektoch prosim neincludujte .cpp,

ale len header (.hpp)

// subory. Tu pre jednoduchost includujeme .cpp subory.

#include "geometry.cpp”
#include ”regions.cpp”
#include "bst.cpp”

#define NONE -1

int main () {
int n, m, g;
cin >> n >> m >> qg;

vector<Point> P;

P.reserve (n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
P.push_back (Point (x, y));

}

vector<Edgex*> E;
E.reserve (m);

vector<vector<Arrow> > adj(n); // adj[i] := sipky vychadzajuce z vrcholu i

for (int i = 0; 1 < m; i++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
a-—; b-—;

if (P[b] < P[al) { // hrana vzdy ide od mensieho bodu do vacsieho

swap (a, b);
}
Edgex e = new Edge (P[a]l, P[bl, 2xi, 2xi+1);
E.push_back (e) ;
adjlal .push_back (Arrow(e, 0));
adj[b] .push_back (Arrow(e, 1));
}

// spocitame si regiony
vector<vector<Arrow> > borders;
vector<ld> areas;

calc_regions(adj, E, borders, areas);

// Zodpovieme otazky!

for (int quest = 0; quest < g; quest++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
Point p(x, y);

// Prejdeme vsetky hrany a overime, ci nas bod lezi na niektorej.

// Ak ano, odpoved je -1.
bool contained = false;
for (Edgex e : E) {

if (e->contains(p)) {
contained = true;
break;

}
}
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if (contained) {
cout << ”-1" << endl;
continue;

}

// Najdeme najblizsiu hranu ktora je pod nasim bodom, a podla nej
// cislo regionu nad nou. Podla toho zodpovieme otazku.
comp_time = x;
comp_epsilon = 1;
Edge temp(p, 1);
Edgex 1lb = NULL;
for (Edgex e : E) {
if (e->to.x <= x || e->from.x > x) { // toto automaticky eliminuje zvisle hrany
continue;
}

if (xe <= temp) {

if (lb == NULL || *e > xlb) {
1b = e;
}
}
}
if (lb == NULL) {
cout << ”-1" << endl;
continue;
}
int face = lb->1face;
if (areas[face] <= 0) {
cout << ”-1" << endl;
continue;
}
cout << (long long) (areas[face] / 2) << ((long long)areas[face] % 2 ? ”7.5” : ”") << endl;
}
return O;

}

Mame tak algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(m) na jednu otdzku, celkové ¢asovd zlozitost je teda O(m log m+
mq). Toto rieSenie si vysluzilo 5 bodov z testovania.

Cesta k lepsiemu rieseniu

Potrebujeme urychlit dve veci: vediet rychlo zistit, ¢i na$ bod X lezi na niektorej hrane; a vediet rychlo najst
najblizsiu hranu pod nasim bodom.

Rozdelme si pracu trochu inak: ak by sme za hrany pod nasim bodom povaZovali aj tie, ktoré cez nehop-
rechadzaju, stadilo by ndm v prvej ¢asti overovat iba zvislé hrany. Ak totiz X lez{ na nezvislej hrane, bude to
najvyssia hrana pod X. Nezvislé hrany teda vieme vybavit tak, Ze pre najvyssiu hranu pod X overime, ¢i na
nej X lezi alebo nie.

Ako zistif, ¢i nas bod lezi na nejakej zvislej hrane? Jednoducho: spomedzi vrcholov s rovnakou x-ovou
suradnicou najdeme ten vrchol A, ktory je najvyssie, ale stale nizsie, ako X. Ak nas bod lezi na zvislej hrane,
musi to byt zvisld hrana, ktord vychddza z A a ide “hore”. Staci si teda usporiadat vSetky vrcholy primdrne
podla z-ovej, sekundarne podla y-ovej siradnice, a pre kazdy vrchol si zapamiitat (najviac jednu) $ipku hore,
ktora z neho vychadza. V tomto zozname potom bindrne vyhladdme najviacsi bod mensi rovny X a overime, ¢i
X lezi na sipke hore alebo nie.

Ako ale rychlo najst ti hranu, ktora je pod X? Ak by sme mohli riesit tlohu offline, teda ak by sme vedeli
dopredu vsetky otazky, vedeli by sme pouZit pristup zvany zametanie.

Offline zametanie

Ak by sme mali k dispozicii vSetky otdzky dopredu, mohli by sme sa rozhodnit ich spracovat v nejakom
konkrétnom poradi. Napriklad si mozeme vS§imnut, ze ked bod X iba trochu posunieme doprava alebo dolava,
mnozina hran, ktoré st pod alebo nad X, sa zmeni iba trochu. V probléme je ist4 lokdlnost. Dobré poradie, v
ktorom spracovat otazky, je potom napriklad zlava doprava.

Predstavme si teda, ze nekonecne vlavo mame zvislt priamku, tzv. zametaciu ¢iaru, ktoréa sa postva doprava.
Tato ¢iara ndm postupne bude “skenovat” vSetky hrany a vSetky otdzky. Ked ¢iara narazi na zaciatok alebo
koniec hrany, upravi svoj stav (tj. ktoré hrany ju pretinaji), a ked ¢iara narazi na otdzku, na zéklade svojho
stavu ju zodpovie.

Konkrétnejsie, ked ¢iara narazi na lavy koniec hrany, tito hranu pridd do mnoziny hran, s ktorymi mame
aktualne priesecnik. Ked ¢iara narazi na pravy koniec hrany, dant hranu z mnoziny vyhodi. A nakoniec, ked
narazi na bod X reprezentujtci otdzku, ndjde spomedzi vSetkych aktualnych hran ta, ktord ma na tejto x-ovej
stradnici priesecnik ¢o najvyssie, ale stale nizsie alebo rovnako vysoko, ako je X.

Zametacia ¢iara ndm teda musi byt schopnd povedat, ktord hrana je na aktualnej z-ovej sturadnici “tesne
pod” bodom X. TieZ musime vediet do nej priddvat a odoberat hrany. Vhodnou datovou struktdrou na toto je
vyvazovany vyhladdvaci strom, v ktorom budeme mat hrany usporiadané podla ich aktuélnej y-ovej stradnice
(tj. v akej vyske pretinaja zametaciu ¢iaru).
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Moézeme si ho ale dovolit pouzit? V nasom pripade je totiZ vysledok porovnania dvoch hran zavisly od toho,
aké je x-ova pozicia zametace] Giary. Nemoze sa pocas posiivania ¢iary stat, Ze sa vysledky niektorych porovnani
zmenia, a Struktdra stromu uz nebude korektna? Dve hrany zmenia svoje relativne poradie jedine vtedy, ked sa
krizia. To sa ale v nasom plandrnom grafe nikdy nestane: pred tym, nez by k tomu doslo, by jedna alebo obe
hrany skon¢ili v niektorom (mozZno v tom istom) vrchole.

Mobze sa ale stat, ze dve hrany skonéia v jednom a tom istom vrchole; alebo Ze jedna hrana skon¢i vo vrchole,
v ktorom druhé hrana zacne; alebo Ze obe hrany za¢nt v tom istom vrchole. V tom momente ich nie sme schopni
porovnat, lebo ich prieseéniky so zametacou ¢iarou budi ten isty bod. Pritom ale nie je jedno, ktoru z tych

.....

Ak totiz dve hrany zacdinaju v tom istom vrchole, v tom momente ich sice nevieme porovnat, ale hned v
. . ) . . e x . s s 4
nasledujiicom momente (tj. ked sa zametacia ¢iara posunie o mélicko doprava) ich budeme vediet porovnat: ta

.....

dat podla toho.

Ry

Ry

R

\

SRl > SRQ > SR3

Naopak, ak dve hrany kondia v tom istom vrchole, v tom momente ich sice nevieme porovnat, ale v pred-
by sme ale toto pri mazani hrany odignorovali, mohli by sme omylom zmazat tG nespravnu hranu.

A ¢o v trefom pripade, ked jedna hrana zacina v tom vrchole, v ktorom iné hrana kon¢i? Nastastie sa tomuto
pripadu vieme vyhnat tym, Ze najprv vybavime vSetky hrany konciace vo vrchole, a az potom vsetky hrany
zacinajtce vo vrchole. Tymto zaruc¢ime, Ze nikdy nebudeme mat v naSom vyhladdvacom strome hranu, ktoréd v
nejakom vrchole zacina spolu s hranou, ktora v tomto vrchole konci.

TakZe nase porovnavanie bude zavisief nielen od toho, aké je momentéalna z-ova stiradnica zametacej ¢iary, ale
aj od toho, ¢ sa k nej blizime zlava (vybavujeme konce hran) alebo sa od nej vzdalujeme doprava (vybavujeme
zaciatky hran). Tymto sme vybavili vSetky mozné pripady.

Drobny technicky detail: vo vyhladédvacom strome vieme porovnévat iba dve hrany, nevieme porovnat bod
a hranu. Nebudeme teda porovnévat priamo s bodom X, ale s akousi pomocnou hranou, ktor4 bude prechidzat
cez X. Aky bude jej sklon? Nemodze byt Iubovolny: chceme totiz, aby vSetky hrany prechidzajice cez X boli
mensie, aby sme vedeli detekovat, ze X lezi na hrane. TakZe podla toho, ¢i sa zlava blizime do z, alebo sa od
neho sprava vzdalujeme, nastavime sklon hrany na “takmer zvislo hore” alebo “takmer zvislo dole”.

Na zaciatku musime vSetky zaciatky, konce hran a otazky utriedit, ¢o trvd O((m + q) log (m + ¢)). Samotné
zametanie trva rovnako dlho, nakolko v kazdom kroku robime jednu opericiu s vyvaZovanym vyhladévacim
stromom (insert, delete alebo lower_bound), ktord trvd O(log (m + q)). Celkova Casova zloZitost je teda
O((m + q)log (m + q)).

Toto rieSenie si samozrejme vyslizilo 0 bodov, so spravou TLE — ¢akalo totiz na vSetky otéazky, ktoré mu
testovaé nebol ochotny daf. ..

Perzistentny stav cCiary

Ak by sme sa vedeli pozrief na stav zametacej ¢iary v Tubovolnom momente, nemuseli by sme vSetky otazky
zodpovedat od najlavejSej po najpravejsiu. Stacilo by sa pre kazdu otazku (z,y) pozrief na stav zametacej Giary
v momente z, a podla neho odpovedat.

Potrebujeme si teda zapamiitat celt histériu zametacej ¢iary a vedief v nej vyhladat posledny stav, ktory
predchadzal otdzke X. Takymto “historickym” datovym Struktiram (ktoré si vedia pamiitat nielen ich aktudlny
stav, ale aj vSetky predchadzajtce) sa hovori perzistentné datové Struktiry.

Jedna moznost je zakazdym, ked chceme zmenif stav Ciary, cely stav skopirovat a vykonaf zmenu v képii.
Tieto stavy si potom uloZime do pola, a pre kazdy stav si budeme pamitat, v akom ¢asovom momente zacal. V
tomto poli potom budeme pri otdzke (z,y) vediet bindrne vyhladat poslednt verziu pred (alebo zarovno s) x.

Toto je ale pomalé: pri kazdej udalosti musime skopirovat cely strom, ¢o trva az O(m). Udalosti je tiez
O(m), predpo¢itanie teda bude trvat az O(m?), a pamitova zloZitost bude rovnaka.
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My si ukdZeme dve pristupy, ktoré dosahuju lepsiu céasovu zlozitost: fat nodes a path copying.

Fat nodes

Pri programovani pouZivame rozne objekty, a kazdy objekt si vieme predstavit ako zoskupenie niekolkych
tidajov, nie nutne rovnakych typov. Napriklad vrchol vo vyhladdvacom strome moéZe obsahovat tieto tdaje:
ukazovatel na lavého syna, pravého syna, a ¢o je vo vrchole.

Standardne, ked zmenime jeden z tychto tidajov na iny, stratime povodnt hodnotu. Nevieme ale zmeny
adajov spracovat inym spésobom, tak, aby sa ndm zachovala aj povodné informécia? Vieme. Budeme si pamétat
vSetky doterajSie verzie udaju, a pre kazda verziu aj ¢as, kedy této verzia vznikla (tj. kedy nahradila stard
verziu). Ked teraz chceme pristipit k tdaju v (diskrétnom) case ¢, iba bindrne vyhladdme, aki hodnotu v tom
¢ase mal, a vratime ju. Toto spdsobi iba mierne spomalenie: konkrétne, vSetko bude O(logt)-krat pomalsie, kde
t je pocet verzii idaju. Pamit bude ale az O(t) namiesto O(1).

Ak nas vyhladdvaci strom implementujeme tymto spdosobom, dostaneme perzistentny vyhladavaci strom.
Samozrejme, potrebujeme vyvazovany vyhladdvaci strom, napriklad treap®.

Otézka je, o kolko pomalsi bude oproti povodnému stromu. Udalosti (zaciatok alebo koniec hrany) je O(m).
Pri kazdej udalosti sa zmeni nanajvys O(logm) vrcholov stromu, a “narazime” pri bindrnom vyhladdvani
nanajvys na vSetky doterajSie zmeny. Pred i-tou udalostou bolo tychto zmien O(ilogm), na jeden vrchol teda
pripada spomalenie O(log H8™) — O(log ).

logm

Spomalenie jednej operacie je teda O(logm) a Gasové zloZitost predpocitania teda bude O(mlog?m). Po-
dobne, zodpovedanie jednej otazky bude o O(logm) pomalsie, a teda dokopy O(glog®m). Pamiitova zlozitost
bude O(mlogm), nakolko kazd4a zmena prispeje 1.

Path copying

Predstavme si, Ze objekty, ktoré uz existuji, nevieme menit. Jediné, ¢o vieme robit, je vytvarat zo starsich
objektov nové. Takémuto pristupu k programovaniu sa hovori aj funkciondlne programovanie.

Naco také nieco je? D4 sa takto vobec programovat? Ako to stvisi s perzistentnymi dadtovymi Struktirami?
Hned uvidime.

Predstavme si, Zze chceme funkciu, ktord zmeni stav nejakého objektu. Napriklad vezme ako vstup zoznam
¢isel a na jeho koniec prida ¢islo 4. Nevieme to spravit priamo, nakolko nevieme zmenit stav vstupného zoznamu.
Vieme ale spravit funkciu, ktord ndm vrati novy zoznam, ktory bude reprezentovat novy stav vstupného zo-
znamu. Napriklad ak vstupom je a = [1, 2, 3], vystupom bude nejaké b = [1, 2, 3, 4]. Zoznam a ale stale obsahuje
povodné udaje.

No a tu si mozeme uvedomit, Ze ¢o sa v podstate stalo je, ze sme sice dostali novi verziu objektu, ale mame
aj start verziu objektu. Ak by sme tymto pristupom implementovali na§ vyhladévaci strom, dostali by sme
perzistentny vyhladdvaci strom.

Presnejsie, kazdy vrchol stromu reprezentuje vyhladdvaci storm zodpovedajtci podstromu tohto vrcholu.
Kazd4 operécia, ktord meni stav podstromu (insert, delete a rotdcie) ndm strom nezmeni, ale vrati novy
vrchol reprezentujtci novy stav (pod)stromu. Tieto operécie su z velkej ¢asti definované pomocou operacii na
synoch.

Ilustrujeme operaciu insert na nevyvazovanom vyhladdvacom strome nad ¢islami. Ked chceme vlozit ¢islo
5 do korena, chceme ho vlozit do Tavého syna, lebo 5 je mensie ako ¢islo v koreni. TakZe vysledkom insertu bude
nieco ako strom(lavy_syn->insert(5), hodnota v koreni, pravy_syn), kde strom je konstruktor (vytvori
novy strom s danym Tavym synom, danou hodnotou v koreni, a s danym pravym synom). To isté sa potom
udeje aj v favom synovi, ..., az kym neddjdeme do listu. Dostaneme tak O(h) novych vrcholov, kde h je hibka
stromu.

Pristup sa vola path copying podla toho, Ze v podstate pri kazdej zmene skopirujeme celt cestu od listu az
ku korenu, a képiu upravime. Samozrejme, pre efektivnost potrebujeme strom vyvazovat, my sme (opit) zvolili

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/treap/
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treap®.

Listing programu (C++)

// random.cpp
#pragma once

#include <random>
using namespace std;

// random_device rd;
mt19937 mt (4247);

int randint (int 1, int r) {
uniform_int_distribution<int> distrib(l, r);
return distrib (mt);

}

double randfrom (double 1, double r) {
uniform_real_distribution<double> distrib(l, r);
return distrib (mt);

}
double randprob () {

return randfrom(0., 1.);

}

Listing programu (C++)

// bst.cpp
#pragma once

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

#include “random.cpp”

#define NONE -1

template<class T>
struct Treap {
/#** Vrchol BSTcka (treap), obsahuje hodnoty typu T. Vrchol s hodnotou
* NULL je specialny: reprezentuje prazdny strom. Na prazdnom strome ma
* zmysel volat iba tie metody, ktore sa na strukturu pozeraju ako na

* strom, nie ako na vrchol (napr. dir_to, is_leaf, ... davaju undefined
* behaviour). */

T+ value;

double priority;

Treap<T>% child[2] = {NULL, NULL};

Treap (T+ x) : value(x), priority(randprob()) {}

Treap () : Treap(NULL) {}

Treap (Treap<T>x src, bool dir, Treap<T>x ch) {
/*# Spravime kopiu <src>, az na to, ze v smere <dir> bude zaveseny <ch>. %/

value = src->value;
priority = src->priority;
child[!dir] = src->child[!dir];
child[dir] = ch;

}

bool empty () const {
return value == NULL;

}

int size () const ({
/*+ Vrati velkost podstromu. */
if (value == NULL) {

return 0;
}
int res = 1;
for (int dir = 0; dir <= 1; dir++) {
res += (child[dir] == NULL ? 0 : child[dir]->size());
}
return res;

}

int dir_to (const Treap<T>x ch) const {
/#** Vrati smer, v ktorom je syn <ch>. Ak to nie je nas syn, vratime NONE. x*/
for (int i = 0; 1 < 2; i++) {
if (child[i] == ch) {
return i;
}
}
return NONE;
}

bool is_leaf () const {
return (child[0] == NULL) && (child[1l] == NULL);

Shttps://wuw.ksp.sk/kucharka/treap/

strana 31 z 34

http://ksp.sk/


https://www.ksp.sk/kucharka/treap/
https://www.ksp.sk/kucharka/treap/

}

bool has_left () const {
return child([0] != NULL;

}

bool has_right () const ({
return child[1l] != NULL;

}

Treap<T>% rotate (int dir) {
/** Spravi rotaciu v smere <dir>. Vrati vysledny podstrom, alebo
* NULL ak rotaciu nie je mozne vykonat (lebo nema prislusneho syna). */
Treap<T>x x = child[!dir];
if (x == NULL) {
return NULL;
}
Treap<T>x xy = x—->child[dir];
Treap<T>x new_me = new Treap<T> (this, !dir, xy);
return new Treap<T>(x, dir, new_me);

}

Treap<T>x lower_bound (T x) {
/#+* Najde najvacsi mensi vrchol v tomto podstrome. Ak taky neexistuje
* (vsetky vrcholy su vacsie ako <x>), vrati NULL. Na porovnavanie
* prvkov pouzije <comp> (hrajuci rolu ’<’). */
if (empty()) |
return NULL;
}

if (xx < xvalue) {

return (has_left () ? child[0]->lower_bound(x) : NULL);
}
Treap<T>% r_lb = (has_right() ? child[l]->lower_bound(x) : NULL);
return (r_lb == NULL ? this : r_1Db);

}

Treap<T>+* insert (Tx x) {
/** Vytvori novy vrchol s hodnotou <x> a vlozi ho do podstromu.
* Vrati vysledny podstrom. =/
if (empty()) |
return new Treap<T> (x);

}

int dir = (*value < *Xx);

Treap<T>x ch = (child[dir] == NULL ? new Treap<T>(x) : child[dir]->insert(x));
Treap<T>x res = new Treap<T>(this, dir, ch);

return (priority > ch->priority ? res : res->rotate(!dir));

}

Treap<T>x remove (Tx x) {
/#** Zmaze vrchol s hodnotou <x> z podstromu ak existuje. Prerotuje,
* aby bol treap spokojny. Vrati vysledny podstrom. =/
if (empty()) |
return this;

}

if (xvalue != *x) {
int dir = (xvalue < *Xx);
Treap<T>% ch = (child[dir] == NULL ? NULL : child[dir]->remove (x));
ch = (ch->empty() ? NULL : ch);

Treap<T>% res = new Treap<T>(this, dir, ch);
return res;

}

// ak odstranovany vrchol je listom, easy

if (is_leaf()) {
return new Treap<T>();

}

// inak prepasujeme vrchol nadol, aby sa stal listom

double max_p = -1.;
int dir = -1;
for (int 1 = 0; i < 2; i++) |
if (child[i] == NULL) {
continue;

}
if (child[i]->priority > max_p) {
max_p = child[i]->priority;
dir = i;
}
}
return rotate(!dir)->remove (xX);
}
Vi

#undef NONE

Ak4 je Casovd a pamitova zlozitost? Vizdy, ked sa v najaktudlnejSej verzii stromu zmeni nejaky vrchol,
musime zmenit (skopirovat) aj vSetkych jeho predkov. Pri kazdej operécii v Standardnom treape sa zmeni vzdy
nanajvys O(log m) vrcholov, z tohto by plynul (¢asovy aj pamétovy) odhad O(log® m) na jednu operéciu. Avsak
ukazuje sa, ze vSetky tieto zmeny v treape s “zarovnané”, tj. Ze vic¢Sinou sa meni iba jeden vrchol a jeho
predkovia. Z toho vyplynie lepsi odhad O(logm).

Casova zlozitost predpoéitania teda bude O(m logm), pamitova zlozitost bude rovnaka. Zodpovedanie oté-
zok bude trvat O(glogm). Toto je lepsie, ako v pristupe fat nodes.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
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#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

// V riadnych projektoch prosim neincludujte .cpp, ale len header (.hpp)
// subory. Tu pre jednoduchost includujeme .cpp subory.

#include "geometry.cpp”

#include "regions.cpp”

#include "bst.cpp”

int main () {
int n, m, g;
cin >> n >> m >> qg;

vector<Point> P;

P.reserve (n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
P.push_back (Point (x, y));

}

vector<Edgex*> E;
E.reserve (m);

vector<vector<Arrow> > adj(n); // adj[i] := sipky vychadzajuce z vrcholu i
vector<Edgex> vertical (n); // vertical[i] := hrana vychadzajuca z i iduca hore,
// alebo NULL ak taka nie je
for (int i = 0; i < m; i++) {
int a, b;

cin >> a >> b;

a——; b——;

if (P[b] < P[al) { // hrana vzdy ide od mensieho bodu do vacsieho
swap (a, b);

}

Edgex e = new Edge(P[a]l, P[b], 2xi, 2xi+l);

E.push_back (e);

adjla] .push_back (Arrow (e

adj[b] .push_back (Arrow (e

if (Pla)l.x == P[b].x) {
verticalla] = e;

}

; 0));
;1))
// nastavime, ze <e> je vertikalna hrana z <a> hore

}

// spocitame si regiony
vector<vector<Arrow> > borders;
vector<ld> areas;

calc_regions (adj, E, borders, areas);

// Usporiadame si vrcholy od najmensieho po najvacsi, aby sme
// potom vedeli binarne vyhladat najvacsi mensi alebo rovny bod.
vector<int> pOrder (n); // pOrder[i] := ktory bod je i-ty?
vector<pair<Point, int> > sortedP;
sortedP.reserve (n);
for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
sortedP.push_back ({P[i], i});
}

sort (sortedP.begin(), sortedP.end());
for (int i = 0; i < n; i++) {
pOrder[i] = sortedP[i].second;

}

// Zametanie, s perzistentnym stavom.
vector<Treap<Edge>x> H;
Treap<Edge>* curr = new Treap<Edge>();
H.reserve (n+l);
H.push_back (curr) ;
for (int i : pOrder) {

comp_time = P[i].x;

comp_epsilon = 0;
for (Arrow a : adjl[i]) {
if (a.is_vertical() \\ la.reversed) { // zvisle hrany a hrany iduce doprava ignorujeme
continue;

}

curr = curr->remove (a.edge);

}

comp_epsilon = 1;

for (Arrow a : adj(i]) { // zvisle hrany a hrany vchadzajuce zlava ignorujeme
if (a.is_vertical() || a.reversed) {
continue;

}
curr = curr->insert (a.edge);
}
H.push_back (curr) ;
}

// Zodpovieme vsetky otazky!

for (int quest = 0; quest < g; quest++) {
int x, y;
cin >> x >> y;
Point p(x, Vy);

{ // Najprv zistime, ci bod lezi na niektorej zvislej hrane.
// Na to najprv vyhladame najvacsi mensi alebo rovny bod.

int 1 = -1, r = n;
while (r-1 > 1) {
int s = (l+r) / 2;

Point midp = P[pOrder[s]];
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1 =s;
}
else {

r = s;

// Ak existuje mensi alebo rovny bod: ak je to rovny bod, rovno
// balime. Inak sa pozrieme sa na hranu iducu z neho hore. Lezi
// nas bod na tejto hrane?
if (1 >= 0) {
int i = pOrder([l];
Point start = P[i];
Edgex up = verticallil];
if (start == || (up != NULL && up->contains(p))) {
cout << ”-1" << endl;
continue;
}
}
}

// Vyhladame spravnu verziu treapu (poslednu, co bola pred alebo
// zarovno s nasim bodom) .

int 1 = -1, r = n;
while (r-1 > 1) {
int s = (1+r) / 2;

Point midp = P[pOrder(s]];
if (p >= midp) {

1= s;
}
else {

r = s;

}
}

// V tejto verzii treapu najdeme lower_bound (najvacsiu hranu,
// ktora je mensia alebo rovna ako nas bod). Podla tejto hrany
// zodpovieme otazku.

comp_time = x;
comp_epsilon = 1;
Edge temp(p, 1);
Treap<Edge>* node = H[r]->lower_bound(&temp) ;
if (node == NULL || node->value->contains(p)) {
cout << ”-1" << endl;
continue;

}
int face = node->value->1face;
if (areas[face] <= 0) {

cout << ”-1" << endl;

continue;
}
cout << (long long) (areas[face] / 2) << ((long long)areas[face] % 2 ? ”7.5” : ””) << endl;
}
return 0;

}

Zaverecné poznamky

Déatovym $truktiram, ktorych stav sa nemeni (ang. immutable) a vedia iba vracat nové objekty, sa hovori
funkciondlne ddatové struktiry. Ich vyhodou oproti inym implementaciam perzistencie je, Ze sme schopni “po-
kracovat” nielen v aktudlnej verzii objektu, ale aj v starych verziach. Casova os teda nemusi byt os, méze to
byt aj strom.

Naproti tomu ale existuje implementécia perzistentného treapu, ktord potrebuje menej pamite: iba O(1)
amortizovane na kazdt zmenu, oproti O(logm) v pripade funkciondlneho treapu. Pre zdujemcov odporuc¢im
tento ¢lanok’ od legiend Sleatora a Tarjana, strany 93 az 97.

"http://www.cs.cmu.edu/ sleator/papers/another-persistence.pdf
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