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Vzorové rieSenia 1. série zimnej Casti

Matas
1. Zafalo malo miesta (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Zékladnd myslienka algoritmu pre hladanie najlepSieho disku je velmi jednoduché. Budeme si pamiitat
najlepsi disk, aky sme doteraz nasli (na zaciatku si zoberieme nejaky fiktivny, naozaj zly disk), postupne
prejdeme vsetky disky a kazdy porovname s tym, ktory bol doteraz najlepsi. Vzdy, ked je nejaky disk vyhodnejsi
ako ten, ¢o vyhraval doteraz, stane sa najlepsim on.

To, ¢o ostava vymysliet, je, ako porovnat dva disky, bez toho, aby sme spocitali samotna cenu za gigabajt.
Ak by sme mohli pouzivat realne ¢isla, cenu za gigabajt by sme porovnavali nasledovne:

cena_aktualny >  cena_najlepsi

kapacita_aktualny < kapacita_najlepsi

Delenie je vSak operécia, pri ktorej vznikaju desatinné ¢isla, preto sa chceme tejto operécii vyhnit. Obe
strany mozeme prendsobit kapacitami diskov. Dostaneme:

cena_aktualny - kapacita_najlepsi % cena_najlepsi - kapacita_aktualny

Vysledok tohto porovnania bude rovnaky, ako vysledok toho predoslého. Ak v pdvodnej nerovnosti platilo
“<”, “>" alebo “=", bude rovnaky vztah platit aj v druhej nerovnosti. AvSak, pri pouziti tohto porovnania sa
nemusime obdvat vzniku desatinnych éisel, lebo nepouzivame delenie.

Aka je zlozitost tohto algoritmu? KedZe na vstupe mame n diskov, ktoré musime nacitat, zloZitost bude aspor
O(n). Pri porovnavani diskov sa na kazdy pozrieme iba raz, ked ho porovnévame so zatial najvyhodnejsim. Kazdé
porovnanie pouziva iba ndsobenie ¢isel s konstantnou zloZitostou a teda celkova Gasova zlozitost bude O(n).
Pamiitova zlozitost je O(1), pretoZe si sta¢i pamitaf len doteraz najlepsi disk. Na ostatné moézeme zabudnif.

Niektori z véas si zbytocne stazovali zivot hladanim najmensieho spolo¢ného ndsobku kapacit alebo cien
diskov. To vSak algoritmu nepomdze a akurat ho to moze spomalit, pretoze hladanie nsn(a,b) trva O(logb).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

int main () {
int n, kapacita, cena;

int best_kapacita = 0; //Inicializujeme najlepsi najdeny disk na nieco,
int best_cena = 1; //co je zarucene nevyhodnejsie ako cokolvek ine
scanf (”%d”, &n) ;
for (int 1 = 0; 1 < n; i++){
scanf (”%$d.%d”, &kapacita, &cena);
if ( cena * best_kapacita < Dbest_cena » kapacita ){ //nase upravene kriterium
best_kapacita = kapacita;
best_cena = cena;

}
}

printf("%du%d\n", best_kapacita, best_cena);

Listing programu (Pascal)

var i, n, best_kapacita, best_cena, kapacita, cena :integer;
begin
best_cena := 1;
best_kapacita := 0;
readln (n) ;
for i:=1 to n do begin
readln (kapacita, cena);
if ( cena x best_kapacita < Dbest_cena * kapacita ) then begin

best_kapacita := kapacita;
best_cena := cena;
end;
end;
writeln (best_kapacita, ’.’, best_cena);

end.

strana 1 z 13 http://ksp.sk/



Askar
2. Zazracné platenie (max. 5 b za popis, 5 b za program)

Uloha je pomerne priamociara — je potrebné zratat stcet cifier ¢isla na vstupe. Ako to spravit? Na to existuje
viacero réznych pristupov a my si ukazeme dva z nich.

Sucet cifier pomocou celociselného delenia

Vsimnime si, Ze poslednt cifru ¢isla n vieme ziskat ako zvySok po deleni 10 (operdtor % v C++ a Pythone,
mod v Pascale). Rovnako si vSimnime, Ze celd ¢ast ¢isla n po deleni 10 (operator / v C++, // v Python a div
v Pascale) vyzera ako povodné n, ale bez poslednej cifry. Zopakovanim tohto postupu sa vieme dostat aj ku
predposlednej cifre ¢isla n. A potom k predpredposlednej. A tak dalej.

Takymto spdsobom vieme prejst cez vSetky cifry ¢isla n. Ak ich pocas toho budeme aj s¢itavat, tak ziskame
nas zelany ciferny stcéet — digits(n).

Casové zlozitost tohto pristupu je imerna poctu cifier ¢sla n, ¢o je zhruba hodnota log n, preto dostdvame
zlozitost O(logn). Pamitova zlozitost je konstantna.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

long long digits(long long n) {

long long sum = 0;

while( n > 0 ) {
long long last_digit = n % 10;
sum += last_digit;
n=n/ 10;

}

return sum;

}

int main () {
long long n;
cin >> n;
cout << n - digits(n) << endl;

Sucet cifier pomocou nacitania Cisla ako retazca

Trikovejsi sposob, ako vyriesit tlohu, je precitat ¢islo na vstupe ako refazec — postupnost znakov. Potom
staél kazdy znak skonvertovat na ¢islo a éisla $¢itat. V jazyku Python sa toto robi obzvlast pohodlne.

Listing programu (Python)

n = input ()
print (int (n) - sum([int (x) for x in n]))

Jano
3. Zaujimavé kimenie strasidelnej priSery (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Kazdy pavik moze stretntf priseru najviac v jednom stipci a to najviac raz. Vieme pomerne jednoducho
spocitat, ¢ pavik vobec dokaze stretnif priseru a ak ano, tak v ktorom stipci ju stretne.

Ak sa nam toto podari zistit, odpoved na tlohu zistime tak, Ze najprv vyrobime pre kazdy stipec poéitadlo
(na zadiatku s hodnotou 0) a nasledne cyklom prejdeme vSetky paviiky. Pre kazdého pavika vypocitame stipec,
v ktorom pavik stretne prieru a ak taky stlpec existuje, zvysime si poéitadlo daného stipca. Na konci len
vypiSeme pocitadla pre kazdy stipec.

V programe budeme rozlisovat paviky podla toho, ktorym smerom sa hybu. Paviky, ktoré ida na juh (dolu)
priSeru nestretnt nikdy, pretoze st vZdy pred nou. Pavuky, ktoré idu na sever (hore) stretni priSeru v tom
stipci, v ktorom sa nachadzaju.

Pavtky, ktoré idt na zapad (vlavo), moZu stretnat priSeru len vtedy, ked sa priSera ocitne v rovnakom
riadku, pretoZe tieto paviky ida stale po tom istom riadku. To, kedy to bude, vieme Tahko vypodcitat: priSera
sa do k-teho riadku dostane po k sekundédch. Takze pavik, ktory ide na zdpad a zacina na pozicii (k;, s;) moze
stretntf prigeru iba po k; sekundach od zaciatku pohybu. A vtedy sa pavik bude nachadzat v stlpci s; — k;
(alebo uz bude schovany pod podlahou, ak s; — k; < 1). Preto tento paviik bud stretne priseru v stipci s; — ki,
alebo ju nestretne vobec (ak s; — k; < 1).

Podobne paviiky, ktoré idu na vychod (doprava) stretnii priseru v stipci s; + k; alebo vobec, ak s; + k; > s.
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Casova zlozitost riesenia je O(p + s). Nacitanie vstupu a vypocet pre kazdého pavika zaberie O(p) casu.
Vypis vystupu O(s). Pamétova zlozitost je O(s).

Listing programu (C++)

#include<iostream>

#include<algorithm>

#include<vector>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i)

int S[5000017];
int pocet,k,s,ki,si;
char c;

int main () {
// Precitame pocet pavukov, riadkov a stlpcov
cin >> pocet >> k >> s;
For (i, pocet) {
// Pre kazdeho pavuka nacitame jeho poziciu a smer
cin >> ki >> si >> c;

// Ak ide na juh, nestretne priseru, v ostatnych pripadoch spocitame,
// kde ju stretne a zvysime pocitadlo daneho stlpca

if (c == '8") S[si]++;

if ( = 77’ && si-ki > 0) S[si-ki]++;

if ( = 'V’ && si+ki <= s) S[sit+ki]++;

C
C

}
// Pre kazdy stlpec vypiseme pocitadlo. Pozor na medzeru za poslednym cislom.
For (i, s) cout << S[i+l] << char((i::s—l)?’\n’:’_’);

vyskumny tim Katedry Sprchovania a Plavania
4. Zaspineni programatori (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Podme si princip vysvetlit na prikade. Majme 7 sprchovych gélov, ktoré boli na zac¢iatku na kope v stave
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 a po jednom dni sprchovania v stave 0, 1, 3, 4, 6, 5, 2 (v tychto prikladoch za
“spodok” kopy povazujeme Tavi stranu riadku).

Najmensi mozny pocet

Ked sa programator sprchuje, tak vytiahne svoj sprchovy gél z lubovolnej pozicie v kope a polozi ho na vrch
kopy. To ni¢ nemeni na kope pod nim ani nad nim, okrem najvyssej pozicie. Preto, ak sa spodky pociatocnej
aj vyslednej kopy zhoduji, znamena to, Ze tieto gély neboli pouzité — v nasom pripade gély 0, 1. Pouzity gél
sa prejavi tak, ze chyba vo vyslednej postupnosti na svojom ocakavanom mieste — gél 2 v druhej postupnosti
chyba. Gély nad nim (ak nie st pouzité) st ale stale v nezmenenom poradi — gély 3, 4. Dalej je povodné poradie
opéf narusené, lebo bol pouzity gél 5.

Vo vyslednej postupnosti na pévodnych miestach teda chybaji gély 2, 5, a preto je v tomto priklade
odpovedou 2.

Najvacési mozny pocet

Tu je odpoved celkom zrejmé. Kazdy programétor sa sprchuje najviac raz za deil. Nech vysledna kopa vyzera
akokolvek, vzdy ju vieme vytvorit tak, Ze sa osprchuju vSetci programatori prave v poradi, v akom su gély vo
vyslednej kope. Teda, ak sa chce sprchovat ¢o najviacsi pocet programatorov, kazdy sa bude sprchovat prave
raz. Odpoved je teda n.

Podme implementovat

Zakladnéd myslienka algoritmu je, Ze mame 2 ukazovatele, jeden do kazdého z dvoch poli. Najskor ukazuju
na podiatoéni poziciu. Mame tieZ premenni, kde si pamétame, kolko pouzitych Sampdénov sme nasli.

Ak sa c¢isla Samponov, na ktoré ukazovatele ukazuji, zhoduji, oba sa posunii o jednu poziciu doprava. Nasli
sme nepouzity gél.

Ak sa niekde nezhodujt,' zvysime pocet osprchovanych programatorov a preskoéime pouzity gél v pévodne;
postupnosti (posunieme ukazovatel o jedno doprava). Postupnosti sa buda zhodovat, az kym nendjdeme dalsi
pouzity gél.

Postup opakujeme, kym neprejdeme celt povodnt postupnost. Na konci budeme mat najmensi moZzny podet
osprchovanych programéatorov.

ITak hura! Niekto prekonal svoju averziu k vode a osprchoval sal
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Zlozitosti

Z popisu algoritmu je zrejmé, ze ¢asové zlozitost bude O(n), lebo kazda postupnost prejdeme nanajvys raz.
Lepsia Casova zlozitost sa dosiahnut nedé, lebo musime nacitat cely vstup. Pamétfova zlozitost bude tiez O(n).
LepSie to opit nejde, lebo ked postupnosti prechddzame, musime si aspon jednu pamétat celi.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>
#define For (i, n) for(int i = 0; i < n; 1i++)
int n;

int povodna[500042], vysledna[500042]7;

int main() {
scanf (”.%d”, &n);
For (i, n) scanf (”_-%d”, &povodnalil);
For (i, n) scanf (”.%d”, &vyslednalil]);

int a = 0, b = 0, pouzite = 0;
while(a < n){
if (povodnala] == vyslednalb]) {
at+;
b++;
} else {
at+;
pouzite++;

}

printf (”%d\n%d\n”, pouzite, n);
return 0;

Listing programu (Python)

input () # n nas nezaujima :P
povodna_kopa = input () .split ()
vysledna_kopa = input () .split ()

b=20
vysledok = 0
for gel in povodna_kopa:
if gel == vysledna_kopal[b]:
b += 1 # Kopy sa zhoduju, ideme dalej

else:
vysledok += 1 # Niekto sa osprchoval

print(’{O}\n{l)’.format(vysledok, len (povodna_kopa)))

Peta
5. O Vlejdovom bicykli (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Na ziskanie 7-8 bodov za tento priklad stacilo bruteforce rieSenie “vyskusame vsetky trojice” s Casovou
zlozitostou O(n?). (Samozrejme, aj tu si treba dat pozor na to, Ze ak tri rrky maji tvorit trojuholnik, musf
pre ne platit, ze stcet dlzok fubovolngch dvoch rirok je viicsi nez dlzka tretej rarky).

RieSenie vieme zlepsit vyuzitim informécie o obvode trojuholnika. Namiesto zmyslania v $tyle “vyskusame
vietky trojice, ¢i ndhodou nebudi mat sicet d,”, pouzijeme $tyl “vyskisame dvojice, dopocitame si dlzku tretej
strany trojuholnika a overime ¢i mdme tycku sprdvnej dizky.” Overenie sa da spravit napriklad bindrnym vy-
hladdvanim, ¢m by sme dosiahli ¢asovii zlozitost O(n?logn). Aby sme vedeli bindrne vyhlad4vat, musime na
zadiatku algoritmu pole utriedit, ale to nie je ziaden problém, pretoze zloZitost triedenia je O(nlogn).

Este lepsie rieSenie vieme dosiahnuf pristupom: “Vyskisame vsetky moznosti pre najdlhsiv rirku, jej dizku
oznacime r;, a pokisime sa zistit, ¢i sa medzi palickami nachddzaji dve so suctom dlzok d — r;, pricom obe si
nanajvys také dlhé ako r;.”

Preco ndm toto pomdze? Pretoze v utriedenom poli ¢isel vieme najst dve také, ktoré maju sadet x, v
linedrnom ¢ase. Staci pouzit dvoch bezcov: dva pointre ukazujice do pola, na za¢iatku inicializované na zaciatok
a koniec pola. Pokial je sti¢et prvkov, na ktoré ukazuji, mensi ako x, posunieme lavy pointer doprava. Pokial
je studet prvkov, na ktoré ukazuja, viacsi ako x, posunieme pravy pointer dolava. Ak je stdéet rovny x, nasli
sme prvky, ktoré sme hladali. Nuz a pokial sa stane, Ze lavy pointer je napravo od pravého pointra, v poli sa
nenachadzaju také dva prvky, ktorych sacet by bol z.

Prehodme pér slov o tom, preco to funguje a pre¢o to mé linearnu ¢asovu zlozitost. Pokisame sa zistit, ¢i
vo vzostupne utriedenom poli ag aZ ag, st dve ¢isla a;, a; také Ze a; + a; = .
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Pokial ag + ar > z, tak pre vSetky ¢ > 0 plati, Ze a; + ar, > = a teda ay nemodze byt a,. Preto moézeme
ay zahodif. Analogicky, ked ag + aj < x, mdzeme zahodif ag. Po zahodeni dostaneme o jedna kratsie pole, na
ktorom rieSime rovnaku tulohu.

Kedze zahadzujeme len tie prvky, ktoré nemézu byt hladanymi a;, a;, tak bud tieto prvky ¢asom néjdeme,
alebo zistime, ze sme vSetko zahodili a prvky sa v poli nenachddzaji. V kazdom kroku, v ktorom sme nenasli
odpoved, sme postupnost skratili, takze asové zlozitost je O(k), kde k je pociatoéna dlzka postupnosti.

Takze cely algoritmus bude fungovat takto: pole diZok rirok si utriedime, postupne si kazda rirku (jej dizku
oznaéime r;) zvolime za “najdlhsiu rarku trojuholnika”. Pokial 2r; > d, rovno vieme, Ze to, ¢o by sme poskladali,
nebude trojuholnik. V opa¢nom pripade sa pokisime ku nej najst (v ¢asti pola, v ktorej su len kratsie rarky)
dve také rarky, ktoré maju sucet dlzok rovny d — r;. Ak sa podarilo, vypiSeme DA SA, ak sa to nepodari pre
Ziadnu “najdlhsiu rarku trojuholnika”, vypiseme NEDA SA. Casova zloZitost algoritmu pre jednu testovaciu sadu
je O(n?). Jeho pamitova zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main() {

int t, d, n, najdlhsia, a, b;

long long sucet;

bool bicykel;

cin >> t;

for (int 1 = 0; 1 < t; ++1i) {
cin >> n >> d;
vector<int> r(n);

for (int j = 0; J < n; ++j) cin >> r[j];
bicykel = false;
sort (r.begin(), r.end());

najdlhsia = 2;
// Skusame vsetky rurky, ci by mohli byt najdlhsou rurkou trojuholnika
while (najdlhsia < n && r[najdlhsial#*2 < d && !bicykel) {
a = 0;
b = najdlhsia - 1;
// Hladame dve zvysne rurky pasujuce k vybranej najdlhsej
while (a < b && !bicykel) {
sucet = (long long)r[a] + (long long)r([b] + r[najdlhsial;
if (sucet > d) b--;
else if (sucet < d) at+;
else bicykel = true;
}
najdlhsia++;
}
if (bicykel) cout << ”DA_SA” << endl;
else cout << ”NEDA_SA” << endl;

Kubo
6. Obchodnicke obtiaze (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Najskor sa pozrieme na jednoduchsie algoritmy, ktoré vds mohli pri rieSeni tejto tlohy napadnut, nasledne
si predstavime dynamické programovanie a nakoniec v nom najdeme maly trik ku vzorovému rieseniu.

Jednoduché algoritmy

Prvéa vec, ktord nas napadne pri lubovolnej tlohe, je brute force. Ten vSak bude prili§ pomaly. Navyse pri
tejto tlohe je aj jeho implementécia netrividlna, takZe je jednoduchsie sa zamysliet nad rychlej$im rieSenim.

Dalsi jednoduchy pristup st greedy algoritmy. No & uZ vyberame pre zakaznika najlacnejsiu alebo najdrahsiu
knihu, d4 sa najst protipriklad, na ktorom nezvolime optimélnu stratégiu. Podme sa teda pozriet na myslienkovo
narocnejsie riesenie, ktoré ale uz bude korektné.

Dynamické programovanie

Tato tloha sa d4 celkom prijemne rie$it pomocou dynamického programovania — dynamiky. Dynamika je
algoritmus, v ktorom zo stavov, ktoré uz pozndme, postupne pocitame dalsie, az kym sa nedostaneme ku
vysledku.

V tejto ulohe bude nasim stavom pocet uz predanych knih a vrchné tri knihy na kope. Informaécia, ktora
pre tento stav chceme vediet, je maximum petiazi ktoré vieme mat vtedy zarobenych. Medzi tymito stavmi sa
prestivame predajom knih. Pri kazdom predaji preddme jednu knihu (konkrétneho zékaznika vieme uréit z poétu
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predanych knfh) a namiesto nej do trojice zndmych knih ddme dal$iu knihu z kopy. Tymto ndm vznikol novy
stav. Ak uz sme taky stav niekedy dosiahli, tak si porovndme zarobené peniaze a zapamitdme si maximum.

Implementovat to budeme pomocou Stvorrozmerného pola, kde jedna stradnica bude pocdet predanych knih,
dalgimi tromi budd vrchné tri knihy na kope, a hodnota jedného policka budi peniaze zarobené v danom stave.

Samotny algoritmus bude postupne prechadzat vSetky policka (stavy). Pre dané policko si vypodcita stav,
ktory mu vznikne predajom prvej knihy, a na policko tohto nového stavu skutsi ulozit peniaze, ktoré by takto
zarobil. No ¢o ak sa na toto policko uz dostal predtym? Preto sa najskor pozrie, ¢i uz na danom policku nie je
uloZend vicsia hodnota, ako by zapisoval. Ak dno, tak nespravi ni¢, pretoZe by prepisoval optimalnejsie rieSenie.
V opac¢nom pripade zapise novli hodnotu. To isté zopakuje pre druhu a tretiu knihu.

KedZe si pamétame Stvorrozmerné pole, kde kazda zo stradnic moZze mat velkost az n, pamitova zlozitost
bude O(n?). A kedze vietky tieto policka podas vypoétu prechadzame, tak aj ¢asova zlozitost bude O(n?).

Uz mame skoro vzorové riesenie, ale n* je predsa len prili§ pomalé a na najvicsich vstupoch nestiha. Sktisme
teda nase rieSenie trochu zoptimalizovat.

Zlepsenie zlozitosti

Pozrime sa bliz$ie na predaj jednej knihy. Zakaznik pride, kipi si jednu z vrchnych troch knih a odide. Kedze
sa jedna z vrchnych troch knih zobrala, stvrta kniha z kopy sa “presunula” na tretie miesto. Toto sa deje pri
kazdej ktpe knihy?. Trefou knihou na kope bude teda po Iubovolngch k nakupoch vidy k + 3-tia v povodnej
kope.

Nam si teda staci pamiitat len tto tretiu knihu a celkovy pocet knih si z nej budeme vediet Tahko. Celkovo
teda mame tri vnorené cykly, ¢o ndm déva ¢asovii a aj paméifovi zlozitost O(n?3).

Listing programu (C++)
#include<iostream>
#include<algorithm>
#include<vector>

using namespace std;

#define MIN_INFTY -56789

int n, B[542], H[542];
int data[542][542]1[542];
int main () {
cin >> nj; //nac¢itame vstup

for (int i
for (int i

0; i<n; ++i) cin >> H[i];
0; i<n; ++i) cin >> B[i];

H[n] = H[n+1] H[n+2] 0;

B[n] = B[n+1] H[n+2] = 0;

//vytvorime si sentinely, t.j. hranice na okraji nasich hodnét, aby sme
//nemuseli oSetrovat hranicéné pripady. V tomto pripade doplnime hodnoty o
//tri bezcenné knihy na spodku kopy a troch Svorc kupcov na konci. Je
//Iahké vidiet, zZe v kazZdom optimdlnom rieseni si tito traja kupci vezmu

//tieto tri knihy, a nam to uSetri kopu if-ov

for(int i = 0; i<2; ++i) { //inicializujeme si pole
for(int j = 0; j<n+2; ++3) {
for (int k = 0; k<(n+2); ++k) {

data([i] [j][k] = MIN_INFTY;
) }
}
data([0]1([11([2] = 0; //poliatolny stav
for (int i=0; i<n+1l; 1i++){ //prejdeme cez jednotlivé stavy

for (int j=i+1; J<n+2; J++){
for (int k=7j+1; k<n+3; k++){
int current = datal[i][]j] [k]

data[j] [k] [k+1] = max(data[a][k][k+l], current + H[i]*B[k-2]);
data([i] [k] [k+1] = max(data[i] [k] [k+1], current + H[J]*B[k-2]);
data[i][Jj] [k+1] = max(datal[i] [J] [k+1], current + H[k]*B[k-2]);
}
}
}
cout<<data[n] [n+1] [n+2]<<endl; //vypisSeme stav, kde ndm ostdvaju nami

//doplnené bezcenné knihy

Vzorové riesenie

Pamiifova zlozitost O(n?) viak stale nestaci na plny pocet bodov, skiisme ju teda trochu orezat.

2 A% na okrajovy pripad, ked st na kope menej ako $tyri knihy.
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Pri predchadzajicej optimalizacii sme vyuzili fakt, Ze tretia kniha na kope sa nam pri kazdom predaji zmeni
na ti pod tiou. Tento fakt ndm ale d4va viac, nez sme vyuzili. Vdaka tomu totiz vieme, Ze zo stavov, kde tretia
kniha je k-ta sa vieme dostatf jednym predajom len do stavov, kde tretia kniha je k + 1-v4. A naopak, do stavov
kde tretia kniha je k-ta sa vieme dostat len zo stavov, kde tretia kniha je k — 1-v4. Kedze potrebujeme len stavy
k — 1, nemusime si pamitat vSetky predchadzajuce. Staéi nam, ked si v jednom riadku pola budeme pamiitat
uz vypoditané stavy a do druhého budeme zapisovat novovypoditané stavy. No a ked ich dordtame, tak nam
staci len vymenit riadky a pocitat dalej.

Tym, Ze si v jednom momente paméitame stavy len pre dva pripady tretej knihy na kope, sme prave odobrali
dalsie n z pamétovej zlozitosti. Pamitova zlozitost teda bude O(n?).

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<algorithm>
#include<vector>

using namespace std;
#define MIN_INFTY -1023456789

int n, B[542], H[542];
int data[2][542][542];
//Prvd suradnica ndm bude reprezantovat tretiu knihu v kope.

int main () {
cin >> n;
for (int i
for (int i

0; i<n; ++1i) cin >> H[i];
0; i<n; ++1i) cin >> B[i];

for(int i = 0; i<2; ++1i) {
for(int j = 0; j<n+2; ++3) {
for(int k = 0; k<n+2; ++k) {

data([i] [j] [k] = MIN_INFTY;
} }
}
data(0][0][1] = 0; //Inicializujeme si pocliatolny stav
for(int i = 0; i<n; ++1) {

for(int j = 0; j<n+2; ++3)

{
for (int k = 0; k<n+2; ++k) {
int current = datali%2][j][k];
datal[ (1+1)%2]1[J] k] = max(datal[ (1+1)%2]1[J][k], current+B[i]«H[i+2]);
datal[ (i+1)%2] [i+2][k] = max(datal[ (i+1)%2] [1+2][k], current+B[i]+H[3]);
data[ (1+1)%2][Jj]1[i+2] = max(data[(i+1)%2][Jj][i+2], current+B[i]*H[k]);
//simulujeme predaj postupne tretej, prvej a druhej knihy v kope

}
}

cout << max(datal[n%2][n][n+l], data[n%2][n+1l][n]) << endl;

Mario

7. Ochrana pred povodnami (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Najprv si popiSeme myslienkovo jednoduchsie rieSenie, kde po pridani kazdej steny prehladame celit mapu

odznova a ukaZeme si zopar vylepsSeni tohto rieSenia. Nakoniec si ukdZeme vzorové rieSenie — offline — nacitame
cely vstup, spocitame rieSenie a vypiSeme cely vystup.

Viacnasobné prehladavanie

S vyuzitim prehladévanie do sirky (BFS — breadth-first-search) alebo prehladavania do hibky (DFS — depth-
first-search) sa d4 vymysliet jednoduché, funkéné riesenie, ktoré mohlo ziskat na testovaéi asponi 3 body.

V takomto rieseni si udrzujeme mapku celého ostrova ako dvojrozmerné pole. V nej mame zaznacené, ktoré
policka s voIné a na ktorych je mur. Postupne nac¢itavame vstup a po pridani kazdého kuska miru spustime
prehladavanie od okrajov mapy. Oznac¢ime/navstivime tak vSetky poli¢ka zaliate vodou. Spoéitame si pocet
zaliatych policok z a vystup programu, pocet chranenych poli¢ok, bude: w - h — z.

Pri kazdom prehladdvani navstivime kazdé policko mapy najviac raz, teda casova zlozitost jedného prehla-
ddvania bude O(w - h). Prehladdvanie ptstame po nacitani kazdého z n mirov, teda celkova ¢asova zloZitost
bude O(n - w - h).

Mierne zlep$enia® moézu byt napriklad:

3Ktoré nezmenia asymptotickii ¢asovi zlozitost pre vSeobecny pripad.
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e spustat prehladdvanie len ak st okolo miru iné miry — len vtedy vieme uzavriet nejaki oblast ochrannym
murom
/v 0 i > 7 . . 7 . 7 e
e spustat prehladavanie len ak uzavrieme savisly komponent mirov
/v 0 i > 7 . . K /. ’ . . ’ v X > 4 /. .
e spustat prehladavanie od miesta, kde sme postavili mar — ak nadjdeme okraj, tato ¢ast prehladavala tizemie
nechréanené pred vodou. Ak okraj nendjdeme, prehladali sme izemie ochranené pred vodou.

Takymto spésobom sa na testovaci dalo ziskat az 5 bodov.

\/zorové rieSenie

Na predoslom rieSeni si moZeme vSimnuat, Ze robime t0 isttl pracu stéle odznova. Policka zaliate vodou
prehladédvame v kazdom kroku. Aby sme dosiahli lepSiu ¢asovi zlozitost, nemoZzeme si dovolit prehladavat celt
mapu velakrat. Chceli by sme teda vediet pouzit tidaje z minulosti.

Ale ako? Ked uzavrieme mir — ochrdnime tizemie vnutri. Chceli by sme vediet, aké je toto tizemie velké. Po
predoslom prehladdvani je ale vonkajSok aj vnitro muru oznacené ako voda, ¢o ndm vobec nepomdze.

Co ak by sme to robili odzadu? Co ak by sme miry namiesto pridévania odoberali? Uzemie vonku mutru moze
byt oznacené ako VODA, tizemie vnutri ako CHRANENE. Ak odstranime stenu, vieme spustit prehladdvanie na
polic¢kach oznadenych ako CHRANENE a spoéitat, kolko poli¢ok bolo vnutri — kolko ich bude zaliatych vodou.
Nevieme teda mur stavat, ale vieme ho rychlo burat.

Presne toto aj urobime. VyrieSime tilohu odzadu. Presnejsie, nac¢itame cely vstup, vypocitame vsetky riadky
rieSenia a vypiSeme ich v opa¢nom poradi, ako sme ich pocitali.

Opit budeme mat dvojrozmernt mapu a na nej bude kazdé policko bud STENA, VODA alebo CHRANENE.

Vsetky policka mapy najprv nastavime ako CHRANENE. Nadcitame si cely vstup a do mapy zaznac¢ime
vsetky STENY.

Pomocou jedného prehladdvania od okrajov mapy potom zaplavime vSetko tizemie, ktoré sa d4, VODOU.
Prehladavanie navstivi vietky zaplavené policka, a tak prva odpoved (posledné vypisana.) bude w-h—zaplavene.

Nésledne spractivame vstup odzadu. Odstranime stenu® a pokial stena susedila s vodou, spustime prehla-
dévanie z tohto miesta po polickach CHRANENE. Zaplavime tak vSetko tzemie, ktoré bolo doteraz vnitri
maru.

Odpoved v kazdom kroku je w - h — zaplavene. Ak stena nesusedila s vodou, zostane odpoved rovnaka ako v
predoslom kroku, lebo velkost zaplaveného tizemia sa vtedy nezmeni. Vystupy vypiSeme v opa¢nom poradi ako
sme ich vypocitali.

V tomto algoritme kazdé policko mapy navstivime prehlad4dvanim prave raz® a tak je jeho asova zlozitost
len O(w - h).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <vector>

#include <queue>

#define For (i,N) for(int i=0; i<N; i++)
#define pb push_back

#define mp make_pair

#define ff first

#define ss second

#define VODA 0
#define CHRANENE 1
#define STENA 2
using namespace std;

typedef pair<int,int> pii;

int dx|[

]
int dy/[]

{-1,0,1,-1,1,-1,0,1};
{-1,-1,-1,0,0,1,1,1};

int w, h, n, zaplavene=0;
vector<vector<int> > mapa;
vector<pii> steny; // vstup
vector<int> odpovede; // vystup

// z policka [x,y] rozlievame vodu do vsetkych CHRANENYCH
void bfs(int x, int y) {
if (mapaly] [x] != CHRANENE)
return;

4Najskor ale skuste povedat vas tip: kto je za stenou? Priatel z detstva? Byvala laska? Niekto komu ste pomohli? Odstranime
stenu?
5Na konci algoritmu je mapa prazdna — kazdé policko je VODA.
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int

queue<int> g;

g.push (x); q.push(y);
mapaly] [x] = VODA;
zaplavene++;

while (!g.empty()){

int x = g.front(); g.pop();
int y = gq.front (); q.pop();
For (i,8) {
int nx = x+dx[i];
int ny = y+dy[i];
if (mapa[ny] [nx] == CHRANENE) {
g.push(nx); g.push(ny);
mapa [ny] [nx] = VODA;

zaplavene++;

main () {
scanf (”.%d_%d.%d”, &w, &h, &n);
mapa.resize (h+2, vector<int> (w+2, CHRANENE)) ;

// po okrajoch mapy dame vodu
For (i, w+2) mapalO][i] = mapal[h+1][i]

= VODA;
For (i, h+2) mapa[i][0] = mapal[i] [w+1]

VODA;

// nacitame zoznam stien a zaznacime vsetky do mapy
For (i, n) {

int x,y;

scanf (”.%d.%d”, &x, &y);

steny.pb (mp (x,y)) ;

mapaly] [x] = STENA;
}

// rozlievame vodu postupne od okrajov
For(i,w){ bfs(i+l,1); bfs(i+l,h); }
For(i,h){ bfs(l,i+1); bfs(w,i+1l); }

for (int i=n-1; i>=0; i--){
odpovede.pb (wxh - zaplavene);

int x = steny[i].ff;
int y = steny[i].ss;
// odstranime stenu
mapa[y] [x] = CHRANENE;
// ak je aspon 1 sused voda, zalejeme vnutro komponentu
For(j,8)
if (mapaly+dy[3]][x+dx[]J]] == VODA) {
bfs(x,y);
break;

}

for (int i=n-1; i>=0; i--)
printf (”%d\n”, odpovede[il);

return 0;

Uloha sa da naprogramovat aj trocha jednoduchsie, tu mézete vidiet stru¢nej$iu implementéciu algoritmu.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<vector>

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i)
#define CHRANENE 0

#define VODA 1

#define STENA 2

typedef std::vector<int> vi;

int
int
int

w,h,n, mokre = 0, M[2047][2047];

ax[] = {1,1,1,0,-1,-1,-1,0};
dy(l = {1,0,-1,-1,-1,0,1,1};
void zaplav(int x, int y) {
if (x<0 || y <0 || x>=w || y>=h) return;
if (M[x][y] != CHRANENE) return;
M[x] [y] = VODA;
mokre++;

int

For(d, 8) zaplav(x+dx[d], y+dyl[d]);

main () |
scanf (”%d%d%d”, &w, &h, &n); w+=2; h+=2;
vi X =vi(n), Y = vi(n), A = vi(n);
For (i,n) {
scanf (”%d%d”, &X[1i], &Y[i]);
M[X[1]]1[Y[i]] = STENA;
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}
zaplav (0,0);

for(int i = n-1;i>=0;--1) {
A[i] = wxh-mokre;
M[X[i]][Y[i]] = CHRANENE;
For(d, 8) if (M[X[i]+dx[d]][Y[i]+dy[d]] == VODA) =zaplav(X[i], Y[i]);

}
For (i, n) printf(”%d\n”, A[i]);

Zaba
8. O()kl’lzleni (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako ziskat lahké body

V piatich z 6smich testovacich sad platilo, ze n - ¢ < 1000000. To znamena, Ze pri kazdej otdzke mdzeme
prejst celym polom, v ktorom si pamétame, pod ktorym pohdrikom sa nachddza gulicka a nieco s nim spravit.
Toto nam déva taki volnost, Ze sa tloha blizi obtiaznostou k tlohe ¢islo 4. Preto, ak ste neziskali za tto lohu
ziadne body, zoberte si to ako ponaudenie a nabudice sa pozerajte, ¢o vam dovoluju limity v zadani.

Ako teda vymysliet prvé riesenie, ktoré spracovava kazda otazku v ¢ase O(n)? Potrebujeme spracovavat dve
operacie — invertovanie intervalu a zistenie najdlhsej podpostupnosti niil a nasledne jednotiek. Prva operacia je
lahkd. Naozaj prejdeme cely zadany interval a zmenim kazdé ¢islo na to opacéné.

Co sa tyka druhej, pouzijeme velmi jednoduché dynamické programovanie. Budeme polom prechadzat zlava
doprava a v kazdom momente si budeme pamétat dve ¢isla. Aka je najdlhsia podpostupnost z doposial videnych
prvkov, ktorad koné¢i nulou (pg) a aka je najdlhsia postupnost z doposial videnych prvkov kondiaca jednotkou
(p1)- Nie je problém vymysliet, ako sa tieto ¢isla budi menit.

Ak budeme mat na aktualnom policku nulu, tak py = pg + 1 a p; zostane nezmenené. V opac¢nom pripade,
ked sa na policku nachddza jednotka, tak py zostane nezmenené a p; = max(pg + 1,p1 + 1). Po prejdeni celého
pola si jednoducho vyberieme viicsiu z hodnof py a p; ako dizku najdlhsej hlfadanej podpostupnosti.

Pamitova zlozitost takéhoto rieSenia je O(n) a ¢asova O(ng). Aj samotny program, ktory implementuje toto
rieSenie je pomerne jednoduchy:

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)

int main() {
int n;
scanf (”%d”, &n) ;
vector<int> A;
For(i,n) {
char c;
scanf (”_.%c”,&c);
A.push_back (c-"0");
}

int g;
scanf (”%d"”, &q) ;
For(i,q) {
int t;
scanf (”.%d”, &t);
if (t==1) {
int p0=0,pl1=0;
For(j,n) {
if (A[j]==0) pO0=p0+1;
else pl=max (p0+l,pl+l);
}
printf("%d\n",max(po,pl));
}
else {

int z,k;
scanf (”%d.%d"”, &z, &k) ;
for (int j=z-1; Jj<k; J++) A[J]=(A[J]+1)%2;

Intervalovy strom

Ked sa pozerdme na tlohu, mali by sme sa snazit najst podobnosti s inymi tlohami, ktoré sme riesili. Z
velkosti vstupu ndm moze vyplynat, Ze chceme kazd operaciu vykonat v ¢ase O(logn). Naviac nase operacie
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sa zameriavaju na intervaly naSeho pola. Toto vSetko by malo ukazovat na to, Ze chceme pouZit intervalovy
strom.

Samozrejme, toto nemusi byt zakazdym pravda. Moéze sa staf, Ze rieSenie pouzije vyhlad4dvacie stromy,
alebo otézky spracovéava offline, alebo kopec inych moznosti. Vzdy sa vSak oplati si prejst zoznam pouzivanych
konceptov a skusit ich aplikovat.

Na prvy pohlad to vSak posobi zvlastne. Klasicky s¢itaci, ¢i maximovy/minimovy strom ndm je v tomto
pripade tplne nani¢. To vSak nie je jediné vyuZitie intervalovych stromov. Tie ndm totiz pontkaji ovela vSe-
obecnejsiu Strukttru, ktord si pamitd v kazdom vrchole nejaké informacie o prislichajicom intervale a vie
jednoduchym sposobom spajat informécie pre synov do informécii pre otca. V nasej tlohe teda musime vymys-
liet, ¢o si musi pamitat kazdy z vrcholov.

Vieme, Ze jedna z otazok, ktort sa pytame, je: “Aké je dlzka najdlhsej podpostupnosti, ktora za¢ina nulami
a konéi jednotkami, na celom poli?” Co v podstate znamen4, Ze tto hodnotu si musi pamstat koreit naseho
intervalového stromu. A ak si to pamita on, musi si to pamiitat kazdy vrchol. Pre kazdy vrchol si teda zapa-
mitame hodnotu pg; — dizku najdlhsej podpostupnosti, ktora sa nachadza na danom intervale, za¢ina nulami
a kondi jednotkami.

Otézkou ale je, ¢i vieme z hodnot pg; pre synov urcit tito hodnotu aj pre otca. Odpovedou je, Ze nie. Ak
totiZ spojim dve takéto postupnosti, dostanem postupnost, ktora zac¢ina nulami, konéi jednotkami, ale niekde v
strede sa to eSte zmeni z jednotiek na nuly a opacne. A to nie je dobre — v celej podpostupnosti mame mat len
jeden zlom medzi nulami a jednotkami.

Pozrime sa, kde sa tento zlom nachédza. Ak sa nachddza v interale prislichajicom lavému synovi, znamen4
to, Ze z pravého syna moZzeme zobrat uz iba jednotky. A kludne moéZeme zobraf vSetky jedotky, ktoré sa v jeho
intervale nachddzaji. Naopak, ak sa zlom nachddza v pravom synovi, z lavého moZeme zobrat vSetky nuly. To
znamena, ze kazdy vrchol si musi pamétat dalSie dve hodnoty — pg je pocet nil v jeho intervale a p; je pocet
jednotiek.

V tomto okamihu vieme v8etky tri hodnoty vyratat velmi jednoduchym spésobom. Hodnoty g, 1 a lp; nech
patria Tavému synovi, hodnoty rq, 71 a r9; pravému a tie s p patria otcovi. Potom plati:

po =lo + 70
p1=1U+7r
po1 = max(loy + r1,lo + o1, lo +71)

Vsetky vyssie uvedené vzorce by mali byt intuitivne, ak vdm niektory nie je jasny, nakreslite si to. Posledn4
moznost |y + r1 nastane vtedy, ak je zlom presne medzi Tavym a pravym synom.

Tieto tri hodnoty nam stacia, ked sa nam invertuje iba interval o dizke jeden. Kedze viak budeme menift aj
vicsie intervaly, pridame si do kazdého vrcholu este hodnotu p1g — najdlhsia podpostupnost v tomto intervale,
ktoré zadina jednotkami a konéi nulami. Jej ratanie je velmi podobné tomu pri po;:

p1o = max(lyg + 70,11 + 710,01 + 70)

Spracovavanie dlsich intervalov

V naSom rieseni uz vieme odpovedat na jeden typ operécie (otdzku), tym Ze jednoducho z koreia vypiseme
hodnotu pg;. Treba vsak vyriesit, ako menit nas strom na zdklade druhého typu operacii (inverz intervalu).

V pripade, Ze meneny interval ma dlzku 1, je vSetko pomerne jednoduché. Proste zmenime hodnotu tohto
konkrétneho prvka v poli a nasledne postupujeme hore stromom az do korena, pricom zakazdym prepocitame
hodnoty vo vrchole. Zlozitost takejto operacie je O(logn). To ndm vSak nepomodze, ked madme zmenit dlhsi
interval.

V takomto pripade pouzijeme metdédu, ktorad sa vold lazy loading. Namiesto toho, aby sme zacali zdola,
zacéneme od korenla a postupne budeme zistovat, ktoré vrcholy maji cely svoj interval vnitri invertovaného
intervalu. Ked nédjdeme takyto vrchol, spravime nasledovné: vieme, ze vSetky d&isla, ktoré lezia pod tymto
vrcholom sa zmenili na opa¢né. Tym pddom sa ndm vymenia hodnoty py a p; a tieZ pg1 a pio (preto sme si
ju pridali). Tento vrchol z teda vieme opravit na spravne pozadované hodnoty bez toho, aby sme mali spravne
hodnoty aj v jeho synoch.

Co v8ak s vrcholmi, ktoré lezia pod nim? Tym zatial zatajime, Ze sa zmenili, akurat si do tohto vrchola x v
premennej lazy zaznacime, Ze eSte nepovedal vrcholom pod sebou, Ze sa maji invertnf. Nasledne prepocitame
hodnoty vSetkyjch vrcholov na ceste z koreia do tohto vrchola a mame vybavené.

Co vsak ked budeme potrebovat hodnotu z nejakého vrchola, ktory ma byt invertovany, ale este o tom
nevie? Ak sa stane nieco takéto, urcite budeme musiet prejst cez vrchol x. Ten vSak v momente, ked cez neho
prechddzame, zbad4, Ze eSte nepovedal vrcholom pod sebou, Ze sa maju invertovat, tak im to rychlo oznami a
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zmaze si hodnotu lazy. Vrcholy pod nim si teda povymienaja svoje hodnoty a zaznacia si hodnotu lazy, lebo
to musia povedat tym pod sebou. Tym padom vzdy, ked potrebujeme pouzit hodnotu nejakého vrchola, tento
vrchol uz pozné svoje skutoéné hodnoty a vie ndm ich povedat.

Dovod, preco je nieco takéto rychlejsie je ten, Ze robime iba robotu, ktora je absolitne nevyhnutna. Ak sa
totiz nikdy nespytame na ziaden vrchol pod x, naco by sme im oznamovali, Ze st zmenené? A vdaka premennym
lazy si vieme pamitat, kto eSte musi nie¢o povedat. Tento princip vobec nie je taky zloZity, ako by sa mohlo na
prvy pohlad zdat. Odporti¢ame si nakreslit nejaky strom na papier a popozerat sa, ako by sa tie hodnoty mali
menit a takisto si poriadne prestudovat nizsie uvedeny program, hlavne funkcie update() a process_lazy().

Zlozitost takejto operacie nie je o ni¢ vicsia ako klasické intervalové vyhladavanie — O(logn). Dostédvame
algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(gqlogn) a pamitovou zlozitostou O(n).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)

struct vertex {
int pO,pl,p01,pl0;
int lazy;

Vi

vertex T[3000047];
int moc2;

vertex create(int a, int b, int ¢, int d) {
vertex v;
v.pO0=a; v.pl=b; v.pOl=c; v.plO0=d;
v.lazy=0;
return v;

}

void reverse_vertex (int v) {
swap (T[v].p0,T[v].pl);
swap (T[v].p01,T[v].pl0);
}

void process_lazy(int v) {
if(T[v].lazy%2==0) return;
reverse_vertex (v) ;
T[v].lazy=0;
if (v>=moc2) return;
T[2xv].lazy++; T[2+v+1l].lazy++;

int answer () {
process_lazy(1l);
return T[1].p01;
}

void repair (int v) {
T[v].p0=T[2+v].pO+T [2xv+1]
T[v].pl=T[2xVv].pl+T[2xv+1
T[v].p0l=max (T[2%V].p01+T[2%v+1l].pl, max(T[2+Vv].p0+T[2%v+1].p01,T[2%V].p0+T[2xv+1].pl));
T[v].plO=max (T[2*v].plO+T[2xv+1].p0, max (T[2%v].pl+T[2xv+1].pl0,T[2*v].pl+T[2%v+1].p0));

.p0;
pl;

}

//<from,to) je interval, ktory potrebujeme zmenit, <zac,kon) je interval, ktory patri vrcholu v
void update (int v, int from, int to, int zac, int kon) {
process_lazy (v);
if (to<=zac || kon<=from) return;
if (from<=zac && to>=kon) {
T[v].lazy++;
process_lazy (V) ;
return;
}
int stred=(zac+kon)/2;
update (2%v, from, to, zac, stred) ;
update (2«v+1, from, to, stred, kon) ;
repair (v);

int main() {
int n,m;
scanf (”%d”, &n) ;
moc2=1;
while (n>moc2) moc2x%=2;
For (i,n) {
char c;

scanf (”.%c”, &c) ;
if(c=="0’) T[moc2+i]=create(1,0,1,1);
else T[moc2+i]=create(0,1,1,1);
}
for (int i=moc2-1; i>0; i--) repair(i);
scanf (”%d”, &m) ;
int xx;
For(i,m) {
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scanf (7 .%d"”, &xx) ;

if (xx==1) printf("%d\n",answer());
else {

int 1,r;

scanf (”_.%d.%d"”, &1, &x);

1-=;

update (1,1, r,0,moc2);
}
}
return 0;

}
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