KoreSpondencny seminar z programovania

000 XXXVII. roénik, 2019/20
Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

Sabinka a Marcel
1. Dvojicky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Je niekolko spdsobov, ako sa na tito tlohu pozerat. LiSia sa ¢asovou a paméitovou zloZitostou.

Priamociare rieSenie
Pre kazdy mozny zaciatok intervalu potrebujeme zistit, aky je sucet prvkov po posledny a néasledne z nich
vybraf maximélny. Toto rieSenie zaberie O(n) pamiite, lebo si pamétame celé pole, a O(n?) ¢asu, lebo pre kazdy

prvok musime séitat vSetky dalsie. Dokopy, za cely beh programu pocet prvkov, ktoré potrebujeme séitat vieme

vyjadrit ako %, ¢o je asymptoticky n2.

Listing programu (Python)

from math import inf
n = int (input ())

p = list (map(int, input () .split()))

max_suma = —-inf
for i in range(len(p)):
suma = 0
for j in range(i, len(p)):
suma += p[J]

max_suma = max(suma, max_suma)
print (max_suma)

Listing programu (C++)

#include<stdio.h>

int main ()
{
long long n=0, i=0, j=0, best=-1000000000000, sum=0;
scanf (”%$11d”, &n);
long long pole([n];
for (1=0;i<n;i++)

scanf (”%$11d”, &polel[i]);

for (i=0;i<n; i++)
{
sum=0;
for (j=1i; j<n; j++)
sum+=pole[]j];
if (sum>best)

best=sum;
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}
printf(”%11d\n”, best);

return 0;

Ako zlepsit casovou zlozitost

To, na ¢om nds kdd travi privela ¢asu, je to, Ze kazdy interval poé¢ita odznovu. Na to, aby sme nemuseli vzdy
pocitat stcdet celého nového intervalu, si stac¢i uvedomit, Ze ako prechddzame intervaly od najdlhsieho, tak novy
interval je vzdy len o jeden prvok kratsi ako ten stary, resp., ten stary je o jeden prvok dlhsi. To znamena, ze
ak sa budeme pozeratf na intervaly od najkratsieho, (ako prvy sa pozrieme na ten, ktory mé len jeden prvok),
tak sucty vSetkych intervalov, ktoré konéia na poslednom prvku pola zistime na n krokov, kde v kazdom kroku
pripoé¢itame k aktudlnemu stctu dalsi prvok. Pamiitova zlozitost bude O(n), lebo stéle si musime pamiitat celé
pole, ale ¢asové zlozitost bude uz iba O(n).

Listing programu (Python)

from math import inf
n = int (input ())

p = list (map(int, input () .split()))

max_suma = —-inf
suma = 0
for i in range(n-1, -1, -1):

suma += pl[i]

max_suma = max (max_suma, suma)

print (max_suma)

Listing programu (C++)

#include<stdio.h>

int main ()
{
long long n=0, i=0, best=-1000000000000, sum=0;
scanf (”%11d”, &n);
long long pole([n];
for (i=0;i<n; i++)

scanf (”%$11d”, &pole[i]);

for (i=n-1;i>=0;1i--)
{
sum+=pole[i];
if (sum>best)
best=sum;
}
printf (”%$11d\n”, best);

return 0;
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Ako to robit bez nutnosti pamatania vsetkych sactov

Toto rieSenie samozrejme moze mat vela varidcii, napriklad namiesto hladania intervalu s ¢o najviac¢sim suc-
tom, ktory koné¢i na poslednom prvku pola, moZeme hladat interval od zacdiatku, ktorého suma je ¢o najmensia.
V takomto pripade je vysledok studet celého pola minus stcet intervalu s najmensim stctom.

Toto dokonca dokézeme urobit v paméti O(1), a éase O(n), ak naditavame prvky postupne, po jednom.

Listing programu (C++)

#include<stdio.h>
int main ()

long long n=0, i=0, best=0, sum=0, temp=0;
scanf (”%11d"”, &n);
for (i=0;i<n; i++)
{
scanf (”%$11d”, &temp);
sum+=temp;
if (i!=n-1)

if (sum<best)

best=sum;
}
printf (”%$11d\n”, sum-best);
return 0;
}
Kika
2. Odstrihnuté atvary (max. 4 b za popis, 16 b za program)

Ako ste si mohli v8§imnit, v tejto tlohe boli viditeIné vstupy a vystupy. Teda na spravne riesenie za 16 bodov
stacilo zistif vSetky priestorové a vSetky rovinné utvary, ktoré boli na vstupe a nésledne napisat program, ktory
si ich vSetky zapaméta.

Toto riesenie sa d& jednooducho skratit ak si vS§imneme par zdkonitosti. AZ na par vynimiek sa rovinné
atvary kondia priponou ,uholnik" a priestorové sa konéia ,sten". Programu uz teda stadi zapamétat si len
niekolko vynimiek. V prvej sade neboli ziadne vynimky a teda na 4 body za prvi sadu stacilo rozoznat utvary
konciace na ,uholnik" a utvary konciace na ,sten".

Aby sme program este skratili bude najlep$ie ak sa pohrdame len s pismenkami. MoZzeme si v§imnut, ze vSetky
atvary konéiace na ,n" okrem ,oktagon" a ,hexagon" st priestorové. Ziadny rovinny utvar ale nemd piate
pismeno ,g". Vieme teda pouzit, ze vSetky konciace na ,n", ktoré nemaji piate pismeno ,g" st priestorové.
Vsetky tvary konciace na pismeno ,k" st rovinné. Teraz nam staéi sa pozriet len na vynimky. Z vynimiek,
.gula" a vsetky slova zacinajice na k", okrem slova ,kruznica" su priestorové. Zvysné su rovinné.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<string>

using namespace std;

int main() {
string x; cin >> x;
int k = x.size() - 1;
if (x[0] == 'qg’ \\ (x[0] == "k’ && x[1] != 'r") \\ (x[k] == 'n’ && x[k-2] != 'g’)) cout << "priestorovy” << endl;

else cout << "rovinny” << endl;

Niektori z vés nasli dalSie pravidld, ktoré sa daju vyuzit. Staéi sa napriklad pozriet iba na tretie a piate
pismenko odzadu.

Velmi kratke rieSenie, sa dalo ziskaf aj pomocou reguldrnych vyrazov, ktorymi vieme na pomerne mélo znakov
popisat text, ktory potom mozeme vo vstupnom retazci vyhladavat. Napriklad regularny vyraz sten$|uholnik|. .ica
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popisuje vyraz, ktory konéi (symbol $) na sten alebo (symbol |) obsahuje uholnik alebo obsahuje text s Tubo-
volnymi dvoma pismenami (symbol .) nasledujac textom ica. (KniZnice pre reguldrne vjrazy obsahuje kaZdy
slusny jazyk, vratane Pythonu a C++11 a dokdzu toho omnoho viacej. Podrobny popis reguldrnych vyrazov
ndjdete na internete).

Listing programu (Python)

import re
print (re.search (”k$|go|c.?$| u”,input ()) and “rovinny” or “priestorovy”)

Dalsie napady uz nechdme na véas.

Danza
3. Lacny polozisk (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Za lohu sme mali prejst z lavého horného do pravého dolného policka mriezky tak, aby sme maximalizovali
stucéet hodnot prejdenych poli¢ok. Mohli sme pri tom chodit iba hore, dole a doprava.

Jednoducho, neefektivne, funkéne

Ak nevieme, ¢o s tlohou, niet lepSiecho nédpadu, ako napisat riesenie hrubou silou. MoZno si potom niec¢o
viimneme a budeme takéto rieSenie vediet prerobif na nejaké rychlejsie.

Nuz, kedze chceme hrubt silu, vyskusSajme vSetky moznosti. Ina¢ povedané, skiisme postupne kazdi moznu
cestu z Tavého horného, na pravé dolné policko. Samozrejme, chceme skiisat iba tie cesty, kde nechodime dolava,
pretoze to predsa nesmieme. Pre kazdu cestu zratame sticet hodnét prejdenych polic¢ok. Z nich nakoniec vypiseme
maximum.

Ako nieco takého naprogramovat? Jednoduchym rieSenim je rekurzia. O kazdom policku si budeme pamiitat,
¢i uz sme cez neho presli, alebo nie. Tiez si budeme pamiitat, na ktorom policku aktudlne stojime.

Aké mame moznosti, ked stojime na policku [r, ¢]? MoZeme sa pohnit hore, teda na policko [r — 1, ¢], dole,
teda na policko [r + 1, ¢, alebo doprava, teda na policko [r, ¢ + 1]. Samozrejme, ak je dané policko uz oznacené
ako navstivené, alebo ak neexistuje (teda je mimo mriezky), tak nai stpif nemézeme. Ktort moznost si vybrat?
Kedze skuisame vSetky moznosti, tak si postupne vyberieme vsetky. Policko, na ktoré sa rozhodneme ist ozna¢ime
ako navstivené. K aktualnemu stcétu si pripocitame hodnotu daného policka a rekurzivne sa zavoldme na to
policko. Ked sa vratime z rekurzie, oznac¢ime ho opéf ako nenavstivené a sktisime dalsiu moznost. Takto postupne
preverime vsetky 3 moznosti pre dané policko.

Samozrejme, ak sa rekurziou zavoldme az na policko [R — 1,C — 1], tak sa dalej nevoldme, ale iba si zapa-
mitame maximum z doterajsicho maxima a aktualneho sti¢tu policok a vratime sa z rekurzie.

Technika, ktorti sme pouzili sa vola rekurzivny backtracking a na napisanie riesenia hrubou silou sa d4 pouZit
velmi Gasto.

Ak to m4 zlozitost? Kedze skiSame vSetky cesty, tak to urcite bude aspon tolko, kolko je ciest. A kolko to
je? NuZ, to nie je celkom jednoduché.

Lahko v8ak spravime horny odhad. Na kazdom z RC poli¢ok sktiSame 3 moZnosti. Kazda cestu aj naozaj
prejdeme. Najdlhsia mozna cesta ma nanajvys RC poli¢ok. Horny odhad teda bude O(RC - 35¢).

Moézeme spravit aj dolny odhad. Keby sme chodili iba dole a doprava, tak by sme dokopy vzdy spravili
R+ C krokov. Prave R z nich bude doprava. Pocet takychto ciest teda bude (R+ C) - (REC). Tym, Ze priddme
moznost chodif aj hore ndm podet tychto ciest neznizi.

Casova zlozitost nasho programu je niekde medzi tym. Malo by to sta¢it na prvi sadu.

Pamit je O(RC).

Listing programu (C++)
#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
typedef long long 11;
const 11 MAXR = 1111, MAXC = 1111;
11 R, C;
11 G[MAXR] [MAXC];
bool vis[MAXR] [MAXC];
enum {LEFT, TOP, BOTTOM};
11 go(1ll r, 11 c) {
if(r == R - 1 && ¢c == C - 1)

return 0;
11 ans = INT_MIN;
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// Chod doprava, ak mozes
if(c < C - 1) {

vis[r][c + 1] = true;
ans = max(ans, G[r]l[c + 1] + go(r, c + 1));
vis[r][c + 1] = false;

}
// Chod dole, ak mozes
if(r <R - 1 && !vis[r + 1][c]) {

vis[r + 1][c] = true;
ans = max(ans, G[r + 1l]l[c] + go(r + 1, c));
vis[r + 1][c] = false;

}
// Chod hore, ak mozes

if(r > 0 && !vis[r - 1][c]) {
vis[r - 1][c] = true;
ans = max(ans, G[r - 1][c] + go(r — 1, c));
vis[r - 1][c] = false;

}

return ans;

}

int main() {
cin >> R >> C;
for(ll i = 0; 1 < R; i++)
for(ll j = 0; j < C; Jj++)
cin >> G[i][3];
// Oznacme vsetky policka ako nenavstivene
for(ll i = 0; 1 < R; 1i++)
for (1l j = 0; j < C; Jj++)
vis[i][j] = false;
vis[0][0] = true;
// Zaujima nas odpoved pre lave horne policko
cout << go(0, 0) << '\n’;

return O;

Z hrubej sily vzorak?

Ako sme uz povedali, niekedy stac¢i malé pozorovanie, aby sme z rieSenia hrubou silou spravili vzorak.

Skuisme si pre kazdé policko zratat, kolko by sme zarobili, keby sme na 1tiom zacinali, ale nemohli stiipit na
policko [r, c].

Nasa nova rekurzia si okrem suradnic policka, na ktorom stojime, pamita aj to, na ktoré policko nesmieme
stapit. Nepotrebujeme teda uz velké dvojrozmerné pole navstivenych policok. Totiz, ak si paméitame iba to, na
ktorom policku sme boli bezprostredne predtym, ako sme sa dostali na to aktudlne, tak urcite na ziadne policko
nestiupime dvakrat. Je to kvoli tomu, Ze nemdzeme chodit dolava. Rozmyslite si, Ze ndm tato informécia naozaj
staci.

Dokonca nepotrebujeme ani stradnice predchadzajticeho policka. Staci nadm vedietf smer, z ktorého sme prisli,
¢o si mozeme reprezentovat napriklad ¢islami 1, 2, 3. NaSa rekurzia mé teda stav riadok, stlpec, odkial.

Vsimnime si teraz velmi uzitoénti vec. Ak uz niekedy zratame odpoved pre nejaky stav riadok, stlpec,
odkial, tak uz nikdy ho nemusime rétat znova. Staci, ak si zapaméitame vysledok a ked ho budeme potrebovat
zratat nabudtce, iba sa pozrieme na ten vysledok, ktory mame uloZeny.

Vnutro nasej rekruzivnej funkcie teda bude vyzerat asi tak, Ze sa najskor pozrieme, ¢ uZ nie sme na pravom
dolnom policku. Ak &no vratime ako odpoved 0. Ak nie sme, tak sa pozrieme, ¢i uz nemame vysledok pre
aktudlny stav uloZeny. Ak ano, tak ho vratime. Ak ho nemame uloZeny, tak sa rekurzivne zavolame do tych
dvoch, alebo troch smerov, do ktorych mézeme. Sktisame totiz 3, ale z jedného sme mozno prisli, takze tam
nepojdeme. Nakoniec si iba zapamétdme odpoved pre aktudlny stav a vratime ju.

Na konci iba vypiSeme odpoved pre stav 0, 0, -1.

Ak to mé zlozitost? Kazdy stav zratame v O(1), pretoze sa iba dvakrat rekurzivne zavolame. Stavov je
R - C - 3. Celkova ¢asova zlozitost teda bude O(RC). Pamétame si vstup a odpovede pre vSetky stavy, takze aj
pamit bude O(RC).

Jeden problém, ktory sa moze vyskytnit je hibka rekurzie. Moze nam totiz dojst miesto na zasobniku. To
mé ale jednoduché rieSenie. Nezavoldme sa hned na vysledny stav, ale budeme sa postupne volat od poslednych
stavov az k tomu, ktory nas najviac zaujima.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long 11;

const 11 MAXR = 1111, MAXC = 1111;
11 R, C;

11 G[MAXR] [MAXC];
11 memo[3] [MAXR] [MAXC];
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enum {LEFT, TOP, BOTTOM};
11 go(1ll from, 11 r, 11 c);

11 go_up(ll r, 11 c) {
if(r > 0)
return G[r - 1][c] + go(BOTTOM, r — 1, c);
return INT_MIN;

11 go_down(ll r, 11 c) {
if(r <R - 1)
return G[r + 1][c] + go(TOP, r + 1, c);
return INT_MIN;

11 go_right (11l r, 11 c) {
if(c < C - 1)
return G[(r][c + 1] + go(LEFT, r, c + 1);
return INT_MIN;

11 go(1ll from, 11 r, 11 c) {

// Ak sme vpravo dole, tak je odpoved 0

if(r == R - 1 && c == - 1)
return 0;
// Ak sme tento stav uz niekedy zratali, tak iba vratime jeho vysledok,
// nemusime ho pocitat znova

if (memo[from] [r] [c] != -1)
return memo[from] [r] [c];

11 ans = INT_MIN;
// Ak sme prisli zlava, mozeme ist aj hore, aj dole, aj doprava

if (from == LEFT)
ans = max({ans, go_up(r, c), go_down(r, c), go_right(r, c)});
// Ak sme prisli zhora, tak mozeme ist iba dole, alebo doprava
else if (from == TOP)

ans = max({ans, go_down(r, c), go_right(r, c)});
// Ak sme prisli zdola, tak mozeme ist iba hore, alebo doprava
else
ans = max({ans, go_up(r, c), go_right(r, c)});
// Zapamatame si odpoved pre tento stav a hned ju aj vratime
return memo|[from] [r] [c] = ans;

}

int main() {
cin >> R >> C;
for(ll i = 0; 1 < R; i++)
for (1l j = 0; j < C; J++)
cin >> G[1i][3];

// Vytvaranie pola pre zapamatavanie vysledkov uz zratanych stavov
// Ak je na policku memo[riadok] [stlpec] [odkial] hodnota -1, tak sme
// tento stav este nezratali
for(ll i = 0; 1 < 3; i++)
for (11l j = 0; j < MAXR; Jj++)
memset (memo[i][j], -1, sizeof (memo[i][]J]));

// Kvoli hlbke rekurzie ratame od poslednych stavov
for(ll col = C - 1; col >= 0; col--)
for(ll row = R - 1; row >= 0; row——) {
go (LEFT, row, col);
go (TOP, row, col);
go (BOTTOM, row, col);

}

cout << go(TOP, 0, 0) << ’\n’; // Mozeme dat TOP, lebo urcite nepojdeme na zaciatku hore

return 0;

Listing programu (Python)

import sys

sys.setrecursionlimit (100000)
MAXR = 1111
MAXC = 1111
INF = 10%%9

R, C = [int (x) for x in input () .split ()]

vis = [[False for _ in range(C)] for _ in range(R)]

G = [[int(x) for x in input () .split()] for _ in range (R)]

memo = [[[-1 for _ in range(C)] for _ in range(R)] for _ in range (3)

LEFT, TOP, BOTTOM = 0, 1, 2

def go_up(r, c):
if r > 0:
return G[r - 1][c] + go(BOTTOM, r - 1, c)
return -INF
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def go_down(r, c):
if r <R - 1:
return G[r + 1] [c] + go(TOP, r + 1, c)
return -INF

def go_right(r, c):
if c < C - 1:
return G[r][c + 1] + go(LEFT, r, c + 1)
return -INF

def go(prev, r, c):
# Ak sme uz vpravo dole, odpoved je 0
if r==R -1 and ¢c == C - 1:
return 0
# Ak sme tento stav uz ratali, tak iba vratime jeho vysledok,
# nemusime ho pocitat znova

if memo[prev] [r] [c] != -1:
return memo [prev] [r] [c]
ans = —-INF
# Ak sme prisli zlava, mozeme ist aj hore, aj dole, aj doprava
if prev == LEFT:

ans = max([ans, go_up(r, c), go_down(r, c), go_right(r, c)])
# Ak sme prisli zhora, mozeme ist iba dole, alebo doprava
elif prev == TOP:
ans = max([ans, go_down(r, c), go_right(r, c)l)
# Ak sme prisli zdola, mozeme ist iba hore, alebo doprava
else:
ans = max([ans, go_up(r, c), go_right(r, c)l)
# Zapamatame si vysledok pre tento stav, aby sme ho uz nabuduce
# nemuseli pocitat znova
memo [prev] [r] [c] = ans
return ans

# Ideme od poslednych stavov, aby sme neminuli miesto na stacku kvoli rekurzii
for col in range(C - 1, -1, -1):
for row in range(R - 1, -1, -1):
go (LEFT, row, col)
go (TOP, row, col)
go (BOTTOM, row, col)

print (go (TOP, 0, 0))

Technika zapaméitavania si uz zratanych vysledkov sa zvykne oznacovat ako dynamické programovanie. My
sme tu pouzili jeho rekurzivnu formu, ktord sa Casto nazyva rekurzia s memoizaciou. Samozrejme, tato tloha
sa d4 riesit rovnako jednoducho aj iterativne, rekurzia je vSak pre mnoZstvo Iudi o nieco intuitivnejsia.

Marek
4. Ohromna estetickost (max. 12 b za popis, 8 b za program)

V prvom rade si uvedomme, ¢o je nasou tlohou.

Zistite, kolko najviac si ich Matis moZe priniest domov, ak chce v obchode strdvit iba jeden stvisly casovy
usek a chee, aby mnoZina tijchto gul spliiala zaujimavi ohromne esteticki podmienku: Vsetky ziskané gule musi
byt mozné zavesit vedla seba tak, aby vzniknutd postupnost ich farieb bola rovnakd z lavej aj z pravej strany.

V preklade toto znamend, ze chceme najst najdlhsi sivisly podrefazec, z ktorého vieme spravit palindrém.
Spravit palindrém znamend, ze moZeme menit poradie pismen v tomto podretazci tak, aby vysledny retazec bol
palindrém.

Co vieme o palidréme?

Palindrém je refazec, ktory je rovnaky z jednej aj z druhej strany. Existuje v fiom teda nejaky stred, od
ktorého sa vlavo a vpravo nachddzaju rovnaké znaky v rovnakom poradi.

KedZe vSetky znaky, nachddzajice sa vlavo od stredu, sa nachadzaja aj vpravo od stredu, vieme, Ze sa v
palindréome kazdy znak, nachadzajuci v jednej polovici, nachadza celkovo dvakrat.

Samozrejme, to plati, ak ma palindrém parnu dizku a jeho stred je tak presne medzi dvoma pismenami. Ak
mé palindrém neparny pocet znakov, jeden znak je presne v strede. Tento stredny znak sa nenachddza vlavo ani
vpravo od stredu, preto nema svoju “dvojicku” v druhej polovici palindrému a je ndm jasné, ze sa v palindrome
nachadza prave raz.

Z takejto uvahy sa dozvedame, Ze v palindréme parnej dizky sa musi kazdy znak vyskytovaf parny-pocet-krat
a v palindréme nepérnej dizky sa musia vietky znaky okrem prave jedného vyskytovaf parny-pocet-krat.

Zjednodus$ene: V palindréme sa musi ziadny alebo jeden znak vyskytovat parny-pocet-krat.

Vsetky podretazce

Okay. Chceme asi zistit pocetnosti znakov v jednotlivych podrefazcoch vstupného refazca gul a néjst taky
najdlhsi podrefazec, Ze ziadny alebo prave jeden znak m4 v nom neparnu pocetnost.
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Ak ma retazec dlzku n, existuje w jeho podretazcov (1 dlzky n, 2 dizky n—1, 3 dlzky n—2, ...n dizky
1), ¢o je asymptoticky n2. Ak by sme pre chceli kazdy jeden podretazec ratat pocetnosti jeho znakov osobitne,
museli by sme spracovat vstky znaky vo vSetkych podretazcoch. Podet znakov vo vSetkych podretazcoch je
asymptoticky n3.

Okrem toho by sme pre kazdy podretazec museli skontrolovat k pocetnosti znakov, aby sme zistili, ¢ spliia
podmienky. k je velkost abecedy, no v zadani sme sa dozvedeli, Ze je to najviac 20, preto mozeme toto ¢&islo brat
ako konstantu. Z toho vidime ¢asovi zlozitost O(n?).

Nieco lepsie

Predchédzajtce riesenie vieme znacne vylep$it jednoduchou mySlienkou. Nepotrebujeme pre kazdy jeden
podrefazec ratat pocetnost odznova, vieme vyuzit informéaciu z o jedno mensieho podrefazca.

Ak nebudeme ratat pocetnosti znakov v kazdom podretfazci osobitne, ale vyuZijeme to, Ze pocetnost v
refazci o dlzke = sa len pre jeden znak 1i§i od pocetnosti jeho podrefazca o dizke x — 1. To znamena, Ze pocas
vypoétu pocetnosti pre nejaky podretazec so znakmi C; az C; sme uz vyratali aj pocetnosti pre podretazce so
znakmi C; — Ciy1,C; — Cita,...C; — C;_1. To znamend, ze nam vlastne sta¢i spracovat len n podrefazcov
(Co — Cp,C1 — Ch,...Cp — Cy). Priemernd dlzka tychto podrefazcov je 5 znakov.

Vidime, Ze takymto pristupom ndm &asova zlozitost klesne na O(n?). Pamiifové zlozitost je tu O(n). Potre-
bujeme si pamétat len cely vstupny retazec.

Zjednodusenie a prefixy

Polozme si otdzku: Naoza]j potrebujeme vedief konkrétne pocetnosti znakov? Hm. .. Povedal by som, Ze nés
aj tak vo vysledku zaujimaju iba parity tychto poGetnosti (¢i st parne alebo neparne). To by ale predchadzajice
rieSenie aj tak nezlepsilo, aj tak by sme museli spracovat n podretazcov.

Navyse, pre¢o musime spracovat osobitne n podretazcov? Teraz si uvedomme, ak mame informacie o paritach
v podretazcoch C; — C; a C; — Cj, pre j < k, vieme z toho zistit aj paritu podretazcu C; — C%. V podstate
prefixové sucty.

Ak je medzi indexami ¢ a j poCetnost nejakého pismena a;; a medzi indexami ¢ a k a;, poCetnost mezi
indexami j a k je potom ajr = asx — a;;. To isté plati aj pre paritu tejto pocetnosti. Ak, napriklad, a;; = parne
a a;; = neparne, tak a;; = neparne.

Zo spractvania n podrefazcov, za¢inajicich na indexoch 0...n — 1, sa dostdvame k tomu, Ze nam staci
spracovat cely retazec len raz. Podas jeho spraciivania, spracivame postupne vSetky podretazce zacinajpce na
indexe 0. V predchédzajicom odesku sme si ukazali, Zze ak poznadme parity refazcov, zac¢inajtcich na rovnakom
indexe, pozname aj parity medzi ich koncami. Ak pozname parity vSetkych podretazcov, zac¢inajicich na indexe
0, pozndme aj parity vSetkych podretazcov medzi vSetkymi ich koncami, ¢o st vlastne vSetky podretazce celého
retazcu. Co s nimi?

Xor a zapamitanie najlavejSej

a;, = neparne, ak a;; 7 a;;. To vyzerd ako xor.

V zadani sa spomina, Ze v retazci je najviac 20 roznych znakov. Kazdy z tychto 20 znakov moze mat parnu
alebo neparnu paritu. To je dokopy 22° kombin4cii parit jednotlivich znakov.

Hm. . . Informéciu o parite nejakého podrefazcu si modzeme reprezentovat, napriklad, nejakym bindrnym
¢islom s 20 bitmi. Ak méme dva takéto podrefazce, zacinajtice na rovnakom indexe, xorom ich parit dostaneme
paritu podretazcu medzi ich koncami.

Ku kazdej parite existuje 20 takych, ktoré sa liSia prave v jednom znaku. Ak spractivame vstupny refazec z
lava do prava a sme na nejakom i-tom znaku refazca, zaujima néas, ¢ a kde vlavo od neho sa nachddza znak,
na ktorom sa parita nelisi od aktualnej alebo sa li$i v prave jednom znaku. To znamend, ze podrefazec medzi
nimi mé vyhovujtacu paritu (0 alebo 1 neparnych).

Dokonca, moézeme povedat, Zze mé zmysel hladat len ti najlavej$iu z takych parit. Hladdme najdlhs? pod-
refazec, preto pre nas nemd zmysel nie-najlavej$ia parita, pretoze ta4 by uréite nepatrila najdlhsiemu takému
podretazcu, ak by existovala nejaka TavejSia, ¢ize vzdialenejsia od aktualne spractivaného znaku.

Zhrnutie vzorového rieSenia

Pamitame si pre kazda paritu, kde najskor sa v retazci vyskytuje. Pre kazdy aktudlne spractvany index
retazcu si ndjdeme najlavejsiu vyhovujicu paritu (ak existuje), lebo ta zacina najdlhsi podretazec konéiaci v
aktualnom znaku. Ked takto spracujeme cely retazec, je nAm znama dlzka najdlhsieho podrefazcu, z ktorého je
mozné vytvorit palindrém.
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Casova zlozitost. Pre kazdy znak v refazci potrbujeme len néjst najlavejsi s vyhovujtcou paritou, ktorych je
k+1. To ndm déva krasne O(n - k), kde n je dizka refazcu a k je pocet farieb. Ak si ale povieme, Ze 20 (najviac
farieb) je konstanta, ostane nam O(n).

S pamitou je to tu trosicku smutnejsie. Okrem vstupu si eSte potrebujeme pamitat najlavejsiu poziciu pre
kazdti moznt paritu. Tych je az 220, takze pamiifové zlozitost ndm tu vychadza na O(n + 220).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

using namespace std;

int max (int a, int b) { return a<b?b:a;}

int min (int a, int b) { return a<b?a:b;}

int main () {
// i-ty bit v prefix parity hovori, ci je pocet i-tej farby neparny
int prefix_parity = 0;

// kde sa najskor nachadza prva takato ”parita”?
int index_of_first[l << 20];

// dajme tam najprv velke cisla
for (int 1 = 1; 1 < 1 << 20; 1i++)

index_of_first[i] = 300005;
// ziadne sa nachadza najskor pred prvym pismenom
index_of_first[0] = -1;
int n;
char input[300003];
scanf (”%d\n%s”, &n, input);

// najprv mame najdeny najdlhsi usek o dlzke 0
int result = 0;

// podme po pismenkach vo vstupe

for (int here = 0; here < n; here++) {
// prixorujeme here-te pismeno
prefix_parity "= (1 << (input[here] - "a’));
// je usek s aktualnou paritou so ziadnym neparnym poctom dlhsi?
result = max(result, here - index_of_ first[prefix_parityl);

// je nejaky usek s aktualnou paritou s jednym neparnym poctom dlhsi?
for (int color = 1; color < (1 << 20); color <<= 1)
result = max(result, here - index_of_first[prefix_parity ~ color]);

// ak sme este taku paritu nevideli, here je jej prvy/najskorsi vyskyt
index_of_first[prefix_parity] = min(index_of_first[prefix_parity], here);

}

// mame to
printf (”%d\n”, result);

return 0;

MichalS
5. Vsetko so vSetkym suvisi (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Asi prva vec, ktort si vSimneme, je, Ze hladané ¢islo bude delitelné ¢islom n, ktoré sme dostali na vstupe.
Tu sa nam ¢rta prvé rieSenie, ktoré jednoducho vyskusa vSetky nasobky ¢isla n a vypise prvy, ktory mé ciferny
sucet rovny n.

Vysledné ¢islo musi mat aspon § cifier, a takych cisel je 105.

Z nich kazdé n-té je delitelné n, ¢iZe toto riesenie skiisa exponencidlne vela moznosti. Kedze vysledok moze
obsahovat aj nuly, nemame ziadny horny limit na dizku hladaného ¢&isla, takze tento program méze bezaf
dokonca lubovolne dlho. Podme teda néjst lepsie riesenie.

Veelku dobry népad vyzera byt generovanie hladaného ¢isla postupne cifru po cifre. Budeme to robit zlava
doprava, teda od najvyznamnejsich ¢éislic k najmenej vyznamnym. Pozrime sa na to, ¢o sa stane, ked k nejakému
¢islu m s ciframi cjcs . . . ¢, pripiSeme na koniec cifru d a dostaneme tak ¢islo cics . .. cxd. Jeho ciferny stucet sa
zvysi o d. Zaroven sa uz nikdy neskor nemoze znizit, kedze vSetky cifry st nezadporné. Zaujimavé je, ¢o sa stane s
jeho zvyskom. Pri pripisani cifry na koniec ¢isla sme vSetky cifry posunuli o jedno miesto dolava, ¢o zodpoveda
vynasobeniu desiatimi a napokon sme pric¢itali cifru d. Hodnota nového ¢isla je tak 10m + d.

Teraz si uvedomme, Ze pri skimani delitelnosti nas vlastne az tak nezaujima samotné ¢islo m, sta¢i nam
poznat jeho zvySok po deleni n, ozna¢me ho z. Ten sa pripisanim cifry d zmeni na (10z 4+ d) mod n.

Nasu tlohu si tak vieme previest na prehladévanie grafu, kde kazdy vrchol reprezentuje ¢islo, ktoré mame
aktualne napisané, a kazda (jednosmernd) hrana reprezentuje pripisanie ¢islice na koniec ¢isla. Samotné napisané
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¢isla si vSak pamétat nechceme, kedZe st prilis dlhé. O kazdom takomto ¢isle ndm staci pamétat si jeho ciferny
sucet a jeho zvysok po deleni n.

Na zac¢iatku méme napisany prazdny refazec cifier, ktory m4 ciferny sacet 0 a zvySok tiez 0 (pretoze ked
napiSeme cifru d, dostaneme zvysok 10-0+d = dmod n). K tomuto prazdnemu retazcu teraz budeme pripisovat
nejaké cifry, ¢o v tomto ponati znamend nejaké presuny po hrandch. Nakoniec sa chceme dostat do stavu s
cifernym stctom n a zvyskom 0.

Na prehladanie grafu pouzijeme prehladévanie do Sirky (BFS). Na zaciatku si do prézdnej fronty vloZime
podiatofny stav (ciferny stcet aj zvySok rovné 0). Postupne vytahujeme z fronty nové stavy a ku kazdému
skusime pridat kazdu cifru. Zo stavu so stétom s a zvySkom z sa cifrou d dostaneme k stctu s + d a zvysku
(10- 2+ d) mod n. Ku kazdému stavu si tiez pamétdme, odkial a s akou cifrou sme sa doii dostali, aby sme vedeli
spitne zrekonStruovat vytvorené ¢éislo. Ak ndjdeme stav, ktory mé rovnaky ciferny sicet aj zvysok, ako sme uz
videli, tento stav nebudeme skiimat znova (je to ten isty vrchol grafu).

Na konci programu pomocou zapaméitanych spéatnych liniek vytvorime hladané ¢éislo po jednotlivych cifrach.
Treba maf na pamiiti, ze toto ¢islo dostaneme odzadu, takze ho pred vypisom musime este otocit.

Zadanie v8ak od nas chce, aby sme nasli najmensie mozné ¢islo, nie lubovolné. Tu je dolezité, Ze sme pouzili
BFS. Ukazeme, zZe tento algoritmus nasiel naozaj najmensie mozné ¢islo. BFS najde cestu s najmensim poctom
hran, teda dostaneme ¢islo s najmensim poc¢tom cifier (¢o hrana, to cifra). Najskor spracivame stavy s jednou
napisanou cifrou, potom s dvomi, tromi atd. Tiez je dolezité spractvat hrany iduce z jedného vrcholu v poradi
podla pripisanej cifry od 0 do 9. Spomedzi rovnako dlhych ¢isel sa tak vzdy dostane mensie ¢islo vo fronte pred
vicsie. Ak dve ¢isla zacinaju rovnako a lisia sa len v poslednej cifre, potom ¢islo s mensou poslednou cifrou
bude vo fronte skor. Ak sa rovnako dlhé éisla lisia skor ako v poslednej cifre, potom zacdiatok (bez poslednej
cifry) mensieho sme vytiahli z fronty skor, a tak vSetky &isla, ktoré vznikni z neho, sa dostani do fronty skor
a usporiadanost ¢isel vo fronte sa zachova. Stavy teda spractivame v poradi od najmensieho napisaného ¢isla k
vacsim, ale tieto ¢isla v pamiti nedrzime, kazdy stav reprezentujeme len dvojicou ¢isel — ciferny sucet a zvysSok.

Uvazujeme iba ciferné stiéty mensie alebo rovné n a existuje n réznych zvyskov po deleni n, mame teda O(n?)
stavov (vrcholov grafu), do ktorych sa vieme dostat. V kazdom stave mame 10 moZnosti, aka cifru pripisaf,
teda z kazdého stavu ide 10 (konstantne vela) hran. Casové zlozitost prehladavénia je teda O(n?), pamétova je
rovnako O(n?).

Listing programu (Python)

from collections import deque

def find_number (n) :
#came je dvojrozmerne pole, v ktorom si drzime graf roznych stavov
#a informacie o nich
#came [ciferny sucet] [zvysok modulo n] =
# (ciferny sucet v predoslom stave,
# zvysok modulo n v predoslom stave,
# cifra, ktorou sme sa sem dostali)
#None znamena, ze tento stav sme este nevideli
came = [[None] * n for i in range(n + 1)]
came[0] [0] = (0, 0O, 0)

#Vytvorime si frontu a vlozime do nej pociatocny stav

#V pythone je fronta uz implementovana v moduli collections ako deque
#Na zaciatku je ciferny sucet aj zvysok 0

g = deque ()

qg.append( (0, 0)

#Prehladavame graf stavov do sirky
while qg:
digit_sum, remainder = g.popleft ()
#Vyskusame vsetky mozne cifry
for d in range (10):
#spocitame novy zvysok a pozrieme sa, ci sme uz taky stav videli

new_remainder = (10 * remainder + d) % n
if digit_sum + d <= n and came[digit_sum + d] [new_remainder] is None:
came[digit_sum + d] [new_remainder] = (digit_sum, remainder, str(d))

g.append ((digit_sum + d, new_remainder))

#Spatne zrekonstruujeme hladane cislo

digit_sum, remainder = n, O

digits = []

while digit_sum > 0:
#Pohneme sa o jednu cifru naspat podla informacii zapamatanych v came
digit_sum, remainder, digit = came[digit_sum] [remainder]
digits.append(digit)

#Ziskali sme ho odzadu, takze ho este musime otocit
return ””.join (reversed(digits)

print (find_number (int (input ())))
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misof
6. Interpol (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zamyslime sa najskor nad statickou verziou tejto tlohy: ak mame danych n tGsekov cesty [x;,y;], ako vyzera
ich prienik? Kedy je neprazdny?

Aby nejaky bod z patril do prieniku vSetkych intervalov, museli uz vsetky zacat, teda musi platif x > max; x;.
Tiez musi platit, Ze Ziaden interval eSte nesmel skoncit, teda « < min; y;.

Z toho vidime, Ze mozu nastat dva pripady: ak max; z; > min;y;, prienik je prazdny — niektory interval
skonéi skor ako niektory iny zacne. V opacnom pripade je prienik neprazdny a je nim zjavne prave uzavrety

interval [max; ;, min; y;].

Dizka intervalu ako funkcia

Ak si v naSej tlohe zvolime nejaky konkrétny okamih ¢ > 0, vieme si vypoditat, ako v danom okamihu
vyzeraju slepé intervaly: i-ty z nich bude [¢; + tv;, m; + tv;].

Nés zaujima, aki najdlhsiu dizku (a pre aké t) bude maf tento interval. Uvazujme preto nasledujiicu funkciu:
f(t) = min;(r; + tv;) — max;(¢; + tv;). Zjavne plati, ze ak f(t) < 0, tak je v Case t prienik prazdny, a inak f(t)
udéva jeho dlzku. Nasu tlohu teda vieme preformulovaf tak, Ze hladame, pre ktoré ¢ > 0 nadobuda funkcia
f svoje maximum.

Priklad funkcie f

Na prvom grafe nizsie vidime, ako sa tri rozne slepé intervaly pohybuju v ¢ase. Na z-ovej osi je ¢as, na y-ovej
vzdialenost na ceste. Znézornené intervaly zodpovedaju poslednému prikladu v zadani, az na to, Ze £3 je o Cosi
vicsie, aby to lepsie vyzeralo.

§ ——————— Lo + tvg ro + tvg
500 g |- 0y + tuy T+ tuy
[ Uy + tuy T2 + tvy
2
2
400 == =~
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Ciarkované ¢iary predstavuji zaciatky jednotlivich intervalov. Nas vzdy zaujima posledny zaciatok (hodnota
max; (¢; + tv;)), ¢iZe najvyssie sa nachddzajica ¢iarkovand ciara.
Analogicky nas v kazdom ¢ase zaujima prvy koniec intervalu, ¢iZe najniz$ie sa nachadzajica plné ¢iara. Ak
sa t&4 nachadza nad vSetkymi ¢iarkovanymi, intervaly maji v danom c¢ase neprazdny prienik.
Na druhom grafe sme vyfarbili oblast, ktora zodpovedd nepréazdnemu prieniku intervalov, a hrubou ¢iarou

sme vyznacili optimalne rieSenie nasej tlohy.
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Délezita vlastnost funkcie f

V case t = 0 vidime, Ze najvysSia ¢iarkovand Giara zodpoveda intervalu 1, zatial ¢o najnizsia plna ciara
intervalu 0. No a kedZe interval 0 sa hybe rychlostou 30 a interval 1 len rychlostou 10, ked teraz péjdeme v Case
dalej, bude dizka prieniku plynule rést (rfchlostou 30 — 10 = 20 za jednotku casu).

V ¢ase t = 50/29 sa spodnou plnou ¢iarou stane éiara zodpovedajica intervalu 2. Ten sa hybe len rychlostou
1. Od tohto okamihu dalej teda bude éiarkovana ¢iara ,dobiehat“ plnt. Dizka prieniku sa teda bude menif o
1 — 10 = —9 za jednotku casu.

V case t = 9/2 nastane dalSia zmena: hornou ¢iarkovanou ¢iarou sa stane ¢iara zodpovedajica intervalu 0.
Od tejto chvile sa dizka prieniku meni rjchlostou 1 — 30 = —29 za jednotku ¢asu, a ¢oskoro uz prienik prestane
existovat.

Na tomto priklade si mozeme vSimnut vSeobecné pravidlo, ktoré bude vzdy platif: rychlost, ktorou rastie
dlzka prieniku, sa méze s rasticim ¢asom len zmensovat. Totiz vzdy, ked nastane zmena najvrchnejsej ¢iarkovanej
Clary, t4 nova rastie rychlejsie, a vzdy, ked nastane zmena najspodnejsej plnej ¢iary, t4 nova rastie od tej
predchadzajtucej pomalsie.

KedZe na zadiatku moze byt rychlost rastu kladna, znamena to, ze samotnéa dizka prieniku (presnejsie,
hodnota funkcie f, ktora nas zaujima) vo v8eobecnosti najskor nejaky c¢as rastie, potom je nejaky cas konstantnd,
a nakoniec klesd.

My teraz potrebujeme najst maximum takejto funkcie. Spravime to bindrnym vyhladdvanim.!

Binarne vyhladavanie

V Tubovolnom ¢ase ¢ si vieme v ¢ase O(n) najst aj najspodnej$iu plna ¢iaru, aj najvrchnejsiu ¢iarkovant, a
u oboch sa pozriet na to, ako rychlo rasti. Rozdiel tychto dvoch hodnot nam povie, ¢ v danom bode funkcia f
eSte rastie, je prave konstantna, alebo uz klesa.

Zacfneme tym, Ze sa pozrieme na ¢as t = 0. Ak uz v tomto okamihu f nerastie, je f(0) odpovedou, ktort
hladdme a mozeme skoncit.

Ozna¢me teraz m najvécsie ¢islo na vstupe (¢éi uz ide o stradnicu alebo rychlost). Pripominame, Ze pre
testovacie data platilo m < 108. Potom tvrdime, Ze po ¢ase m uZ nenastane Ziadna zmena: od tohto asu dalej
musi byt aj ¢iarkovand aj plné ciara stdle ta istd. Totiz ak ind bola od nej rychlejsie/pomalsie rastiica, tak
na zaciatku mala tato pred mou ,naskok* najviac m, a kedze st vSetky ¢isla celé, t4 druha ¢iara tento néaskok
dobiehala aspoti rychlostou 1 za jednotku casu.

(Algebraicky, priese¢nik priamok a + bt a ¢+ dt, kde ¢ # d, je v bode t = (a — ¢)/(d — b), no a v zdkladnom
tvare ma tento zlomok mé ¢itatel < m a menovatel > 1.)

Maéme teraz dve pozorovania: v ¢ase t;, = 0 funkcia f eSte rastie, zatial o v Case tj,; = m uZ urdite nerastie.
Od tohto okamihu dalej méZzeme pouzit spominané binarne vyhlad4dvanie: dokola opakujeme, Ze sa pozrieme do
stredu intervalu, vyhodnotime, ¢i tam [ eSte rastie alebo uz nerastie, a podla toho posunieme bud ¢;, alebo tp;.

Trocha technickych detailov na zaver

Pri praktickej implementéacii si treba dat pozor na zaokrithlovacie chyby. Hodnotu optimalneho ¢, a teda
aj hodnotu f(¢), zistime len priblizne. Zadanie sice slubuje, Ze testovaé je tolerantny, ale aj tak ostéva jeden
okrajovy pripad, na ktory si treba dat pozor: ak je optimalna odpoved presne f(¢) = 0, ale spréavne ¢ netrafime
presne, dostaneme ako f(¢) hodnotu, ktord je tesne pod nulou. Ak vtedy prehlasime, Ze rieSenie neexistuje,
déme nespravnu odpoved.

V jednom autorskom rieseni sme pre istotu cely zaver riesenia spravili exaktne: po dostatoc¢nom pocte iteracii
bindrneho vyhladdvania médme néjdené nejaké ¢. Okrem tohto ¢ si exaktne (ako zlomok dvoch velkych ¢isel)
dopocitame najblizSie menSie aj najblizsie vicsie t, v ktorom sa meni niektora hrani¢na ¢iara, a v oboch ¢asoch
exaktne vyhodnotime funkciu f. Takto mame istotu, Ze sme urcite nasli optimalne rieSenie.

Na tspesné vyrieSenie tlohy vSak stacilo aj pouzitie redlnych (floating-point) ¢isel a vhodné zaokrtithlovanie.
Spravny ¢as t, aj spravna odpoved je totiz vzdy zlomok, ktorého menovatel je najviac m. V naSom pripade to
teda znamen4, Ze ak je maximum f naozaj zaporné, tak je vzdy mensie alebo rovné —1076. A teda ak ndm
vychédza odpoved vyrazne bliz§ia nule, mdZzeme si byt rozumne isti, Ze sprévnou odpovedou je samotna nula.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

1Existuje aj korektné riesenie zalozené na tzv. terndrnom vyhladavani, ktoré funguje trochu ini¢. Znaénu Cast rieSenia vsak
maji oba tieto pristupy podobnt, preto sme sa rozhodli popisat len bindrne vyhladdvanie. K terndrnemu uvedieme na konci len
program.
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int N;
vector<int> L, R, V;

long double get_length(long double t) {
long double maxlo = -lel3, minhi = lel3;
for (int n=0; n<N; ++n) {
maxlo = max( maxlo, L[n] + t*xV[n] );
minhi = min( minhi, R[n] + t*V[n] );
}

return minhi - maxlo;

}

bool does_still_grow(long double t) {
long double maxlo = -1lel3, minhi = 1lel3;
int lospeed = -1, hispeed = -1;
for (int n=0; n<N; ++n) {
long double curlo = L[n] + t*V[n];

if (curlo > maxlo) { maxlo = curlo; lospeed = VI[n]l; }
long double curhi = R[n] + t*V[n];
if (curhi < minhi) { minhi = curhi; hispeed = VI[n]; }

}

return hispeed > lospeed;

}

void print_answer (long double t) {
long double answer = get_length(t);
if (answer < -le-9) cout << ”—1\n"; else cout << fixed << setprecision(10) << answer << endl;
exit (0);

int main() {
cin >> N;
L.resize(N); R.resize(N); V.resize(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> L[n] >> R[n] >> V[n];

if (!does_still_grow(0)) print_answer (0);

long double lo = 0, hi = 1234567;
for (int loop=0; loop<120; ++loop) {

long double mid = (lo + hi) / 2;

if (does_still_grow(mid)) lo = mid; else hi = mid;
}

print_answer (hi);

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int N;
vector<int> L, R, V;

long double get_length(long double t) {
long double maxlo = -lel3, minhi = lel3;
for (int n=0; n<N; ++n) {
maxlo = max( maxlo, L[n] + tx
minhi = min( minhi, R[n] + t=*
}
return minhi - maxlo;

}

int main() {
cin >> N;
L.resize(N); R.resize(N); V.resize(N);
for (int n=0; n<N; ++n) cin >> L[n] >> R[n] >> V[n];

long double lo = 0, hi = 1234567;

for (int loop=0; loop<120; ++loop) {
long double ml = (lo+lo+hi)/3, m2 = (lo+hi+hi)/3;
long double lenl = get_length(ml), len2 = get_length(m2);
if (lenl < len2) lo = ml; else hi = m2;

}

long double answer = get_length( (lo+hi)/2 );

if (answer < -le-9) cout << ”-1\n”; else cout << fixed << setprecision(10) << answer << endl;

nulano
7. Chicago (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Hruba sila

Riesenie hrubou silou je jednoduché: Vyskusame vSetky mozné umiestnenia dvojic vysielacov, a pre kazdé
spo¢itame pocet pokrytych obyvatelov. Kedze Chicago ma n? mrakodrapov, moznych rozlozeni dvojice vysiela-
¢ov je O(n*). Ak potom pre kazdé rozloZenie zratame v konstantnom ¢ase pocet pokrytych obyvatelov pomocou
predpoéitanych suctov riadkov a stlpcov, mozeme ziskaf 4 body za rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n*).

Listing programu (C++)
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#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio (0);

cin.tie(0); cout.tie(0);

int n; cin >> n;

vector<vector<int>> d(n, vector<int>(n));
vector<long long> riadky(n), stlpce(n);
for (int y = 0; y < n; y++) {
for (int x = 0; x < n; x++) {
cin >> d[y][x];
riadky([y]l += dlyl[x];

stlpce([x] += dly][x];

long long best = 0;

for (int yl1 = 0; yl < n; yl++) {
for (int x1 = 0; x1 < n; x1++) {
long long sl = riadkylyl] - d[yl][xl] + stlpce[xl] - d[yl][x1l];
for (int y2 = yl; y2 < n; y2++) {
for (int x2 = 0; x2 < n; x2++) {
if (yl == y2 && x1 == x2) continue;

long long s2 = 0;

if (y1 !'= y2)

s2 += riadkyly2] - d[y2][x2] - d[y2][x1];
if (x1 != x2)

s2 += stlpce[x2] - d[y2][x2] - d[yl][x2];

best = max (best, sl + s2);

cout << best << endl;

Vzorové rieSenie

Na plny pocet bodov musime rieSenie hrubou silou o jeden rad zrychlit na O(n?), napriklad takto:

Najprv predpokladame, Ze vysielace st v optimalnom rieseni v réznych riadkoch a stIpcoch. Vysktgame kazda
moznt dvojicu stipcov: V oboch stipcoch si spoéitame pokrytie jedného vysielaca na kazdej pozicii v tomto stipci
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(ignorujic mrakodrap v druhom stlpci, kedze ten bude uré¢ite pokryty druhym vysielacom). Pouzijeme pritom
predpoéitané stéty riadkov a stipcov, podobne ako v riefeni vyssie, aby sme kazdé pokrytie spocitali v O(1).
Ak tieto pokrytia zoradime, mézeme jednoducho zobraf najlepsie pozicie z Tavého a z pravého stipca (ak st v
tom istom riadku, skontrolujeme najlepsie dve pozicie). Ich sicet ndm potom dé najlepsie rieSenie s vysiela¢mi
v tychto dvoch stipcoch. Takto dosiehneme ¢asovi zlozitost O(n?), kedze pre kazda z O(n?) dvojic stipcov raz
prejdeme kazdy zo stipcov s n mrakodrapmi. Musime si daf ale pozor, aby sme si namiesto zoradovania iba
vybrali dve najlepsie riesenia, kedZe triedenie je prilis pomalé (triedenie O(n logn), cely cyklus teda O(n?logn)).

Este musime vysktsat moznost, ze v optimalnom rieSeni s oba vysielade v tom istom riadku alebo stlpci:
Stadi nam pre kazdy riadok vyskusaf vietky dvojice stipcov, v ktorych sa nachadzajt vysielace, a vybraf
najlepsie pokrytie (a podobne pre stipce). Casova zlozitost O(n?) nam tu staéi, kedze takti ma prva ¢ast tohoto
rieSenia.

Mimochodom, takdto moznost naozaj moze nastat. Napriklad pre vstup niZsie si v optimdlnom rieseni vy-
sielace na mrakodrapoch s 0 obyvatelmi:

5

19191
19191
909009
19191
191091

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
ios_base::sync_with_stdio(0);

cin.tie(0); cout.tie(0);
int n; cin >> n;

vector<vector<int>> d(n, vector<int>(n));
vector<long long> riadky(n), stlpce(n);
for (int v = 0; y < n; y++) {
for (int x = 0; x < n; x++) {
cin >> dly] [x];
riadkyly] += dly][x];

stlpce[x] += dly][x];

long long best = 0;

// rozne riadky
vector<pair<long long, int>> stlpcel(n), stlpce2(n);
for (int y1 = 1; vyl < n; yl++) {

for (int y2 = 0; y2 < yl; y2++) {

for (int x = 0; x < n; x++) {
long long rl = riadkyl[yl] - dlyl]I[x];
long long r2 = riadkyl[y2] - dly2]I[x];
long long s = stlpce[x] - dlyl]l[x] - d[y2]I[x];
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// rovnaky riadok

best = max(best, s + rl + r2);

// rozne riadky
stlpcel[x] = make_pair(s + rl, x);

stlpce2[x] = make_pair(s + r2, x);

// najdi 2 najvacsie

partial_sort (stlpcel.begin(), stlpcel.begin()+2, stlpcel.end(), std::greater<pair<long long, int>>());
partial_sort (stlpce2.begin(), stlpce2.begin()+2, stlpce2.end(), std::greater<pair<long long, int>>());
sort (stlpcel.begin(), stlpcel.begin()+2, std::greater<pair<long long, int>>());

sort (stlpce2.begin(), stlpce2.begin()+2, std::greater<pair<long long, int>>());

if (stlpcel[0].second != stlpce2[0].second) {

best = max(best, stlpcel[0].first + stlpce2[0].first);
} else {

best = max(best, stlpcel[0].first + stlpce2[1l].first);

best = max(best, stlpcel[l].first + stlpce2[0].first);

// rovnaky riadok
for (int y = 0; y < n; y++) {
for (int x1 = 1; x1 < n; x1++) {

for (int x2 = 0; x2 < x1; x2++) {

long long sl = stlpce[x1l] - d[y][x1];
long long s2 = stlpce([x2] - d[y][x2];
long long r = riadky([y] - dly]l[x1l] - d[y][x2];

// rovnaky riadok

best = max(best, r + sl + s2);

cout << best << endl;

paulinia
8. Astralne Kamene (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Malo kamerov

Ak je kamenov madlo, vieme tlohu previest na nasledovny podproblém:

Ak Jozko zoberie i-ty kameii, kolko najviac bodov vie odvtedy ziskat?

RieSenie je dynamické programovanie: Utriedme si kamene podla ¢asu dopadu a spracujme ich od najne-
skor§ieho po najskorsi. Pre kazdy uZ spracovany kamern si zapamétame hodnotu best; - kolko najviac bodov vie
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ziskat Jozko od momentu ked zoberie tento kameri. Tto hodnotu pre i-tj kamerti spoc¢itame nasledovne: pozrime
sa na vSetky kamere ktoré dopadli neskér (pre ne sme uz hodnotu spoéitali). Takto zistime ktoré mé Jozko
Sancu zobrat a hodnota best; je stcet hodnoty i-teho kamenia a maxima hodnot pre dosiahnutelné kamene.

Napokon si uz len treba vybrat ktorym kametiom za¢neme. Na to staci prejst vSetky kamerie a odpovedou
je maximum z best;.

Na zrekonstruovanie sekvencie si pre kazdy kamen staci pamitat ktory dalsi Jozko vezme.

Toto riesenie mé ¢asovi zlozitost O(n?), pamitfovi O(n) a staéi na ziskanie 2 bodov z prvej sady.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n, p;
cin >> n >> p;

vector<int> X(n), T(n), V(n);
vector<pair<pair<int, int>, int> > coors;

for (int i 0; 1 < n; 1 ++) cin >> T[i];
for (int i 0; 1 < n; 1 ++) {

cin >> X[i];

X[1i] -= p;

}

for(int i = 0; 1 < n; 1 ++) cin >> V[i];

for(int i = 0; 1 < n; 1 ++) {
int a2 = X[i] + T[i];
int b2 = T[i] - X[i];

if (a2 >= 0 && b2 >= 0) |
coors.push_back ({{T[1i], X[1i]}, i});
}
}

sort (coors.begin(), coors.end());
int m = coors.size();

vector<long long int> best (m, 0);
vector<int> to_use(m, 0);

for(int i = 0; 1 < m; 1 ++) {
long long int prior = 0;
int from = -1;
for(int j = 0; J < i; j ++) {
if (coors[i].first.first - coors[]j].first.first >= abs(coors[i].first.second - coors[]j].first.second)) {
if (prior < best[]j]) {
prior = best[]];
from = j;
}
}
}
best[i] = prior + V[coors[i].second];
to_use[i] = from;

}

long long int maxi = 0;
int from = -1;

for(int i = 0; 1 < m; 1 ++) {

if (best[i] > maxi) {
maxi = best[i];
from = 1i;

}

vector<int> which;

while (from >= 0) {
which.push_back (coors[from].second);
from = to_use[from];

}
cout << which.size() << ”_.” << maxi << endl;

for(int i = 0; i < (int)which.size(); 1 ++) cout << (i ? ”_” : ") << which[i];
cout << endl;

Vela kamefiov, v malom &asopriestore

Co ked je kametiov vela, ale st roztrisené po malom éasopriestore? V druhej sade sa kametie moézu vyskytovat
iba prvych 5000 metrov a sektind. To je pomerne mélo a vieme na tom zalozit druhé rieSenie dynamickym
programovanim:

Pozrime sa na podproblém: Ak Jozko stoji v ¢ase ¢ na stradnici x, aky najvicsi sucet vie odvtedy (vratane)
dosiahnut?
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Spracujme hodnoty od neskorsich ¢asov ku skorsim. Vsimnime si, Ze na ked je Jozko na nejakej ¢asopries-
torovej stradnici, si tri moznosti kde skonéi o sekundu neskor: bud sa posunie o jedno miesto dolava (x — 1),
o0 jedno doprava (z + 1), alebo ostane na mieste. Pre kazdu stradnicu sa tak sta¢i pozrief na tri dalsie a z nich
vziat maximum (a pripadne pri¢itat hodnotu kamena, ak tam, kde stojime, nejaky je).

RieSenie - maximalny sticéet hodnot ktoré vie pozbierat, je hodnota pre stradnicu t = 0, x = p.

Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni, kamene ktoré Jozko vezme zrekonstruujeme tak, ze Ze si pre kazda
sturadnicu zapaméitame kde viedol optimalny krok.

Pre spocitanie zlozitosti, ozna¢me X maximum z priestorovych stradnic a 7" maximum ¢asovych sturadnic.
Casova aj pamiifova zlozitost je O(XT) a toto riesenie staci pre dalsie dva body z druhej sady.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n, p;
cin >> n >> p;

vector<int> X(n), T(n), V(n);
vector<pair<pair<int, int>, int> > coors;

for (int i 0; i <n; i +4) cin >> T[i];
for (int i 0; i < n; i ++) {

cin >> X[1i];

X[i] -= p;

}

for(int i = 0; 1 < n; 1 ++) cin >> V[i];

for(int i = 0;
int a2 =
int b2 =
if (a2 >= 0 && b2 >= 0) {

coors.push_back ({{T[i], X[il}, i});
}
}

sort (coors.begin(), coors.end());
int m = coors.size();

vector<long long int> best (m, 0);
vector<int> to_use(m, 0);

for(int i = 0; 1 < m; 1 ++) {
long long int prior = 0;
int from = -1;
for(int j = 0; J < i; J ++) {
if (coors[i].first.first - coors[j].first.first >= abs(coors[i].first.second - coors[j].first.second))
if (prior < best[j]) {
prior = best[j];
from = j;
}
}
}
best[i] = prior + V[coors[i].second];
to_use[i] = from;
}
long long int maxi = 0;
int from = -1;
for(int i = 0; 1 < m; 1 ++) {
if (best[i] > maxi) {
maxi = best[i];
from = 1i;

}

vector<int> which;

while (from >= 0) {
which.push_back (coors[from].second) ;
from = to_use[from];

}

cout << which.size() << ”.” << maxi << endl;
for(int i = 0; i < (int)which.size(); 1 ++) cout << (i 2 ”.” : ””) << which[i];
cout << endl;

Vzorové riesenie

Vzorové riesenie ma myslienku podobnia prvému riesenie hrubou silou - pre kazdy kamen si polozime otazku:
aky najvicsi sicet hodnot moze Jozko ziskat od momentu ako zoberie i-ty kamen?

V rieSeni na prvu sadu sme si vSetkych kandidatov po jednom prezreli, a vybrali maximum. Vyzerd to tak,
ze by to chcelo nejaky sposob, ako rychlo zistif maximum z vhodnej mnoziny kamenov.

{
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Predstavme si situdciu geometricky v ¢asopriestore a zaznacme si z ktorych kamenov sa dé dostat na ktoré.
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Vsimnime si, ze jednoduché pravidlo ako “ako dal$i kamen moézme vziat akykolvek, ¢o padne neskor” nefun-
guje, napriklad na obrazku kamenl B zo $tartovnej pozicie nie je dosiahnutelny. Ak nidjdeme pekné stradnice, v
ktorom kritérium “viem zobrat tento kamen zacinajic na pozicii (z,t)” sa da vyjadrit ako interval problém by
sa vyrazne zjednodusil.

Na druhy pohlad si vieme vSimnut, Ze vysek ¢asopriestoru do ktorého sa vieme od nejakého kameriu dostat
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Aby sme sa vyhli desatinnym ¢islam, mézme vynechat delenie dvomi -

Dostaneme stradnice, v ktorych sa z (a,b) vieme dostat na vSetky body (s,t) kde s <aat <b.

Teraz vieme tlohu riesif pomocou intervalového stromu: spracujme kamene v poradi najskor od najvicsieho a
a potom od najvicsieho b. Pri spracovani kamena na pozicii (a, b) sa pozrieme do intervalového stromu na pozicie
od b vécsie a v logaritmickom ¢ase zistime ktory kameri je optimalne vziat a kolko tak ziskame (potrebujeme
obe tieto informécie). Nésledne ulozime informéciu o kameni na b-t poziciu do intervalaca.

Ak Casovi zloZitost mé toto rieSenie? b-stradnica, ktorou indexujeme v intervalaéi je ohranic¢end T-najvacsim
vyskytujicim sa ¢asom. Vytvorit intervalovy strom m4 linedrnu ¢asovii i pamétovi zlozitost, nasledné spracova-
nie kazdého kamena log T ¢as. Celkova ¢asova zlozitost je tym padom O(T + nlogT'). Toto riesenie by vyriesilo
druht a tretiu sadu a ziskalo by tak 4 body.

Pozorny ¢itatel sa uZ isto ¢uduje? Nehovoril posledny nadpis vzorové riesenie? Pravdou je, Ze sme pri fiom
uz velmi blizko - problém je velkost intervalac¢a - mony rozsah stradnic je rddovo viac, ako pocet kamertiov.
Valna vicsina pozicii v intervalovom strome ostava nevyuzita, ale sposobuje TLEtie programu.

Riesenie na tento problém sa vold kompresia suradnic. Namiesto pouzivanie b na indexovanie, precislujme
stradnice eSte raz: zaujima ndas iba relativne poradie (ktoré kamene maji nizsiu/vysSiu b stradnicu), takze
nova druhd suradnica ¢éislo “kolko z vSetkych kameriov mé nizsiu b-siradnicu ako ja?”. Toto ¢islo sa dé zistit
utriedenim podla b-stradnice v O(nlogn) case.

Precislovanie sposobi, Ze intervald¢ bude mat velkost O(n) a teda sa Casova zlozitost upravi na O(nlogn),
paméfova na O(n) a rieSenie prejde na vSetkych sadach.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct intervalac {
int N;
vector<int> start, range;
vector<pair<long long int, long long int>> maxi;

intervalac (int n) {
N = pow (2, ceil(log2(max(n, 1))));

start.resize(2 = N, 0);
range.resize(2 » N, N);

maxi.resize(2 » N, {0, -1});
for (int i = 2; i < 2 % N; i ++) {
range[i] = rangel[i / 2] / 2;
start[i] = start[i / 2] + (i % 2) x rangel[i];

pair<long long int, long long int> get_maxi (int from, int id) {
if (start[id] + range[id] <= from) return {0, -1};
if (start[id] >= from) return maxi[id];
return max (get_maxi (from, id * 2), get_maxi(from, id « 2 + 1));

}

void update (int p, long long int val, int index, int id) {

if (start[id] > p || start[id] + range[id] <= p) return;
if (range[id] == 1) {

maxi[id] = {val, index};

return;

}
update (p, val, index, id * 2); update(p, val, index, id % 2 + 1);
maxi[id] = max (maxi[id = 2], maxi[id * 2 + 1]);

int main() {
int n, p;
cin >> n >> p;

vector<int> X(n), T(n), V(n), to_use(n, -1);
vector<pair<pair<int, int>, int> > coors;

for (int 1 = 0; i < n; i ++4) cin >> T[i];
for (int i = 0; 1 < n; 1 ++) {
cin >> X[i];
X[i] -= p;
}
for (int i = 0; 1 < n; 1 ++4) cin >> V[i];

set<pair<int, int>> compress;
map<pair<int, int>, int> translate;

for(int i = 0; 1 < n; 1 ++) {
int a2 = X[i] + T[i];
int b2 = T[i] - X[i];

if (a2 >= 0 && b2 >= 0) {
coors.push_back ({{a2, b2}, i});
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compress.insert ({b2, a2});

}

int 1 = 0;

for (auto c : compress) {
translate([c] = 1;
1 ++;

}

intervalac I(1);

sort (coors.rbegin(), coors.rend());
int m = coors.size();

for (auto vec : coors) {
int i = translate[{vec.first.second, vec.first.second}];

pair<long long int, long long int> max_val = I.get_maxi(i, 1);
I.update (i, max_val.first + V[vec.second], vec.second, 1);
to_use[vec.second] = max_val.second;
}
pair<long long int, long long int> maxi = I.get_maxi(0, 1);
vector<int> which;
int take = maxi.second;
while (take >= 0) {
which.push_back (take) ;
take = to_use[take];
}
cout << which.size() << ”.” << maxi.first << endl;
for(int i = 0; i < which.size(); i++) cout << (i 2 ”.” : ") << which[i];

cout << endl;
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