KoreSpondencny seminar z programovania
-6)- XXXIII. roénik, 2015/16

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové rieSenia 2. série zimnej Casti

Déavid
1. Zlacnené disky (max. 6 b za popis, 4 b za program)
Ulohou bolo zistit, v ktory den je najvyhodnejsie zaplatit zvysok dlhu.
Potrebujeme teda pre kazdy den zistit, kolko eur by Matus celkovo zaplatil, ak by vyplatil zvySok dlhu v
tento defl. Potom nam staci vybraf najskorsi defi kedy je tdto suma najnizsia.

Otéazkou ostéva, ako poéitat sumu v eurdch, ktort by zaplatil, ak by ukondcil splacanie v i-ty defi. Tato suma
sa sklada z dvoch cCasti:

Prv4 cast je to, o musel zaplatit kazdy den splacania — i-krat vyska splatky, teda i - s.

Druhéa ¢ast musi pokryvat nesplateny zvySok ceny v taiwanskych dolaroch. Tento zvySok vypoditame ako
rozdiel ceny disku a suc¢tu hodnét vSetkych doterajsich splatok. Ak si teda oznacime kurz i-teho dna ako k;,
zvySok je c — s (k1 + ko + ... + k;).

Moézeme si vSimnit, Ze ak pozname zvySok v i-ty det, Tahko vieme vypoditat zvySok v 7 + 1 dem, a to tak Ze
od zvysku v i-ty dei odratame hodnotu splatky v i + 1 deft — s - k;1'.

Ked uz pozndme zvySok, ktory treba pokryt, vydelime ho kurzom na tento demi a ziskame sumu v eurach
ktoru treba doplatit. Nakolko chceme platit celo¢iselne, tito sumu eSte zaokrtthlime nahor.

Celkovi sumu, ktort Matus zaplati, ak sa rozhodne doplatit dlh v i-ty deri vieme teda vypocitat ako

Qs ’VC—S'(kl—l—kkg—l—...—Fki)—‘

Ked poznédme celkovii sumu, staéi ju porovnat s doteraz najnizsou sumou ktori sme vyratali, a ak je lepSia,
tak si ulozime ¢islo tohto diia. Treba si dat pozor, aby sme vypodet zastavili potom, ako sa zvysSok stane
zapornym, lebo vtedy je uz disk splateny.

Zlozitost

Ak postupujeme tak, ako sme popisovali vyssie, sta¢l ndm v kaZdom z n krokov precéitat hodnotu kurzu
na tento den a spravit konstantne vela jednoduchych vypocétov a porovnani, ktoré maji konStantni éasovi
zlozitost. Preto celkova ¢asova zlozitost bude O(n).

Lepsie sa to dokonca ani ned4, kedze na vstupe méme kurzy na n dni, ktoré musime naéitat?.

Pamitova zlozitost je O(1), pretoZe si sta¢i pamitat len zvySok, ktory treba zaplatit z predoslého dria a kurz
v dany den.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <cmath>

using namespace std;

int main () {
int n, cena, splatka, best = 1234567890, den = 1, kurz;
cin >> n >> cena >> splatka;
for (int i=0; i<n; i++){
cin >> kurz;
cena -= kurz x splatka; // kolko taiwanskych dolarov zostava zaplatit

// kolko eur by zaplatil ak skonci tento den
int teraz = (i + 1) * splatka;
if (cena>0) teraz += ceil (cena/kurz);

1Ak by sme pre kazdy den zvlast poéitali sucet (k1 + ko + ... + k;), potebovali by sme si kurzy pamitat v poli, no &o je horsie,
vypocet by mohol trvat dlho. Pre n dni by sme postupne sé¢itavali 1,2, 3, ...n ¢isel, teda celkovo by sme scitali 14+2+3+---+n =
nn-1) _ O(n?) &sel. Takyto program by tspesne stihol vyriesit vstupy s n nanajvys 10 000.
Odhad zlozitosti robime vSeobecne, teda uvazujeme najhorsi mozny pripad — ak je najvyhodnejsie doplatit splatku v posledny
den, musime nacitat vsetky kurzy.
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if (teraz < best){
best = teraz;
den = 1 + 1;

}

if (cena < 0) break;
}

cout << den << endl;

Listing programu (Pascal)

uses crt, math;
var n, cena, splatka, best, teraz, den, kurz, i:longint;
begin
best := 1234567890;
den := 1;
read (n, cena, splatka);
for i := 1 to n do
begin
read (kurz) ;
dec (cena, kurz * splatka);

teraz := i x splatka;
if cena > 0 then inc(teraz, ceil(cena / kurz));

if teraz < best then
begin
best := teraz;
den := 1i;
end;

if cena < 0 then break;
end;
writeln (den);
end.

vyskumny tim Katedry Sprchovania a Plavania
2. Znova zaspineni programatori (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Téato tloha sa dala riesit viacerymi spésobmi. V tomto vzoraku si ukazeme jedno pomalé a dve rychle riesSenia.

Naivna simulacia

Budeme robit presne to, ¢o ndm hovori zadanie. V jednom poli si budeme pamétat, v akom poradi st gély
na kope a postupne budeme simulovat sprchovanie programatorov. Vzdy, ked sa nejaky programétor osprchuje,
najdeme jeho gél v nasom poli, vSetky gély nad nim posunieme o jednu poziciu nizsie a na$ hladany gél dame
na samy vrch. Na konci vypiSeme poradie, v akom st gély na kope. Pri implementdcii si treba dat pozor na to,
aby sme gély postvali v dobrom poradi, inak sa ndm moze staf, Ze si jednym gélom postupne prepiseme celt
postvanu cast pola.

Zlozitost

V7dy, ked sa nejaky programéator osprchuje, budeme musiet posunit vsetky gély, ktoré st v kope nad jeho
gélom. V najhorsom pripade sa ndm moze stat, Ze po kazdom sprchovani budeme musiet posunit vSetkych n
gélov. Casova zlozitost je teda O(mn), pamitova zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)
#include <cstdio>
int kopa[2000007];

int main() {
int n, m;
scanf (”"%d.%d”, &n, &m) ;
for (int i=0; i<n; 1i++)
kopali] = i+1;

for (int i=0; i<m; i++) |
int aktualny;
scanf (”%d”, &aktualny);
int kde_je;
for (int j=0; j<n; Jj++)

if (kopalj] == aktualny) // najdeme gel v kope
kde_je = 3;
for (int j=kde_je; j>0; Jj--) // vsetky gely nad aktualnym klesnu
kopa[j] = kopalj-1];
kopa[0] = aktualny; // a aktualny pojde na vrch kopy

http://ksp.sk/ strana 2 z 19



for (int i=0; i<n; i++) {
printf (”%d”, kopalil);
if(i < n-1) printf(”.");
else printf (”\n”);

Spajany zoznam

Opit budeme cely dej simulovat, ale informéciu o kope si budeme pamétat trochu sikovnejsie. Namiesto
toho, aby sme si pamitali poradie vSetkych gélov, budeme si pre kazdy gél pamitat, ktory gél je v kope hned
pod nim a ktory gél je hned nad nim (pripadne, Ze dany gél je na tplnom vrchu, alebo spodku kopy). K tomu
si budeme navySe pamitat ¢islo gélu, ktory je aktuélne na vrchu kopy. VSimnime si, ze ked prestiivame gél z
nejakého miesta na vrch kopy, viiéSine gélov sa susedia nezmenia. Konkrétne, ak chceme presunuf gél A, pricom
nad nim bol gél B, pod nim bol gél C' a na vrchu kopy bol gél D, tak po presune pod gélom B uz nebude A,
ale C, nad gélom C bude gél B, nad gélom D bude A a gél A bude na vrchu kopy, pricom pod nim bude gél D.
Ni¢ iné uz v pamiiti menif nepotrebujeme.

Na konci vypiSeme gél, ktory je na vrchu kopy, potom gél tesne pod nim, potom gél, ktory bol pod nim atd.,
az kym neprideme na spodok kopy.

Aby sme pri implementécii nemuseli Specidlne oSetrovat spodok a vrch kopy, moZzeme urobit nasledovny trik:
na spodok aj na vrch kopy si priddme po jednom virtualnom géli (s ¢islami 0 a n+1), s ktorymi nikdy nebudeme
hybat. Vdaka tomu nikdy nebudeme musiet hybat s gélami, ktoré st na vrchu, alebo na spodku kopy. Potom si
ani nebudeme musiet pamétat, ktory gél je na vrchu skutoc¢nej kopy, kedze to vzdy bude gél tesne pod gélom 0.

Zlozitost

Na zac¢iatku musime nastavit vSetkym gélom susedov (v ¢ase O(n)). Pri kazdom sprchovani musime zmenit
konstantne vela premennych (dokopy v ¢ase O(m)) a na konci musime prejst cez vSetky gély a vypisat ich (v
¢ase O(n)). Celkova ¢asova zlozitost je teda O(m + n). Pamétova zlozitost je O(n)

Listing programu (C++)

#include<cstdio>
int nad[200002], pod[200002];

int main() {
int n, m;
scanf (”"%d.%d”, &n, &m) ;

for (int i=0; i<=n; i++) pod[i] = i+1;
for (int i=1; i<=n+l; i++) nad[i] = i-1;

for (int i=0; i<m; i++) {
int aktualny;
scanf (”%d”, &aktualny);
pod[nad[aktualny]] = pod[aktualny];
nad[pod[aktualny]] = nad[aktualnyl; // vyberieme aktualny gel z kopy
pod[aktualny] = pod[0];

nadlaktualny] = 0; // pridame ho na vrch kopy
[
[

nad[pod[0]] = aktualny;
pod[0] = aktualny; // a aktuailzujeme gely na vrchu kopy

}

int gel = pod[0];

for (int i=0; i<n; i++) {
printf (7%$d”, gel);
if(i < n-1) printf(”.");
else printf (”\n”);
gel = pod[gel];

Naspat v case

Nakoniec si ukdzeme jedno rieSenie, ktoré je myslienkovo trochu naroc¢nejsie, ale ma jednoduchsiu imple-
mentéaciu. V§imnime si, ze ak sa programator niekedy pocas dina osprchoval, potom vsetci, ktori sa sprchovali
po 1iom (presnejsie povedané, po tom, ako sa nas programéator osprchoval posledny raz), budi mat svoje gély
v kope nad jeho gélom a vSetci ostatni budii mat gély pod jeho gélom. Inymi slovami, na konci bude na vrchu
kopy gél programétora, ktory sa sprchoval ako posledny. Pod nim bude gél programéatora, ktory sa sprchoval
ako predposledny, atd.. Gély programatorov, ktori sa nesprchovali, budi tiplne na spodku kopy v rovnakom
poradi, ako boli na zaciatku.

Ulohu teda vyriesime nasledovne: budeme prechadzaf zoznamom sprchovani v opaénom poradi, ako bol
na vstupe. Vzdy, ked ndjdeme nejakého programdtora, ktorého sme este nevideli (teda sme nasli posledné
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sprchovanie tohto programatora), vypiSeme jeho ¢islo. Kedze vSetkych programétorov, ktori sa sprchovali po
fom, sme uz videli (a teda aj vypisali), tak sa ndm nestane, Ze by sme niektoré ¢islo vypisali prili§ skoro.
Nakoniec este prejdeme vSetky gély v poradi, v akom boli na zaciatku (teda od 1 do n) a vypiSeme tie, ktoré
sme eSte nevypisali.

Zlozitost

Musime naéitat a prejst m-prvkovy zoznam sprchovani a potom este n-prvkovy zoznam gélov. Casova zlozi-
tost je teda O(m+n). Potrebujeme si pamitat cely zoznam sprchovani (lebo ho budeme prechadzat v opa¢nom
poradi, ako bol na vstupe) a pre kazdého programatora si potrebujeme pamétat, ¢i sme ho uz videli (¢i sme uz
vypisali ¢islo jeho gélu). Preto aj pamétova zlozitost je O(m + n).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

bool videl_som[200001];
int sprchovanie[200000];
int vypisanych = 0;

int main()
{
int n, m;
scanf (”"%d.%d”, &n, &m) ;
for (int i=1; i<=n; i++)
videl_som[i] = O;
for (int i=0; i<m; i++)
scanf (”%d”, &sprchovanie[i]);

for (int i=m-1; i>=0; i--) {
if (!videl_som[sprchovanie[i]]) {
printf (”%d”, sprchovanie[i]);
vypisanych++;
if (vypisanych < n) printf (”.”);
else printf (”\n”);
videl_som[sprchovanie[i]] = 1;
}
}
for (int i=1; i<=n; i++)
if(!videl_som[i]) {
printf (”%d”,1i);
vypisanych++;
if (vypisanych < n) printf(”.”);
else printf (”"\n”);

{

Baska
3. Zygrov dlhorocny sen ... (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Ciferny sicet

Na zaciatok si povieme, ako zistif ciferny sicet ¢isla ¢. Na vypocet ciferného suctu pouzijeme operaciu
modulo — zvySok po deleni. Posledna cifra ¢isla ¢ je zvySok po deleni ¢islom 10, alebo ¢ mod 10. Vydelenim
¢isla ¢ ¢islom 10 ho ,skratime” o poslednu cifru.

Rovnakt myslienku preto moZzeme pouzit aj na predposledni cifru, predpredposlednt cifru... Postup bu-
deme opakovat, az kym nebudeme vediet vSetky cifry. Skon¢ime vtedy, ked sa ndm ¢islo zmensi na nulu. Cifry
¢isla ¢ si budeme postupne s¢itavat do premennej.

Listing programu (C++)

long long ciferny_sucet (long long cislo) {
long long sucet = 0;
while (cislo > 0) {
long long posledna_cifra = cislo % 10;
sucet += posledna_cifra;
cislo /= 10;
}

return sucet;

Uloha

Zazracné platenie fungovalo nasledovne: Nech je skuto¢na cena nakupu c. Zygro pri zazracnom plateni zaplati
ciferny_sucet(c) peniazi a teda pri tomto nakupe usetri n = ¢ — ci ferny_sucet(c) penazi.
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Ulohou bolo najst kazdé ¢islo ¢, pre ktoré plati, ze ak od neho od¢itame jeho ciferny sucet, tak dostaneme
¢islo na vstupe, teda n.

Nech mame zadant uSetrent sumu n. KedZe vieme, Ze kazd4 povodna cena ¢ musela byt aspon tak velkd
ako ¢islo n, mozeme tlohu riesit tak, Ze postupne skisame vSetky ¢isla ¢ > n a testujeme, ¢i po odéitani ich

.....

Horné ohrani€enie na hodnotu c
MbZeme si v8imnit, Ze za ndkup v hodnote ¢ modZeme zaplatit najviac 9 - len(c) petiazi, kde len(c) je pocet
cifier ¢isla ¢. Vzdy teda uSetrime aspoii ¢ — 9 - len(c) penazi, preto plati nerovnica:

n>c—9-len(c)
Z tohto zapisu vieme odvodif horné ohranicenie pre hodnotu ¢
c<n+9-len(c)

potrebujeme v8ak odhadnit len(c) pomocou n. Na rychlostnej programéatorskej sitazi by sme si zvolili nejaki
hodnotu, ktord by urétite staéila pre ndjdenie vSetkych moznych rieSeni (napr.: len(c) < 2 - len(n)). Nezhorsili
by sme tak asymptotickii éasovi zlozitost a rieSenie by sme mali naprogramované rychlo. Pre tplnost si ale
dokézeme presnejsi odhad.

AK4 je teda dlzka ¢isla ¢ vzhladom na dizku é&isla n? Ukazeme si, ze dlzky tychto dvoch ésel sa mozu lisit
najviac o jedna.

o Ak je ¢ jednociferné, po odéitani ciferného stuétu sa dlzka vysledku nezmeni, n ma teda tiez jednu cifru.

e Ak je ¢ dvojciferné, ciferny_sucet(c) < 18. Pre vSetky &isla ¢ > 28 sa po odéitani ciferny_sucet(c) jeho
dizka nezmeni, takze n bude tiez dvojciferné. No a ak je ¢ mensie ako 28, vysledné ¢islo n bude mozno
jednociferny (napr. pri éislach 11 az 19).

e Ak je c k-ciferné, ciferny_sucet(c) < 9k. Pre vietky ¢ > 10*~! + 9k, odéitanim ciferného suctu jeho dizku
nezmenime. Inak moze byt n len o 1 cifru kratsie. Na skratenie o dve cifry by totiz muselo platit, Ze ciferny
stiéet je aspon 9 - 10¥72.3 Dostaneme teda nasledovnii nerovnicu: 9 - 10¥=2 < ciferny_sucet(c) < 9k. Tato
nerovnica vSak zjavne nie je splnend pre k vicsie alebo rovné trom.

Vieme teda, ze po od¢itani ciferného sucétu z ¢isla ¢ nemoze vzniknit ¢islo s poétom cifier zmensenym o 2.
Toto modzeme zapisat ako:

len(c) — len(n) = len(c) — len(c — ciferny_sucet(c)) <1
¢im dostavame odhad len(c) < 14 len(n) a teda spojenim tychto dvoch Gvah modZeme ohrani¢if ¢ pomocou n:
c<n+9-(1+len(n))

Posledny krok, ktory este musime spravit, je zistenie dizky ¢isla v desiatkovom zapise.

Moézeme pouzit funkciu podobni tej, ¢o ratala ciferny stéet. Kym je ¢islo vicsie ako 0, budeme ho delif 10
a zvicSovat si pocitadlo poctu cifier.

Iny sposob je vyuzit desiatkovy logaritmus. Pre vSetky kladné celé ¢isla plati len(n) = [logqo(n)] + 1, kde
[n] je dolnd celd ¢ast n. Pre 0 priddme Specidlny pripad, kedze pocet cifier ¢isla nula je 1, ¢o nesedi s nasim
vzoréekom. Hornd hranica pre ¢ bude teda n 4+ 9 - (|log;o(n)] + 2).

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<cmath>

using namespace std;

long long ciferny_sucet (long long cislo) {
long long sucet = 0;
while (cislo > 0) {
long long posledna_cifra = cislo % 10;
sucet += posledna_cifra;
cislo /= 10;
}

return sucet;

3Ak chceme zo 6-ciferného ¢isla (najmensie je 100,000) dostat ¢islo Stvorciferné (najvacsie je 9,999 ), musime odéitat aspoti
90001).
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}

int main() {
long long z;
cin>>z;

for (int i1 = 0; i<z; ++1i) {

long long n;
cin>>n;
long long horna = 10;
if (n > 0) horna 9+xint (1ogl0 (n)+2);
bool je_riesenie false;
for (long long c = n; c <= nthorna; ++c) {

if (¢ - ciferny_sucet(c) == n) {

if (je_riesenie) {
cout << ".”;

}
je_riesenie = true;
cout << ¢;
}
}
cout << endl;
}

return O;

Zlozitost

Ciferny stcet ¢isla ¢ zistime v ¢ase O(logy,(c)). Avsak, ¢ a n m4 takmer rovnako vela cifier (¢ ma nanajvys o
jednu viac), preto je to zaroven ¢as O(logy(n)). Pre zadané n skiSame hodnoty od n po n + 9(|log;(n)| + 2),
teda dokopy 9|log,o(n) + 2] ¢isel. To znamena, 7e vypoditat rieSenie pre jedno n trva O(logiy(n)). No a na
vstupe mame z zaznamov, preto je vysledna casova zlozitost O(z - logi,(n)).

Pamitova zlozitost je O(1), pretoze mame iba konStantny podet premennych a vysledky mézeme rovno
vypisovat.

Rychlejsie, matematické riesenie

Na tuto tillohu sa ale da pozriet aj ¢isto matematicky. Povedzme, Ze by mal Zygro zaplatif sumu c. Toto ¢islo
si mdZeme zapisat pomocou jeho cifier ako

c=1-cg+10-¢1+100-¢c5...

pri¢om c¢; je i-ta cifra ¢isla c¢. Kolko je potom n = ¢ — ciferny_sucet(c)? Ciferny sacet je len sucet cifier a teda
dostévame:

n=1-cg+10-¢c1+100-¢c3...—(cog+c1+ca+...)=(10—-1)-¢c;+(100—1) - ca...

Z tohto ¢&isla potom potrebujeme zrekonstruovat povodné c, teda jeho cifry. Vidime, Ze n ndm o nultej cifre
¢ absolutne ni¢ nepovie. To znamend, ze poslednd cifra m moze byt Tubovolnd. Ak teda nejaké rieSenie existuje,
je ich rovno 10.

Dalej potrebujeme néjst cifry cq,co, ... cq, pre ktoré plati vyssie uvedena rovnost n = (10 — 1) - ¢4 + (100 —
1)-ca+...4 (107 — 1) - ¢4, kde g je pocet cifier ¢, ¢o vieme, Ze je najviac pocet cifier n plus jedna.

Algoritmus je potom nasledovny. Zoberieme n a najdeme g. Zistime si celo¢iselny podiel 57—, ¢im dostaneme
¢q- Od n odéitame (109 —1)-c, a zmensime ¢ o jedna. Takto pokrac¢ujeme, az kym ¢ neklesne na nulu, ¢o nastane
po O(logn) krokoch.

Posledné, ¢o musime skontrolovat, (moZeme to robit aj pocCas ratania jednotlivych cifier) je zistit, ¢i st
najdené Cisla ci, ¢, . .. ¢4 naozaj cifry — ¢isla od 0 po 9. Ak st vSetky naozaj ciframi, zistili sme vsetky, okrem
nultej, ktord ale moze byt lubovolna. Stadi uz len vypisat.

Vhodnym udrziavanim si potrebnych ¢isel vieme tlohu pre jedno n vyriesit v éase O(log(n)) s pamiitou
O(1). Celkové rieSenie mé potom ¢asovu zlozitost O(zlog(n)) a paméitovi zlozitost O(1).

O pocte cifier a odhade casovej zloZitosti

Mnohi z vés radi v rieSeniach prehlasovali pocet cifier kazdého n za konstantu, a teda aj casova zlozZitost za
konstantnt.

Odhad ¢asovej zlozitosti je velmi praktickd vec. Robime ho preto, aby sme vedeli priblizne predpovedat (este
pred naprogramovanim), ako dlho bude program bezat, ked mu budeme dévat rozne velké vstupy. V nasej tillohe
je n jednym z dvoch parametrov. Bolo by teda velmi praktické vediet, ¢o sa bude diat ked ho budeme menit.
Preto je odhad O(logn) informativnejsi.

Samozrejme, kedze n mohlo mat najviac 18 cifier, tak to, ¢i n = 12 alebo n = 123456789012345678 ovplyvni
¢as behu programu miniméalne. Preto moZeme prakticky tvrdit, Ze beh programu nezavisi od velkosti n (teda,
7e m4 program konstantni ¢asov zlozitost). Takéto zdovodnenie ale treba v popise riesenia vzdy spomentt.
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Ak by sme tlohu riesili pre velaciferné ¢isla, nemohli by sme pouzivat Standartné aritmetické operacie (napr.
v C++) alebo by ¢as vypoctu tychto operacii velmi zavisel od velkosti ¢isel (Python, vlastna aritmetika s
velkymi ¢islami). Takyto program by si vyzadoval iné odhady zlozitosti.

Miso
4. Zajtra davam vypoved' (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Tato tloha sa dala riesit viacerymi sposobmi. UkéZeme si vyhody a nevyhody rieseni, ktoré ste submitovali.
Prvé z nich je nedostatocné, druhé vtipné ale spravne, a tretie je spravne a elegantné.

Hlavna myslienka za vSetkymi rieSeniami je nasledovnéa: postupne vypocitat vysledok po jednotlivych cif-
rach. To znamend, Ze najprv si vygenerujeme jednociferné &islo, ktoré spliia prvia poziadavku, potom k nemu
pridame dalsiu cifru tak, aby spliialo druhii poziadavku, a tak dalej. Tymto spdsobom postupne splnime vsetky
poziadavky, a kedZe tie pozaduju len delitelnost ¢islom od 1 po 10, tak sa nikdy nestane, Ze by nebolo mozné
poziadavku splnit. Toto tvrdenie si neskor dokézeme.

Teraz sa postupne pozrieme na vSetky spominané rieSenia.

Skasanie cifry

Toto je najjednoduchsie rieSenie. Vysledok méme uloZeny v ¢iselnej premennej a vzdy, ked dostaneme nova
poziadavku, priddme k nemu novu cifru tak, aby sme poziadavku splnili.

Urobime to tak, Ze budeme postupne skusat vSetky cifry od 0 po 9. Cifru pridame k vysledku tak, Ze ho
vynasobime desiatimi a pripoc¢itame cifru. Priddme prvii (najmensiu) cifru, ktord spravi vysledok delitelny
¢islom z poziadavky.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

vysledok = 0

# postupne spracujeme vsetky poziadavky

# input ().split () nacita riadok vstupu a rozdeli ho podla medzier
for poziadavka in input () .split():

poziadavka = int (poziadavka)

# vyskuSame vSetky cifry
for cifra in range (0, 9+1):

# prva cifra nemdézZe byt nula, preto musime tento pripad osetrit
if vysledok == 0 and cifra == 0:
continue

# priddme cifru na koniec vysledku
novy_vysledok = vysledok * 10 + cifra

# ak je to delitelné cCislom z pozZiadavky, pridame tuto cifru

if novy_vysledok % poziadavka == 0:
vysledok = novy_vysledok
break

print (vysledok)

v

Jedna nevyhoda tohoto riesenia je zjavna: poziadaviek na vstupe moéze byt az 200000. Kedze podcet cifier
vysledného ¢isla sa rovné pocétu poziadaviek, tak je jasné, ze ukladat si vysledok v ¢iselnej premennej nie je velmi
dobry napad. Ani do 64-bitovej premennej (napriklad long long int v C++) sa nezmesti viac ako 20-ciferné
¢islo.

Samozrejme, mame tu Python, a v iom st predsa ¢iselné premenné neobmedzené, nie? Ano, ale zistit zvysok
po deleni sedmickou 200000 cifernému ¢islu dé zabrat aj Pythonu a program nestihne vypocitat vysledok v
casovom limite.

Takéto riesenie mohlo dostat najviac 4 body.

Zlozitost

V tomto rieseni n-krat pocitame zvysky po pridani kazdej moznej cifry. Pocitanie zvysku po deleni ma
¢asovi zlozitost O(n)?, kde n je pocet cifier ¢&isla, z ktorého robime zvysok. Ostatné operacie, ktoré v programe
robime nemaju ¢asovi zlozitost horsiu ako O(n).

Preto je ¢asova zlozitost tohoto programu O(n - 10 - n), o sa rovna O(n?).

KedZe si uchovavame celé vysledné ¢islo a toto ¢islo mé na konci n cifier, na jeho uloZenie potrebujeme O(n)
pamaéte.

4To, ze operécie s &islami trvaja konstantne dlho mézeme tvrdit vtedy, ak st tieto ¢isla ohrani¢ené konstantou, teda nezéavisia
od velkosti vstupu.
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,»Orlojové” riesenie

Z predchadzajiceho rieSenia je jasné, Ze potrebujeme vymyslief nieco lepsie. Slabina spominaného rieSenia
je v tom, ze zakazdym potrebujeme vypoditat zvySok po deleni celého vysledku, ¢o, okrem iného, spésobuje zla
Casovu zlozitost.

Jednoduchym vylepsenim bude, Ze si 0 nasom vysledku budeme paméitat nejaké informécie, aby sme rychlo
vedeli vypoéitat zvySok po deleni. V rieseni, ktoré viete vymysliet na zdklade toho, ¢o ste sa uéili na hodinach
matematiky, si mézeme pamitat takéto informaécie:

paritu, pre delitelnost 2

ciferny sucet, pre delitelnost 3, 9

posledné trojéislie, pre delitelnost 4, 5, 8, 10
delitelmost 6 sa da odvodif z delitelnosti 2 a 3
zvySok po deleni 7, pre delitelnost 7

Ked si pamitame tieto informacie, vysledok vieme generovat po cifrach tak, ze postupne vyskusame vSetky
cifry od 0 po 9 a na zaklade tychto informécii zistime, ¢ bude vysledok po pridani danej cifry delitelny ¢islom
z poziadavky. Ak bude, tak cifru vypiSeme a aktualizujeme vSetky tieto informacie.

Listing programu (Python)

# koéd tohto programu nemusite citat, staci, ak kriticky zhodnotite jeho eleganciu

n = int (input ())

vysledok = []

parne = True
ciferny_sucet = 0
posledne_trojcislie = 0

zvysok_po_7 = 0

for poziadavka in input () .split():
poziadavka = int (poziadavka)

for cifra in range (0, 9+1):
if len(vysledok) == 0 and cifra ==
continue

# vypocitame si, aké by boli vsSetky informdcie, keby sme pouzili danud cifru

nove_parne = cifra % == 0

novy_ciferny_sucet = (ciferny_sucet + cifra) % 9 # potrebujeme len jeho zvysok po deleni 3 a 9
nove_posledne_trojcislie = (posledne_trojcislie x 10 + cifra) % 1000

novy_zvysok_po_7 = (zvysok_po_7 % 10 + cifra) % 7

# je nové &islo delitelné cislom z poZiadavky?
dobra_cifra = False

if poziadavka == 1:
dobra_cifra Tru
elif poziadavka == 2:

dobra_cifra

nove_parne
elif poziadavka == 3:

dobra_cifra novy_ciferny_sucet % 3 == 0
elif poziadavka == 4:
dobra_cifra nove_posledne_trojcislie % 4 == 0

elif poziadavka

dobra_cifra nove_posledne_trojcislie % 5 ==

elif poziadavka == 6:
dobra_cifra nove_parne and novy_ciferny_sucet % 3 == 0
elif poziadavka == 7:

dobra_cifra
elif poziadavka
dobra_cifra

novy_zvysok_po_7 ==
= 8:

nove_posledne_trojcislie % 8 ==

elif poziadavka == 9:

dobra_cifra novy_ciferny_sucet % 9 == 0
elif poziadavka == 10:

dobra_cifra cifra ==

if dobra_cifra:
vysledok.append(cifra)

parne = nove_parne
ciferny_sucet = novy_ciferny_sucet
posledne_trojcislie = nove_posledne_trojcislie
zvysok_po_7 = novy_zvysok_po_7

break

# nasledujuci prikaz vypisSe vypocitané cifry vysledku pospdjané do jedného retazca

# funkcia str. join(values) vytvori novy string tak, Ze string str postrkd medzi vsetky hodnoty values
# nds zoznam obsahuje inty, teda ich musime najprv skonvertovat funkciou map

print ('’ .join (map (str, vysledok)))
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Zlozitost

KedZe premenné, v ktorych si udrzujeme vyssie popisané informacie dosahujii maximalne hodnoty nezévislé
od velkosti vstupu, tak praca s nimi je v konstantnom ¢ase. KedZe musime spracovat vsetkjch n poziadaviek,
tak ¢asova zlozitost je O(n).

Cifry vysledku mozeme vypisovat postupne, jednu po druhej, bez toho, aby sme si ich ukladali, teda pamitova
zlozitost moze byt az konstantna, O(1)°.

Zvysky — pojde to aj jednoduchsie

Predoslé riesenie som nazval ,orlojové”, lebo je zbytoc¢ne zlozité. Pamétame si 4 odlisné informaécie a imple-
mentacia tohto riesenia obsahuje mnozstvo if - else alebo case prikazov — $pecidlne pripady, v ktorych sa
da Tahko pomylit.

Skisme teda zjednodu$if mySlienku a tym aj implementéciu. Pre delitelnost sedmickou sme si pamiitali
zvy$ok po deleni sedmickou... A nedé sa to tak spravif pre vietky cifry? Ano, da! V tomto jednoduchsom
rieSeni si budeme pamiitat zvysky po deleni vSetkymi ¢islami od 1 po 10. Pre novii poziadavku skiisime postupne
priddvat novu cifru, a vyberieme najmensiu vyhovujicu. V predoSlom rieSeni tak sta¢i nahradit if - else
prikazy jednym for-cyklom a namiesto pocitania 4 Specifickych premennych spocitame v jednom for-cykle
nové zvysky po deleni ¢islami 1 az 10, ulozené v poli.

Listing programu (Python)

n = int (input ())

vysledok = []

# v zozname si pamdtdme zvysky po vsetkych &islach od 1 po 10
zvysok = [0] * 11

for poziadavka in input () .split():

poziadavka = int (poziadavka)
cifra = None

# oSetrime prvia cifru
if len(vysledok) == 0:
cifra = poziadavka

# zistime, aku cifru potrebujeme pridat
else:
for i in range (0, 9+1):
if (zvysok[poziadavka] * 10 + i) % poziadavka ==
cifra =1
break

vysledok.append(cifra)

# aktualizujeme vsetky zvysSky
for i in range(1l, 10+1):

zvysok[i] = (zvysok[i] » 10 + cifra) % i
print ('’ .join (map(str, vysledok)))
Zlozitost

S casovou zlozitostou je to v tomto rieseni rovnaké ako v prechddzajicom, ,orlojovom”. Mame pole s
konstantnou velkostou, ktorého prvky mozu nadobtdat len ohraniéené hodnoty, nezavislé od n. Praca s nimi je
teda v konStantnom case, a kedZe spractivame vSetky poziadavky, tak celkova ¢asova zlozitost je O(n).

Pamitova zlozitost je na tom rovnako, ako v prechddzajicom rieseni, ak by sme cifry vypisovali jednu po
druhej, bola by konstantnd, O(1), ale kedZze to kvoli vykonu nerobime, tak je linedrna, O(n).

Pocitanie namiesto skiiS8ania mozZnosti

Na zaver si mozeme uvedomit, ze ked pozndme zvysky po deleni vSetkymi potrebnymi ¢islami, uz nepotre-
bujeme skusat vSetky cifry. Potrebni cifru vieme vypoditat!

Vypoctom dalSej cifry tiez dokézeme, Ze pre lubovolné ¢islo a Iubovolni poziadavku existuje cifra, ktora
vieme pridat. Toto tvrdenie sme vyuzivali vo vSetkjch predoslych tivahich, no neboli sme presvedceni o tom,
ze skutocne plati.

Co musi spliiat cifra, ktorti chceme pridat? Vysledok po pridani tejto cifry musi byt delitelny ¢islom z
poziadavky. Musi teda platit, Ze novy zvySok po deleni ¢islom poziadavky sa rovnd nule. Ak Z; je zvysok
doteraz napisaného ¢isla po deleni 4, p je poziadavka a c je cifra, ktori pridavame, tak musi platif toto:

5V Pythone je ale rychlejsie vypisat cely riadok naraz, nez vypisovat po znakoch, a teda je lepsim rozhodnutim pamétat si celé
¢islo a na konci ho vypisat
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(Z,-104+c)modp=0

Z tohto vzorca si jednoducho odvodime, ako vypocitat Zelant cifru:

c¢=(—Z,-10) mod p

Ak by ste mali vy alebo vas programovaci jazyk problém pocitat zvysky zadpornych ¢isel, mdZeme si uvedomit,
ze (—Zp-10) mod p = (p- 10 — Z, - 10) mod p.

Iny spdsob, ako sa dopracovat k ¢ je pouvazovat: Doteraz napisané ¢islo ma zvySok Z,. Po pridani cifry 0
bude mat zvysok (Z,-10) mod p. O kolko potrebujeme zvicsit pridant cifru, aby sme zvySok (Z,-10) mod p+c¢
dostali na nulu? Jednoducho o p — (Z, - 10) mod p. Ak vSak (Z, - 10) mod p = 0, nechceme pridat cifru p, ale
cifru 0 a to dosiahneme takto dalsim zmodulovanim p:

c=(p—(Zp-10) mod p) mod p

Pocitanie novej cifry ndm prinesie len zrychlenie o konstantu, no délezita je myslienka, Ze nova cifra sa vzdy
dé pridat. Ak by napriklad mohla byt poZziadavka 11, mohli by sme sa dostat do situdcie, ze doteraz napisané
¢islo mé (Z11 - 10) mod 11 = 1. V takomto pripade by ziadna cifra vysledny zvySok nedotiahla na nulu.

Optimalizované zvysky

Riesenie so zvyskami je uplne dobré. Avsak, ak sme velki fajn§mekri, moZzeme rieSenie eSte raz konStantne
zrychlif. Nemusime si zvysky pamétat jednotlivo v zozname, staci, ak si budeme pamiitat zvySok po najmensom
spolo¢nom néasobku ¢isel 1 az 10 a z toho si vzdy vieme vypoditat kazdy potrebny zvySok. Takéto rieSenie dava
v Pythone dvakrat az trikrat lepsie éasy nez rieSenie s polom zvyskov.

Listing programu (Python)

nasobok = 2 x 2 x 2 * 3 x 3 x 5 % 7

n = int (input ())

vysledok = []

zvysok = 0

for poziadavka in input () .split():
poziadavka = int (poziadavka)

cifra = None

if len(vysledok) == 0:
cifra = poziadavka
else:
cifra = (poziadavka - zvysok % 10) % poziadavka

vysledok.append(cifra)

zvysok = (zvysok % 10 + cifra) % nasobok
print ('’ .join (map(str, vysledok)))
Zaba
5. Optimalna Sifrovacka (max. 10 b za popis, 5 b za program)

Zopakujme si, ako znie zadanie. Na vstupe mame niekolko tatranskych krizovatiek, kazda v inej nadmorskej
vyske. Medzi nimi vedie niekolko rozne dlhych chodnikov. Nagou tilohou je najst o najdlhSiu cestu, ktora cely
Cas klesa.

Celt situéciu si mozeme predstavit ako graf. Krizovatky st vrcholy a chodniky predstavuji hrany medzi nimi.
Uvedomme si vSak, ze po kazdej hrane mo6zeme chodif len jednym smerom — v smere od vyssie polozeného vrchola
k tomu nizSiemu. Takéto hrany nazyvame orientované. Takisto v tomto grafe nemozu existovat orientované
cykly, lebo by to znamenalo, Ze v nejakom momente sme porusili podmienku klesania. Graf, ktory ndm zarucuje
zadanie, je preto orientovany a acyklicky a zvykne sa oznacovat ako DAGS.

Skiisme sa teraz pozriet na to, ako vyzeraju najdlhSie cesty v nlom. Je jasné, Ze musia zaéinat vo vrchole,
do ktorého nevedie ziadna hrana. V opa¢nom pripade by sme predsa zacali o kiisok vyssie a cestu si predizili.
Takisto, kon¢it bude v nejakom vrchole, z ktorého uz ziadna hrana nevedie. Ovela viac v8ak zarucit nevieme.
To v8ak nevadi, pokisme sa vymysliet aspoii nejaké prvé riesenie.

67 anglického directed acyclic graph.
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Hfadanie vSetkych ciest

Prva moznost, ktord nas moze napadnit, je vyskusat vSetky mozné cesty, ktoré v nasom grafe existujia a
vybraf z nich t, ktora bude mat najvicsiu dlzku. Myslienkovo je to samozrejme spravne riesenie, aj ked tusime,
ze nebude az také rychle. Ked sa ale zamyslime, ako by sa nieco také dalo naprogramovat, zistime, ze to nebude
také jednoduché. Ukazme si preto, ako naprogramovat toto prvé rieSenie a potom si ukézeme, ako ho médzeme
zlepsit.

Ako vobec vyzera nejaké cesta? Zacneme v niektorom najvysSom vrchole. Odtial p6jdeme jednou z jeho hrén
do susedného vrchola. Odtial si opét vyberieme niektort z hrén, ktoré z neho vedu a takto budeme pokracovat,
az kym sa nedostaneme na spodok. Uvedomme si vSak, ze v kazdom vrchole, v ktorom sa ocitneme, sme v tplne
rovnakej situdcii. Chceme sa z neho presunif vSetkymi moznymi spésobmi do jeho susedov a odtial pokracovat
v hladani.

Tato myslienka je teda vo svojej podstate rekurzivna a to vieme patriéne vyuzit a tak ju aj implementovat.
Spravime si teda funkciu najdi(v) s jednym parametrom. Tato funkcia bude mat nasledovni tlohu: Prejdi
vSetky cesty, ktoré vedu z vrchola v.

Nech mé& vrchol v susedov wy,ws ... wg. Ak chceme prejst vSetkymi cestami, ktoré vedu z vrchola v, tak
musime ist z vrchola v do vrchola w; a potom prejst vSetky cesty z tohto vrchola, ¢o je vlastne len rekurzivne
volanie najdi (w1). No a potom musime tieZ ist z v do vrchola ws a odtial prejst vetko, ¢o je volanie najdi (w2).
A tak dalej pre vsetkych susedov vrchola v.

Nés v8ak nezaujimaji vietky cesty, ale len t4 najdlhsia. Teda chceme prejst vietkymi cestami vediicimi
z vrchola v a zistif dlzku najdlhsej z nich. Je viacero spdsobov, ako vypoéitat tiito hodnotu. Mohli by sme
si dlzku aktualne objavovanej cesty postvat ako dalsi parameter nasej funkcie. Mohli by sme si zna¢it prejdené
vrcholy do pomocného pola a vizdy na spodku cesty pomocou neho vyrataf jej dlzku. Nam sa vsak bude hodit
(a podla mnia je to najelegantnejsi sposob), ked si ju budeme vracat ako navratovi hodnotu tejto funkcie. Nasa
funkcia najdi(v) bude teda vracat dizku najdlhsej cesty, ktora zacina vo vrchole v.

Tato hodnotu nie je problém vyratat. Je to maximum z nasledovnych hodnét: dizka hrany z v do w; plus
dlzka najdlhsej cesty z vrchola w;, ¢o je najdi(wi), postupne pre vietky mozné i. Vdaka tomu dostavame prvé
rieSenie, ktorého program néjdete nizsie. Odporicam podrobnejsie si ho prestudovat.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

int n, m;

vector<vector<pair<int, long long> > > Graf;
vector<int> Vysky;

vector<int> pocet_vchadzajucich_hran;

long long najdi(int v) {
long long najdlhsia=0;
// pre vsetkych susedov
for (int i=0; i<Graf([v].size(); i++) {
int w = Graf[v][i].first;
int ¢ = Graf[v][i].second;
najdlhsia = max(najdlhsia, c+najdi (w));
}
return najdlhsia;

}

int main ()
scanf (”"%d.%d”, &n, &m);
Vysky.resize (n);
Graf.resize(n);
pocet_vchadzajucich_hran.resize (n);
for (int i=0; i<n; 1i++)
scanf (”.%d"”, &Vyskyl[i]);
for (int i=0; i<m; i++) {
int x, vy, c;
scanf (”_.%d.%d-%d”, &x, &y, &c);
X==j Y=
if (Vysky([x] < Vyskylyl) swap(x, y);
Graf [x] .push_back (make_pair(y, c));
pocet_vchadzajucich_hran[y]++;
}
long long vysledok=0;
// pre vsetky vrcholy, do ktorych nic nevchadza
for (int i=0; i<n; i++)
if (pocet_vchadzajucich_hran[i] == 0)
vysledok = max(vysledok, najdi(i));
printf (”%11d\n”, vysledok);

Memoizacia
Po odovzdani tohto riesenia zistime, zZe je sice korektné, lebo na prvom vstupe prejde, ale strasne pomalé
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a na zvysnych prekroc¢i ¢asovy limit. To ale neznamend, ze postupujeme zle. Mozno sta¢i malé Gprava, aby sa
nase rieSenie zmenilo na vzorové. A ako uvidite, od vzorového riesenia sa toto skisanie vSetkych moznosti lisi v
styroch riadkoch.

Takmer vzdy, ked mame spravne, ale pomalé rieSenie, (a uz tob6z ked ho rieSime pomocou rekurzivnej
funkcie) oplati sa polozit si nasledovné otdzky: Nepocitame niedo zbyto¢ne? Nepocitame niec¢o viackrat?

Predstavme si, Ze mame graf, v ktorom z vrchola 1 vedie strasne dlha cesta — bez odbociek, jednoducho stale
iba jedna moznost ako sa pohnit dalej. Naviac nech existuje vela vrcholov, do ktorych nevedie Ziadna hrana a
vychéadza z nich jedina hrana do vrchola 1.

Vypocet ndsho programu na tomto grafe vyzera nasledovne: za¢nem v jednom z vrchnych vrcholov, posuniem
sa do vrchola 1, pricom sa zavold funkcia najdi(1). T4 zisti, Ze najdlhsia cesta vediica z vrchola 1 ma dizku
x, lebo celt tto cestu prejde. Potom si zoberieme druhy vrchol, do ktorého nié nevedie a opéf sa presunieme
do vrchola 1. Potom sa opét zavold funkcia najdi (1), ktora vo svojich volaniach prejde celt t dlho¢iznid cestu
nadol, aby nam povedala to, ¢o uz davno vieme. Teda, ze najdlhsia cesta z vrchola 1 ma dlzku z. A toto sa
zopakuje este niekolkokrat.

Moézeme si teda vSimnat, ze vzdy, ked v naSom programe zavoldme funkciu najdi(v), dostaneme tu istt
hodnotu. T4 sa totiz nemé pre¢o menit. Najdlhsia cesta z tohto vrcholu zostane najdlhSou bez ohladu na to,
z ktorého vrchola sme sem prisli. A to plati pre Iubovolny vrchol v. Namiesto toho, aby sme spustali funkciu
najdi(v) viackrat, zapamétame si, akit hodnotu ndm vratila pri prvom zavolani. Ked ju budeme chciet neskor
zavolatf znova, jednoducho zistime, Ze sme t( hodnotu uz vyratali predtym a vratime rovno toto vyratané &islo,
¢im sa vyhneme celému zbyto¢nému vypoctu.

Toto celé sa d& implementovat velmi jednoducho. Vytvorime si pole memoizacial], ktoré si bude na i-tej
pozicii pamitat, akd je najdlhSia cesta vedica z vrchola ¢. Na zadiatku naplnime toto pole hodnotami —1
(alebo nie¢im inym zbytoénym). Néasledne sa funkcia najdi(v) vzdy po zavolani najskor pozrie, ¢o je v poli
memoizacialv]. Ak je tam ¢islo —1, znamené to, Ze sme tato funkciu pred tym neratali. Preto pokrac¢ujeme
rovnako, ako v prvom rieSeni, akurat si na konci vysledok zapamitame na pozicii memoizacialv]. Ak je ale
v memoizacialv] nejaké nezdporné ¢islo, vieme, Ze sme tuto funkciu uz volali s parametrom v a toto je jej
vysledok, ktory mdZeme rovno vratit.

Téato technika, ktord sa vola memoizacia, je naviac velmi vSestrannd, lebo sa d4 pouZif na kazdu rekurzivnu
funkciu. Obcas nie az s tak dobrym vysledkom, ale ¢asto krat nam to rieSenie vyrazne zrychli.

Zlozitost

Zostéva nam odhadnat zloZitost tohto rieSenia. Uvedomme si, Ze funkciu najdi(v) budeme ratat najviac
raz pre kazdé v, lebo pri jej dalsich volaniach uz stac¢i vyberat vysledok z pola memoizacial[]. Pocdas vSetkych
tychto ratani dokopy prejdeme cez kazdd hranu préave raz, a teda vysledné ¢asova zloZitost bude O(n + m).

Pamiftova zlozitost je rovnaka, lebo si musime zapamétat cely vstupny graf. No a ako som sIubil, tu je
vzorovy program, v ktorom sa oproti pomalému rieSeniu zmenili naozaj iba $tyri riadky. Odportaéam vam overit
si to ;)

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

int n, m;

vector<vector<pair<int, long long> > > Graf;
vector<int> Vysky;

vector<int> pocet_vchadzajucich_hran;
vector<long long> memoizacia;

long long najdi(int v) {
if (memoizacial[v] != -1) return memoizacialv];
long long najdlhsia=0;
// pre vsetkych susedov
for (int i=0; i<Graf([v].size(); i++) {
int w = Graf[v][i].first;
int ¢ = Graf[v][i].second;
najdlhsia = max(najdlhsia, c+najdi(w));

i
i

}
memoizacial[v] = najdlhsia;
return najdlhsia;

int main() {
scanf (”"%d.%d”, &n, &m);
Vysky.resize (n);
Graf.resize(n);
pocet_vchadzajucich_hran.resize (n);
memoizacia.resize(n, -1);
for (int i=0; i<n; 1i++)

scanf (”.%d”, &Vyskyl[i]);
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for (int i=0; i<m; i++) {
int x, vy, c;
scanf (”.%d.%d.%d"”, &x, &y, &c);
X-=; y-—;
if (Vysky[x] < Vyskylyl) swap(x, y);
Graf [x] .push_back (make_pair(y, c));
pocet_vchadzajucich_hran[y]++;
}
long long vysledok=0;
// pre vsetky vrcholy, do ktorych nic nevchadza
for (int i=0; i<n; i++)
if (pocet_vchadzajucich_hran([i] == 0)
vysledok=max (vysledok, najdi(i));
printf (”%$11d\n”, vysledok);

Kubo
6. Objednana elektronika (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Hruba sila

Méme zistit, kolko roznych kombindcii Styroch ¢isel zo vstupu je dobrych. Teda, kolko je stvoric (A, B, C, D)
takych, Ze x4 -xp =xc-zpal < A< B < C < D < n. Spravime to teda prvym spdsobom, ktory nas napadne
— vysktSame vSetky Stvorice. Tento bruteforce spravime vnorenim Styroch for-cyklov a jeho ¢asova zlozitost je

O(n*).

Nepocitajme ni¢ dvakrat
Problém s nasim rieSenim je, Ze vela veci v fiom poc¢itame stale dookola. Pre kazdt kombinaciu indexov A, B
totiz raz prejdeme cely zvysok pola, kde kontrolujeme stéin ¢éisel na pozicidch C, D. Ak by sme vedeli vyuzit
informéciu o stéinoch C, D viackrét, bez prechaddzania pola, mohli by sme nas algoritmus vyrazne zrychlit.
Rovnako dobré by bolo, keby sme vedeli rychlo néjst pocéet dvojic indexov A, B pre konkrétne C, D.

Vezmime si nasledujtce riesenie hrubou silou: postupne vyberame dvojice C, D, a pre ne pocitame vyskyty
dvojic A, B s rovnakym stc¢inom.

Zo zadania vieme, ze A, B st vZdy nalavo od C, D. N4$ algoritmus teda prejde vSetky dvojice ¢isel nalavo
od C a porovné ich stéin s z¢ - xp. Ked prejde vsetky, tak si posunie D doprava a zacne pocitat od zacdiatku.
Ked program dorata vSetky D, tak si posunie C, nastavi nové D na C' + 1 a znova prezera dvojice A, B a posuva
D, kym skontroluje vSetky.

Pozrime sa na vypocet pre konkrétne C. VSimnime si, Ze pre kazdé D hladdme jemu prislusné A, B medzi
tymi istymi ¢islami. Nam vsSak staci, ak si na zaciatku raz predratame pocet vyskytov saéinov x4 - zg.
Potom uZ pre jednotlivé D vieme rychlo zistif, kolko dvojic A, B méa suéin z¢ - xp.

Takto si pre kazdé C najprv spocditame pocty dvojic A, B s roznymi siéinmi, ulozime si po¢ty do nejakej
datovej Struktiry a potom stac¢i posuvat D a rychlo vyberat z datovej Strukttiry pocéty dvojic s danym stc¢inom
z¢ - ¢p. Ak by sme odhadli ¢as vkladania/vyberu z détovej struktary ako O(t), mohli by sme odhadnif ¢as
potrebny pre tento algoritmus ako O (n - (tn® + tn)) = O(tn?).

Ked uz sme zrychlili vypocet pri posivani D, pozrime sa, ¢o vieme zlep$it na postvani C. Tu si mozeme
vSimnut, Ze po posunuti C st poéty sucinov vlavo od neho skoro také isté, ako pri starom C. Vsetko, ¢o sa stalo
je, ze sme pridali stéiny so starym C — moznosti, kde sa vybrané B rovna starému C'. Teda ked si posunieme
C, tak nemusime zahodif vSetky predpocéitané siciny, ale staéi k nim pridaf tieto nové.

Pre kazdé C si teda do datovej Struktary najprv priddme stéiny dvojic prvkov na poziciach A a starého C
a potom opif posivame D a vyberdame zdznamy o poctoch dvojic s pozadovanym suéinom, ¢o trvd O(tn + tn).
Cas tohto algoritmu vieme odhadnif ako O (n - (tn + tn)) = O(tn?).

Ako si pamatat pocty dvojic s rovnakymi sucinmi?

Uz len zostéava vymysliet, ako si podet stéinov zapamitame — akt datova struktiru pouzijeme. Najjed-
noduchsie by bolo ukladat si poéty do pola, kde index bude hodnota st¢inu. AvSak stéiny mozu nadobudat
hodnoty az 108, a pole s takouto velkostou sa ndm do pamite nezmesti. Cisel na vstupe je ale najviac 1000,
¢ize roznych sudinov bude najviac 106. Ak by sme pouzili pole, vicsina indexov by teda mala hodnotou 0, a
sem-tam by sa nadm tam objavila ind hodnota.

Nastastie, problém, ako si zapamiitat a rychlo pracovat s rozumne malym poétom (10°) velkych zdznamov, uz
niekto vyriesil. Pouzijeme datovi $truktiru map, ktord ndm dovoli ukladaf si dvojice <si&in, po&et dvojic
indexov A, B s danjym stG&inom> tak, ako budeme potrebovat, ale nebude si zbyto¢ne ukladat hodnoty, ktoré
nepotrebujeme.
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Zlozitost

Podla toho, ¢i si zvolime implementéciu mapy ako bindrneho vyhladévacieho stromu (map) alebo ako hasho-
vacej tabulky (unordered map) dostaneme ¢asovi zlozitost vkladania/upravovania/¢itania ¢ = O(logn) alebo
t = O(1), teda celkovo O(n?logn) alebo O(n?), ked pouzijeme predoslé odhady.

Pre pamit si zoberieme najhorsi pripad. Ak st st¢iny éisel na vstupe rozne, tak si musime do mapy ulozit
n(n — 1) ¢isel. Pamiifova zlozitost bude teda O(n?)

Listing programu (C++)
#include <iostream>
#include <vector>

#include <map>

using namespace std;

// vyrobime si mapu na suciny
map<long long, long long> suciny;

// pridavanie sucinu do mapy
void pridaj_sucin(long long key) {

if (suciny.find (key)==suciny.end()) {
suciny [key]=1;
}else(

suciny [key]++;
}
}

// hladanie poctu vyskytov sucinu v mape
long long najdi_pocet (long long key) {

if (suciny.find (key) !=suciny.end()) {
return suciny(key];
}else(
// ak sucin nie je v mape, tak sme ho este nikde nevideli
return 0;
}
}
int main () {
// nacitame vstup
int n;
cin >> n;

vector<long long> vstup(n);
for (int i=0; i<n; i++){
cin >> vstupl[i];

}
long long result = 0;

// postupne prejdeme vsetky C
for (int c=0; c<n; c++){

// postupne prejdeme D a najdeme pocet sucinov C+D v mape
for (int d=c+1; d<n; d++) {

result += najdi_pocet (vstup[c]*vstup([d]);
}

// pridame nove suciny do mapy
for (int d = 0; d<c; d++){
pridaj_sucin(vstup[c]*vstup[d]);
}
}

//vypiseme vysledok
cout << result << endl;
return 0;

Buyj
7. Ozajstné vzrusenie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zamyslime sa nad tym, ako by mohol Zdeno sam overit, ktorym smerom mohol cestovat. Zaoberajme sa len
cestou z Bratislavy do Kosic, cestu opaénym smerom overime analogicky. Zdeno mdze postupovat nasledovne:
zane v Bratislave, a pdjde smerom do Kosic. Pritom si postupne vyskrtéva tseky, ktoré uz videl — vzdy, ked
vlak prejde Cast cesty reprezentovant jednym znakom, tak Zdeno overi, ¢i prave nedopozeral aktuélne overovany
usek. Ak ano, tak si ho zaSkrtne (nakolko ni¢ nestrati tym, ze ho zaskrtne najskor, ako vie), a zacne overovat
nasledujici tsek.

Zamyslime sa teraz nad tym, ako moze Zdeno overovat, ¢i prave nedopozeral aktudlny tsek. Jeho retazec si
oznac¢ime B a jeho znaky si postupne oznac¢ime Bi, Bs, ..., B|p|. Retazec reprezentujici cestu z Bratislavy do
Kosic si oznacime A, a jeho znaky postupne Ay, Aa, ..., A} 4. Aktudlnu poziciu vlaku oznacime i.

RieSenie hrubou silou
Uvedomime si, ¢o chceme zistit. To, ¢i Zdeno dopozeral B, znamené presne to, Ze retazec poslednych videnych

http://ksp.sk/ strana 14 z 19



|B| znakov je rovny B. Formalne, je to ekvivalentné tomu, ze B = A;_|pj414i—|B|+2--- Ai—14;. A to vieme
overit jednym prechodom — najprv overime, ¢i A; = B|g|. Ak nie, tak Zdeno B nemohol dopozerat, a skonc¢ime.
Ak éno, tak overime A; 1 = B|p|—1, ak aj to plati, tak overime A; 5 = B|p|_2, a tak dalej, az po posledny
znak. Ak sme nenasli Ziaden rozdiel, Zdeno préave dopozeral B.

Zamyslime sa nad c¢asovou zlozitostou tohto algoritmu. Na jednej pozicii i mdZeme potrebovat overit az
O(|B]) znakov. Dokopy moze Zdeno spravit az O|A| - |B|) operécii — presnejsie O(d - | B]), kde d je vzdialenost
prejdena vlakom, kym Zdeno nendjde poziciu, kde koné¢i hladany tisek. A naozaj existuje vstup, na ktorom ich
tolko spravi — napriklad A = aaaaaa...a a B = aaaa. .. aaab.

Vsimnime si, Ze nas algoritmus v skuto¢nosti robi nasledovné: zisti, aky najdlhsi sufix B konéi na pozicii i”.

Ked ale Zdeno uvidi novy znak, tak nevieme jednoducho z predchidzajiceho najdlhsieho sufixu povedat, aky
bude najdlhsi sufix teraz.

Skoro algoritmus KMP

Co keby sme sa ale nepozerali na najdlhsi sufix, ale najdlhsi prefix B konéiaci na pozicii i? Z takej
informécie tiez vieme lahko overit, ¢i Zdeno prave dopozeral B — vtedy je najdlhsi prefix dlhy |B).

Predpokladajme, Ze pozndme najdlhsi prefix konciaci na pozicii i. Oznacme jeho zaciatok l;. (Potom je tento
najdlhsi prefix dlhy ¢ + 1 —I;.) Zamyslime sa nad tym, ako by sme vedeli zistif najdlhsi prefix konéiaci na ¢ + 1.
Na to nam staéi zistif jeho zaciatok ls — takze hladdme najmensie k také, ze A A1 ... A;A;y1 je prefixom B.
(Potom Iy = k.) Kedze A, Aj,41 ... A;Aiyq je prefixom B, tak aj Aj, Aj,41 ... A; je prefixom B. Preto je najviac
taky dlhy, ako prefix za¢inajuci na l; a konciaci na i, ktory je najdlhsi mozny konciaci v i. Takze novy prefix,
konéiaci v i + 1 nemdZe zacinat skor ako na pozicii [y, kde zacina A;, Aj, 11 ... A;. Teda musi platit lo > 5.

Potom nam staéi overovat, ¢i pridanim znaku A;,; na koniec prediZime stary prefix. Ak 4no, tak sme nasli
najdlhsi prefix B konéiaci na ¢ + 1 (teda plati lo = l1). Ak nie, tak vyskaSame k = [; + 1, ak ani to nevyhovuje,
tak vysktSame k = 1 + 2, a tak dalej. Pri overovani nového k musime porovnat ¢ — k + 1 znakov prefixu B, ¢i
sa zhoduju so znakmi Ay ... A;.

Zamyslime sa nad ¢asovou zlozitostou. Ak sa nam podarilo stary prefix prediZit, tak sme spravili len 1
porovnanie. V opa¢nom pripade sme pri kazdom posune k spravili najviac O(|B|) porovnani. k posivame vzdy
len doprava (zvySuje sa), a tychto posunov moze byt najviac |A|, alebo d — vzdialenost prejdend vlakom, kym
Zdeno nenajde poziciu. Takze celkova Casovd zlozitost moze byt najviac O(|A| - |B|), resp. O(d - | B|). Vyzeré to
teda tak, Ze sme si velmi nepomohli. ..

Algoritmus KMP

V predoslej ¢asti sme zistili, Ze ak si paméitame najdlhsi prefix B, ktory konéi na pozicii 4, obéas vieme rychlo
najst prefix B konéiaci na i + 1 — ak je znak A;;1 dalsim znakom v B. Ak ale Aj, A;, 11 ... A;+1 nie je prefixom
B, potrebujeme zistit, kde m4 zacinat najdlhsi prefix B kondiaci na pozicii i + 1. Teraz si ukdZeme, ako program
vylep$it tak, aby sme pre lo nemuseli skisat vSetky hodnoty Iy + 1,13 +2,...,7+ 1 ale len tie, ktoré by velmi
pravdepodobne mohli byt za¢iatkami nejakého prefixu B — zaciatky druhého najdlhsieho, tretieho najdlhsieho,
... prefixu B, ktory kon¢i v 1.

Zopakujme si, ze ls ma nasledujice vlastnosti: Iy > l;. P» = A, Ai,+1...A; je prefixom B a P, =
A, A 41 - .- A je tiez prefixom B. Potom Ps je sufixom P;. TakZe by nam stacilo skusat také k, pre ktoré
AgAgt1 ... A; je sufixom P (a zaroven prefixom B). Ozna¢me si vSetky takéto k& od najmensieho postupne
Iy = k1 <k <...<kg.VSimneme si, ze Ay, Ag,+1 ... A; je najdlhsi sufix Ay, Ak, 11 ... A, ktory je aj prefixom
B. Podobne pre k3 a ko, k4 a k3, a tak dalej az po kx a kx_1.

Ak by sme vedeli pre kazdy prefix B, oznaéme ho P, zistit jeho najdlhsi vlastny (rézny od P)
sufix taky, Ze je tieZ prefixom B, tak by sme nasu postupnost vedeli lahko zostrojit:

Nech P je prefix B a suf(P) je najdlhsi vlastny sufix P. Nasa postupnost moznych zaciatkov prefixov B —
k1 < ke < ... < kg — je potom:

i =i—|P|+1, i—|suf(P)|+1, i —|suf(suf(P))|+1, ..., i+1

Ak sa ndm podari tieto sufixy prefixov B spocitat, program si bude pre kazdu overovand poziciu ¢ v A
pamétat P; — najdlhsi prefix B kondiaci v 7. Ked chceme zistif najdlhsi prefix konc¢iaci na pozicii ¢ + 1:

"Kazdy podretazec slova W vieme reprezentovat dvojicou (I,r), kde [ je pozicia zafiatku podretazca, a r je pozicia konca
podretazca. Sufix je kazdy taky podretazec, pre ktory r = |W|. Prefix je kazdy taky podretazec, pre ktory | = 1. Sufixy slova abca
su teda a, ca, bca, abca. Prefixy st a, ab, abe, abca.
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e Ak bude dalsie pismenko v A dobré (teda rovnaké ako dalsie pismenko v B, formalne A;y1 = B|p,|4+1),
P11 bude o 1 dlhsi prefix B ako P;.

e Ak bude dalsie pismenko v A 2zlé, skisime sa pozriet, ¢ toto pismenko A;y; nepasuje za prefix suf(F;),
teda ¢i Ai11 = Bjsus(p,)|+1- Ak 4no, nasli sme prefix B konciaci v i + 1 a Piy; je suf(F;) s pridanym
znakom A;;1 na koniec.

e Dalej, ak sme nenasli prefix B kond¢iaci na i + 1, sktisime kratsi sufix P a overime A;; = Bisuf(suf(P))+1

[ ]

e Na konci overime A; 1 = B; a dostaneme bud P;,; = §) alebo P;, 1 = By.

Program skonéi (ndjde B v A), ak P; = B, teda ak najdlhsi prefix B konéiaci na pozicii i je samotné B.

Aké je Casové zlozitost takéhoto programu? Vzdy, ked Zdeno uvidi novy znak A;.;, overime, & vieme
aktudlnemu prefixu P; = B1Bs...B)p, (B oznacuje tsek, ktorého dopozeranie overujeme) pridaf na koniec
tento znak, teda ¢i By1By...B)p, A1 je prefix B. Staci ndm teda len overif, ¢i A;y1 = Bjp,|4+1. Ak nie, tak
to sktisime pre prefix dlzky |suf(P;)|. Overenie kazdého kratsieho prefixu trva konstantne dlho — porovname 2
znaky. Pozicia zaciatku prefixu B, ktory kon¢i na pozicii ¢ 4+ 1, sa navyse vzdy len zvySuje. Z toho vyplyva, ze
celkovo spravime tymto spdsobom najviac O(|A|) operacii. Ak teda mame ¢iernu krabicku, ktord ndm konstantne
rychlo odpoveda hodnoty suf(B1Bs ... B,) pre kazdé n € {0,1,2,...,|B|}, tak ¢asova zlozitost pre ndjdenie B
v A bude O(]A4]).

Posledn4 vec, ktortt potrebujeme vyriesit je, ako spoéitame hodnoty suf(B1Bs...B,) — najdlhsi sufix
BB ...B,, ktory je prefixom B. Mbzeme si uvedomif, ze kazdy prefix B je jednoznac¢ne uréeny jeho dizkou.
Staci nam teda pre prefix dlzky n spoéitat dizku jeho najdlhsieho vlastného sufixu, ¢o oznaéime suf(n).

Vsimnime si, ¢o sme robili v horeuvedenom algoritme. Ked sme chceli zistit najdlhsi sufix slova By Bs ... Byc,
tak nam stacilo skusat za prefixy slova By Bs ... B, pridat c¢. To funguje aj v pripade, Ze ¢ = B, 11. suf potom
vieme spocditat dynamickym programovanim.

Na zac¢iatku nastavime su f(0), nasledne, ak pozname suf(0), suf(1),...,suf(n), tak na spoc¢itanie su f(n+1)
robime nasledovné: vyskaSame za prefix urCeny suf(n) pridat ¢, ak to nevyjde, tak za suf(suf(n)), ak ani
to nevyjde, tak za suf(suf(suf(n))), a tak dalej ... Az kym sa ndm podari pridat ¢, alebo nepodari — vtedy
nastavime suf(n+1) = 0. Casové zlozitost je rovnaké, ako vyssie uvedenej ¢asti algoritmu (ale uz nepotrebujeme
iernu krabicku, kedZe Ze si tie hodnoty suf po spoéitani paméitame), lebo sme v podstate ten isty algoritmus
spustili na vstupe B. Teda ¢asova zlozitost predpoéitania dlzok prefixov bude O(|B|).

Dokopy je Casova zlozitost prinajhorSom O(|A| + |B|) — presnejsie O(d + |B]|) (d je vzdialenost prejdend
vlakom).

Navrat k povodnému problému

Povodny problém teda vieme rieSif nasledovne: pomocou KMP vieme vytvorit funkciu, ktorad na vstupe
dostane refazec A reprezentujici cestu, refazec B reprezentujuci tsek, ktorého dopozeranie Zdeno overuje, a
poziciu vlaku na nej (prvy znak, ktory Zdeno zatial nevidel). T4 ndm vréti poziciu, na ktorej Zdeno prvykrat
dopozera B (resp. nam povie, Ze také pozicia neexistuje nejakou nezmyselnou hodnotu, napriklad —1). Oznacime
si A refazec reprezentujici cestu z Bratislavy do Kosic, a A’ cestu opaénym smerom (zrkadlovo obrateny retazec).
p,p’ oznadime aktudlne pozicie vlakov. Postupne nacitavame Useky B a zistujeme, kde Zdeno dopozerd B na
useku ApApy1... A4, Co zistime volanim funkcie dopozeraj(A, B,p) a tito poziciu zapiseme do p, podobne
dopozeraj(A’, B,p") zapiSseme do p'.

Nakoniec overime, ¢i mohol Zdeno cestovat prvym smerom (¢i p # —1), a druhym smerom (¢i p’ # —1), a
podla toho vypiseme odpoved.

Casova zlozitost je O((dy + |B1|) + (d2 + |Ba|) + ... + (d» + | Bs])), kde d; je vzdialenost prejdend vlakom,
kym Zdeno nedopozerd tsek B;. To je rovné O((dy +...+dp) + (|B1]|+...+|Bs|)) = O(|A| + (|B1| +. ..+ |Bsl)),
teda je linedrna od velkosti vstupu.

Pamitova zlozitost je O(A + max(|By],|Bal,...,|Bs|)) — nemusime si pamitat vSetky By,..., By naraz,
sta¢i ich nacitavat postupne (po kazdom nacitani zistime nové p,p’ — pozicie vlakov, a nasledne refazec moZzeme
zahodit, lebo ho uz dalej nepotrebujeme).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int dopozeraj(const string& A, int poz, const string& B) {
if (poz == -1)
return -1;

int suf[B.size()+1];
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suf[0] = -1;
for (int i=1; i<=B.size(); i++) { // dlzka prefixu, pre ktory hladame jeho najdlhsi dobry sufix
int kandidat = suf[i-1]; // dlzka kandidata -- potom posledny znak kandidata je B[kandidat - 1]
// (pricom B[-1] signalizuje ziaden znak), a nasledujuci znak je B[ (kandidat-1)+1]
while (kandidat!=-1 && B[ (kandidat-1)+1]!=B[i-1]) {
kandidat = suf[kandidat];
}
suf[i] = kandidat+1;
}

// dlzka najdlhsieho prefixu konciaceho na danej pozicii
int najpref=0;
while (poz!=(int)A.size() && najpref!=B.size()) {
while (najpref!=-1 && B[ (najpref-1)+1]!=A[poz]) {
najpref= suf[najpref];

najpref++;
poz++;

}

if (najpref!=B.size()) {
return -1;

}

return poz;

int main () {
string Al; // z Bratislavy do Kosic
cin >> Al;
string A2 = Al; // z Kosic do Bratislavy
reverse (A2.begin(),A2.end());

int n;
cin >> n;
int pl=0, p2=0;
for (; n>0; n——) {
string B;
cin >> B;
pl dopozeraj(Al,pl,B);
p2 dopozeraj (A2,p2,B);

}

bool mozel = (pl != -1)

bool moze2 = (p2 != -1)

if (mozel && moze2) {
cout << "neviem\n”;

if (mozel && !moze2) {
cout << "z.Bratislavy.do_Kosic\n”;

if (!mozel && moze2) {
cout << "z._Kosic.do.Bratislavy\n”;

if (!mozel && !moze2) {
cout << "zabludil\n”;

}

return 0;

Vlejd
8. Ozajstna veda (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Skoro rieSenie

Najprv si tilohu zjednodusme. Co by sa stalo, keby sme nemali §tastné ¢isla? Potom by sme vedeli spoéitat,
kolkymi sposobmi sa d& vybrat k ¢isel zo skupiny n éisel. Je to takzvané kombinaéné ¢islom

(1) =

Co teraz s tymi nestastnymi $tastnymi ¢islami?

Zabudnime na chvilu na ¢isla, ktoré nie si $tastné a zoberme si len tie, ktoré obsahuju Stvorky a sedmicky.
Nech ich je dokopy S. Kolkymi spésobmi vieme z tejto postupnosti S ¢éisel vybrat k prvkovi mnozinu tak, aby
tam nebolo ziadne ¢islo dvakrat? Odpoved vieme zistif dynamickym programovanim.

Usporiadajme si stastné ¢isla bez duplikdtov do postupnosti s1, sa, . .., 8;,. Nech je Stastné ¢islo s; na vstupe
pi-krat. Do tabulky s rozmermi D[m + 1][k + 1] si na policku D[i][j] vyrdtame, kolkymi spésobmi vieme
vybrat mnoZinu obsahujicu j prvkov ak pouZivame len $tfastné &isla s, ..., s; a kazdé stastné éislo sa
moZe vo vybranej mnozine objavit najviac raz. Pri ratani D[i][j] mame vZzdy dve moznosti. Ak sme s; nevlozili
do vybranej mnoziny, tak méame tolko moznosti, ako pre ¢ — 1 &isel a velkost mnoziny j. Ak sme ale s; vlozili do
mnoziny, tak sme si mohli vybraf jedno z p; ¢isel, ktoré maju hodnotu s; a jednu mnozinu velkosti j — 1, ktora
sa opit skladd z prvych ¢ — 1 ¢&isel. Toto zapiseme vzorcom:

Dli)j] = Dli = 1)[5] + pi - Dli = 1][j — 1]

strana 17 z 19 http://ksp.sk/



V nasom dynamickom programovani zistime hodnoty m - k stavov a kazdy vypocitame v konstantnom case,
takze Casové zlozitost bude O(mk).

Posledné, ¢o si musime uvedomit, je, Ze pocet roznych $tastnych ¢isel na vstupe, teda hodnota m, je maly.
Zhora ho mozeme odhadnif ¢islom 20 — 2, o je pocet vietkych, najviac 9-cifernych Stastnych é&isel. Takisto,
aj ked podla zadania je k velké az 100000, tak v naSom dynamickom programovani sa ndm neoplati skasat k
vidsie ako m. Z kazdého stastného ¢isla totiz mozeme zobraf najviac jedno. Casové zlozitost bude teda O(m?)
a kedze m je rddovo 1000, takéto rieSenie sa ndm v pohode zmesti do ¢asového aj pamétového limitu.

Staci uz len spojit tieto dve myslienky a mame tlohu teoreticky vyriesent. Pre kazdé [ < m vyratame,
kolkymi spdsobmi vieme vybraf postupnost dlhitt & — [ len z nie Stastnych éisel (¢o je kombinaéné ¢islo) a
postupnost dlhi [ zo tastnych éisel (Co je ¢islo z nasej dynamiky). Tieto dve &isla vyndsobime, vysledok séitame
cez vSetky [ a méme rieSenie.

Kombinaéné cisla v modularnej aritmetike

Nakolko su é&isla velké a sta¢i nam vysledok modulo 10° + 7, potrebujeme (chceme (musime)) pouzivat
moduldrnu aritmetiku. Konkrétne vieme, ze (a+b) mod P = (a mod P)+(b mod P) a (a-b) mod P = (a mod P)-
(b mod P). Problém ale je, Ze potrebujeme rétat velké kombinacné ¢éisla, v ktorych sa deli. Teda by sme chceli
vediet, kolko je

%modP

Na pomoc pride Mal4 Fermatova veta®, ktora hovori, ze ak je P prvoéislo (¢o &islo 10 +7 je) a b je lubovolné
&islo, tak b¥~! = 1 mod P. Ked tito rovnicu vynésobime &islom a a predelime b, dostaneme:

%modP:a-bP_QmodP

To znamend, ze delenie sme si nahradili ndsobenim, ktoré vieme modulovat priebezne, vdaka vyssie spome-
nutému vztahu. Cislo b =2 mod P sa inak naz§va inverzny prvok k é&slu b.

Predposledné vec, ktorti potrebujeme na riesenie, je rychle umociiovanie, aby sme hodnotu b2 stihli zratat.
Hlavna myslienka tohto algoritmu je, Ze ak chceme vypodéitat hodnotu 22, tak ndm staéi vypocitat &islo z¥,
a to umocnif na druhi. Pokial by sme chceli vypoéitat z2¥+!, tak opif vypoéditame z¥, umocnime na druht a
vysledok este raz vynasobime z. Samozrejme, vSetky operacie robime modulo P.

Tato ideu samozrejme aplikujeme rekurzivne, takze pri poéitani z¥ budeme rataf nie¢o Stylu a¥/2, &m
dostaneme algoritmus, ktory umociiuje s ¢asovou zlozitostou O(log(y)), kedze zakazdym sa exponent, ktory
potrebujeme vyratat zmensi na polovicu.

Na ratanie kombina¢nych ¢isel si teda dopredu predpocitame vSetky faktoridly do pola F[] a k nim si
vypo¢éitame inverzné prvky, ktoré si ulozime do pola FI[]. Nésledne vieme, zZe

<Z> = F[n] - FI[K] - FI[n — k]

Zlozitost

Uspesnym zvladnutim vsetkych tjchto veci dostaneme spravne a dostatoéne rychle riesenie. Zostava uz len
odhadnut ¢asovi zlozitost. Nech m je pocet roznych stastnych ¢isel vo vstupnej postupnosti. Potom dynamické
programovanie zaberie ¢as O(m?). Predratanie si hodnot p;, ktoré po¢as neho potrebujeme ndm pri pouziti
Struktiry map zaberie ¢as O(nlogm).

Naviac si potrebujeme predrétat vSetky faktoridly, ¢o zaberie ¢as O(n). No a pri postupnom skiSani hodnoty
[ potrebujeme pre kazda z m moznosti vyratat jedno kombinacné ¢islo v ¢ase O(log(P)), ¢o nam pridé zlozitost
O(mlog P).

Ked to ddme vsetko dokopy, dostaneme zlozitost O(nlogm +m? +mlog P). Pamiifové zloZitost bude O(n +
m?), ale ak by sme si v nasej dynamike pamétali len posledné dva riadky, dostali by sme zloZitost O(n + m).

Listing programu (C++)

#include<iostream>

#include<algorithm>

#include<map>

using namespace std;

#define For (Q,W) for(long long Q=0; Q<W; Q++)

typedef long long LLD;

8Kuk wikipédia
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LLD
LLD

LLD

LLD

LLD

}

PRIME = 1000000007;
faktorial [1000000];

power (LLD a, LLD b){ // umocnovanie

if(b == 011) return 111;

if (b == 111) return a;

LLD pom = power(a, b/211);

if (b%211 == 011) return (pom * pom) % PRIME;
else return (((pom » pom) % PRIME) % a) % PRIME;

inv (LLD x){ // ratanie inverzneho prvku
return power (x, PRIME-211);

choice (LLD a, LLD b){ // ratanie kombinacneho cisla
return (faktoriall[a] = inv((faktorial[b] =* faktorialla-b]) %

bool is_lucky(LLD x){ // zistime, ci je cislo stastne

LLD

int

while (x>0) {
if (x%10 != 4 && x%10 != 7) return false;
x = x/10;

}

return true;

PRIME)) % PRIME;

min(LLD a, LLD b){ // lebo klasicke C++ nema min na long longoch

if (a<b) return a;
else return b;

main () {

faktorial[0]=111;

For (i, 1000000-1) // predratame si faktorial
faktorial[i+1l] = (faktorial[i]x(i+1l)) % PRIME;

map<LLD, LLD> mapa;

LLD n, k;

cin >> n >> k;

LLD pole[n];

For (i, n) cin >> pole[i];

LLD unlucky =0;
For (i, n){ // stacia nam pocty jednotlivych stastnych cisel
if (is_lucky(pole[i])) {

if (mapa.count (pole[i])==0) {
mapa [pole[i]]=1;

}

else{

mapa [pole[i]]+=1;
}
}
else unlucky+=1;
}

LLD D[mapa.size()+
)

11;
For (i, mapa.size()+1) D[i]=0;

D[0] = 1;
for (map<LLD, LLD>::iterator it=mapa.begin(); it!=mapa.end();
for (LLD i=mapa.size(); 1i>0; i--){
D[i] = (D[i] + D[i-1] * it->second) % PRIME;

}
}

LLD ans = 0;

++it){ // dynamika

For (i, min(k+1l, wunlucky+l)){ // spocitame pre jednotlive pocty nie stastnych

if (k-1 <= mapa.size())
ans += choice (unlucky, i) = D[k-1i];
ans = ans%PRIME;
}
cout<<ans<<endl;
return O;
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