KoreSpondencny seminar z programovania
XXXII. ro¢nik, 2014/15

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

vzorak napisal Sysel
1. Zwarte Doos (max. 0 b za popis, 10 b za program)

Level 1

Na rozcvicku si Doos pripravila opit nieco jednoduché. Vasge n zmenila na 2n+ 3. Na vyrieSenie stacilo zadat

47-3 _
1123 — 99,

Level 2

Ak ste isli postupne od nuly, nebolo fazké si v§imnut, Ze Doos vzdy pripoéita vstup k predchadzajicemu
vysledku. Vracala teda studet prvych n ¢isel. 11628 je stétom prvych 152 &isel, ¢o ste mohli zistit vypoctom
alebo bindrnym vyhladdvanim. (Ak neviete, ¢o je bindrne vyhladdvanie, pozrite si vzorové rieSenie k levelu 4 z
predchadzajtceho kola.)

Level 3

Zaciatok mohol byt trochu méitici, ale viicSie ¢isla odhalili, Ze sa jednd o ciferny sucin vstupu. Chceme ziskat
¢islo 529200, ktoré ma nasledovny rozklad na prvodcisla — 24 - 33 - 52 - 72, To znamena, ze ¢islo 22223335577 by
malo daf spravne rieSenie. Je vSak pridlhé a Doos ho neakceptuje. Potrebujeme teda zoskupif niektoré cifry
dokopy. Zafungovalo napriklad ¢islo 8695577.

Level 4

Ak ste chapali vystup ako stiradnice nejakého bodu, nebolo tazké si vSimnuf, Ze sa pomocou nich postupne
kresli §tvorcové $pirala. Stvorcova $pirdla rozmerov 5 x 5 vyzera takto (¢islo o predstavuje a-ty bod $piraly):

16 15 14 13 12 29
17 4 3 2 11 28
18 5 0 1 10 27
19 6 7 8 9 26
20 21 22 23 24 25

Bod (37,73) bude na obvode nejakého $tvorca so stranou dlhou zhruba 73 - 2 = 146, teda pred nim sa
vyskytlo priblizne 1462 = 21316 inych bodov. Tymto postupom nedostaneme presny vysledok, ale stradnicu
(—73,73). TakZe sa musime vratit o 110 bodov spit. 21206 je teda spravny vysledok.

Samozrejme, bolo mozné zrétat spravny vysledok aj presne (a nezaskodi vam si to vyskusat), ale uvedeny
postup je rychlejsi.

Level 5

Ak ste skusali ndhodné ¢isla, dostali ste ndhodné slova. Ak ste vSak sli postupne, slova zacali tvorit vety. T4
prva znela Niet domu kde sa nedymi v komine. A midry Google vam hned poradi, Ze je to nadpis prvej kapitoly
diela Dom v Strani od Martina Kukudina. Elektronickd verzia knihy je volne pristupna na internete, takze vam
uz len stadi zistit, kolké v poradi je v nej slovo drize.

Toto slovo sa v texte nachadzalo prave raz, stacilo si ho nechat vyhladat. Potom si staci skopirovat cely text
pred nim a pouzit nejaky nastroj na spocitanie slov (online alebo textovy editor). Dostaneme pocet slov pred
slovom drize a teda aj jeho poradie.

KedZe rozne poditadla slov maja rozne nazory na to, ¢ sa napriklad slovd oddelené pomlckou pocitaju za
jedno alebo za dve, nemuseli ste sa na prvy pokus trafif Gplne presne. Z kontextu vsak viete zistit, kde v texte
sa nachadzate a o kolko ste sa pomylili. Takto sa uréite nakoniec dopracujete k spravnej pozicii 93226.

Nakoniec by som este rad spomenul, Ze pozndmky pod ¢iarou sa do textu, samozrejme, nepocitali.
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Level 6

Zo zaCiatku ste si iste vSimli, Ze odpovede postupne stupali a blizili sa k vysnivanej 1. Ak ste ju vsak
preskodili, zacali zdkerne klesat.

Nie prili§ komplikované riesenie bolo postupne odhalovat dizku a cifry spravneho vysledku. Stacilo sa vzdy
opytat na dve po sebe iduce disla a podla toho, ¢ postupnost stipa alebo klesa, ste hned zistili, ¢i ste prilis
vpredu alebo prili§ vzadu.

Ak by ste mali zdujem o rychlej$i sposob, opat pomodze bindrne vyhladdvanie (kde sa tieZ pytate na 2 po
sebe idtce Eisla).

Existuje vSak este efektivnejsi spdsob ako v postupnosti, ktora najskor stiipa a potom klesé, najst maximum.
Hovori sa mu terndrne vyhladdvanie. Podobne ako pri bindrnom, aj tu si udrzujete interval, v ktorom by mohlo
byt maximum. V kazdom kroku ho vSak rozdelite na 3 ¢asti, porovnate hrani¢né prvky medzi nimi, a vylaéite
ta z krajnych Casti, ktora je pri nizSom hrani¢nom prvku. Ak st oba prvky rovnaké, vylucite obe krajné casti.
Takto pokracujete, az kym nemate dostatoéne maly interval (napriklad dizky 5), v ktorom maximum najdete
vysktSanim vsetkych moZnosti. Skiste si rozmysliet, prec¢o to funguje.

Spravny vysledok bol 7182818. Nie je vam povedomy?

Level 7

Tento level bol jeden z najtazsich, lebo bolo tazké zistif, ¢o vlastne Doos vracia. VSimnut ste si mohli, Ze
rovnaké cifry prispievaji do celkového stétu rovnakou hodnotou. A tou je pocet paliciek, ktoré treba rozsviet
na klasickom 7 segmentovom digitalnom displeji, aby sme cifru zobrazili.

Na ziskanie ¢isla 42, teda mozeme pouzit napriklad 888888.

Level 8

Prvé vec, ktort ste si mohli vSimnut, bola, Ze pre prvocisla vracia Doos vzdy éislo 2. To celkom naznacuje
spojitost s delitelmi daného ¢isla — Doos totiz vracia pocet delitelov vstupu.

Ale ktoré &islo mé 728 delitelov? 728 = 23.7-13. Delitela nejakého ¢isla vytvorite tak, e z jeho prvoéiselného
rozkladu nie¢o poskrtate. Ak bude v rozklade 2'2, mézete poskrtat od 0 po 12 dvojok, ¢o je 13 moznosti. Ak
priddme 3% vieme nezévisle na tom skrtnaf trojky az 7 moznostami. Nakoniec do rozkladu na prvoéisla priddme
aj 5-7-11 z ktorych moézeme kazdé bud skrtnit, alebo neskrtnit, ¢o je 8 moznosti.

Stacilo teda zadat hodnotu 212 -35.5.7-11 = 1149603840.

Level 9

Neparne cisla zostali sami sebou. 2, 6, 10 sa zdvojnésobili, 4 a 12 zostvornasobili a 8 dokonca zosemnasobila.
Kazdé ¢islo sa teda vynéasobilo najvic¢Sou mocninou dvojky, ktord ho delila.

Kedze 1263872 = 4937 - 28 = 4937 - 2% - 2%, spravny vstup bude 4937 - 2* = 78992. Takto bude totiz 2*
najvacsia mocnina dvojky, ktora ho deli, a teda sa nou este prenasobi.

Level 10

Na zadiatku ste zrejme mali zopar kratkych pokusov, 7 SPRAVNE, 0 NA ZLEJ POZICII. To vam hadam
nasepkalo, ze spravny pocet cifier je 7.

Zostéva uz iba uhadnut, ktoré cifry to st. Zakazdym ste sa dozvedeli, kolko cifier ste trafili a kolko ste uviedli
spravne, avSak na nespravnej pozicii. Presne ako v starsej stolovej hre Logik.

Bezne sa hra riesi tak, ze najskor spravite zopar nadhodnych tipov a potom sa z nich snazite ¢o najviac
dedukovat. Ak sa vdm do niecoho takého nechcelo, mohli ste najskor zistit, kolko ktorych cifier sa vo vysledku
nachddza (skiSanim siedmych rovankych cifier) a potom zistenim, na ktort poziciu, ktora cifra patri (umiest-
nenim tejto cifry medzi Sest deviatok, ktoré sa vo vysledku nenachddzali). V oboch pripadoch by ste sa vsak
mali dopracovat k ¢islu 2637033.

vzorak napisal Zygro
2. Zobudena Programatorka (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Uloha sa da riesit dvoma spobmi, bud vrectska prechddzame od najmensich po najviicsie alebo naopak.
Formét vystupu (tam vypisujeme ¢isla od najmensich) ndm napovedd, ktory spdsob bude asi jednoduchsi.

Cely algoritmus je velmi jednoduchy — ak je celkovd hmotnost neparna, musime pouzit vrectisko s hmotnostou
1, ak je hmotnost parna tak vrectisko pouZit nesmieme. Po pripadnom odéitani najmensieho vrectiska ndm ostalo
parne Cislo a tiez hmotnosti vSetkych ostatnych vrectiSok su parne. Preto modzeme imagindrne zmensit vSetky
hmotnosti na polovicu a zrazu rieSime t istd tlohu len s mensimi ¢islami.
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Algoritmus bude teda opakovane kontrolovat paritu ¢isla zo vstupu. Ked je ¢islo v i-tom kole neparne, vypise
hmotnost i-teho vreciska a po kazdej kontrole vydeli ¢islo zo vstupu dvoma.

Kolkokrat mozeme vydelit ¢islo n dvoma, kym dostaneme jednotku? Spravna odpoved je logy(n) (dvojkovy
logaritmus z n), pretoze log,(a®) = x'. Preto algoritmus skonéi po O(logn) krokoch. Casové zlozitost je teda
O(logn) a pamitova O(1), pretoze si sta¢i pamiitat zopar ¢isel.

Vsimnime si, Ze kazdé prirodzené &islo sa d4 zapisat ako stcet réznych mocnin dvojek. Tento rozklad je
skoro to isté ako prevod ¢isla do dvojkovej (binarej) ststavy.

Listing programu (Pascal)

var hmotnost,mocnina : inté4;
treba_medzeru : boolean;
begin
treba_medzeru := false;
mocnina := 1;

readln (hmotnost) ;
while hmotnost > 0 do begin
if hmotnost mod 2 = 1 then begin
if treba_medzeru then write(’.’)
else treba_medzeru := true;
write (mocnina);

end;
hmotnost := hmotnost div 2;
mocnina := mocnina * 2;
end;
writeln;
end.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main () {
bool treba_medzeru = false;
long long mocnina = 1;
long long hmotnost;
cin >> hmotnost;

while (hmotnost > 0) {

if (hmotnost % 2) {
if (treba_medzeru) cout << ”.”;
else treba_medzeru = true;
cout << mocninaj;

}

hmotnost /= 2;

mocnina *x= 2;

}

cout << endl;

Listing programu (Python)

n = int (input ())
x =1
ans = [] # pre jednoduchsi kéd sa uspokojime s horsou pamdtovou zlozZitostou
while n > 0:

if n%2: ans.append(str(x))

n /=2
print (' .’ .Jjoin(ans))
vzorak napisala Baska
3. Zved Tigrik (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Na zaciatok jednoduchsi pripad

Uvazujme na zaciatok jednoduchsiu tilohu: ¢o ak by k bolo rovné n? Vtedy vieme, ze Tigrik stihne navstivit
vSetky svoje zdroje a treba len spoditat, kolko za tento det zarobi.

Na to potrebujeme pre kazdy typ informacie zistit, kolko zdrojov ju m4. Inymi slovami, potrebujeme spo-
¢itat pocet vyskytov kazdého pismena. Toto najlahSie spravime tak, Ze pre kazdé pismeno budeme mat jedno
pocitadlo. Najlepsie je ulozit si tieto pocitadla do pola velkosti 26 — tolko je roznych pismen v anglickej abecede.

Logaritmus n pri zdklade a zapisovany ako log,(n) mé nasledovny vyznam: &islo, na ktoré musime umocnit a, aby sme dostali
hodnotu n. Preto logy(8) = 3 a log;(100) = 2. No a to, ¢o pouZivame, je vztah al°%a(") = . Inymi slovami, ak umocnime &islo a
na é&islo, na ktoré musime umocnit a aby sme dostali n, dostaneme n.
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Ked to uz mame spocitané, tak si sta¢i uvedomit, ze ak mame z informécii rovnakého typu (teda = vyskytov
konkrétneho pismena), tak kazdé z nich ma cenu x, a dokopy za toto pismeno dostaneme x x z = x? petazi.

Takze ak sme si spodéitali pocty vyskytov jednotlivych pismen, sta¢i ndm sc¢itat ich druhé mocniny a méme
Tigrikov zarobok.

Listing programu (Pascal)

var n,k,sucet,i:int64;
c : char;
a : array[l..26] of inté64;

begin
readln (n, k) ;
for i:=1 to 26 do a[i] := 0;
for i:=1 to n do begin
read(c);
inc(alord(c)-ord("A")+1]1);
end;
sucet := 0;
for i:=1 to 26 do begin
sucet := sucet + al[il*ali];
end;
writeln (sucet);
end.

Povodny problém

Teraz sa vratme k vSeobecnému zadaniu, kedy moze byt k < n. Vtedy musime zistit, ktoré zdroje sa Tigrikovi
oplati navstivit — inymi slovami, ktorjch &k pismen méame zobraf, aby sme dokopy dostali ¢o najvicsi zarobok.

Myslim, ze kazdy z vas si v§imol, Zze ¢im viac mame rovnakych pismen, tym viac Tigrik zarobi. Intuicia ndm
teda napoveda, ze Tigrik by mal preferovat tie pismena, ktorych je na vstupe vela.

Nadejne teda vyzeréd nasledovny postup: Tigrik si ndjde to pismeno, ktorého je na vstupe najviac, a zoberie
¢o najviac jeho vyskytov. Potom spravi to isté s druhym najcastej$im, tretim najcastejsim, a tak dalej, az kym
uz nemdze zobraf Ziadne dalsie pismeno.

Zamyslime sa najskor, ako by sme takéto rieSenie implementovali. Rovnako ako v prvej ¢asti zacneme tym,
ze si spocitame pocty vyskytov jednotlivych pismen. Teraz by sme ich potrebovali usporiadat podla poctu
vyskytov. KedZe mame len 26 roznych pismen, je Gplne jedno, aky algoritmus na to pouzijeme. MdZeme pouzit
standardné kniZni¢né triedenie (napr. sort() v C++) alebo implementovat nejaké vlastné.

Po usporiadani po¢tov vyskytov uz odpoved vypoéitame jednoduchym cyklom (vSimnite si, Ze sa musime
zakazdym pozrief, ¢i modzeme zobraf vSetky pismenad daného typu, alebo ich je privela a len naplnime nasu
kapacitu):

Listing programu (Pascal)

{ pred tymto kusom programu usporiadame pole ’‘a’ od najvdcsSieho po najmensie }
sucet := 0;
i :=1;
while (k > 0) do begin
if (k < a[i]) then kolko :

k

else kolko := al[il;

sucet := sucet + kolkoxkolko;
k := k - kolko;

inc(1i);

end;
writeln (sucet);

Asi najjednoduchsie na implementéciu je triedenie max-sort. Priamo pocas neho vieme aj pocitat rieSenie.
Jednoducho postupne 26-krat zopakujeme nasledovny postup: “Najdi najcastejSie sa vyskytujice eSte nespra-
cované pismeno a zober z neho najviac ako sa da.”

Dokaz spravnosti

Teraz nas ale ¢aka té fazsia cast tohto vzorového riesenia. Je sice pekné, Ze sme si vymysleli jednoduché
pazravé’ riefenie, ktoré sa ndm Iahko implementovalo, o ndm ale zaruéi, Ze toto riesenie je naozaj optiméalne?
NemozZe sa niekedy stat, Ze by iny spésob vyberu pismen viedol k viéSiemu celkovému zarobku?

Aby bolo naSe rieSenie Uplné, musime na tieto otazky vediet odpovedat. Inymi slovami, potrebujeme este
dokézat spravnost nasho algoritmu.

Pomocné tvrdenie

DokéZzeme si nasledovné tvrdenie: “Ni¢ nepokazime, ked z najcastejsieho pismena zoberieme najviac kusov,
ktoré moZeme zobratf.” Inymi slovami, tvrdime, Ze pre Tubovolny vstup existuje medzi optimalnymi rieSeniami

2Pazravé sa nazyva preto, lebo pouziva nejakt podmienku, ktora je zaloZend na maximalite (minimalite) nejakého prvku.
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také riesenie, v ktorom Tigrik zoberie najvicsi mozny pocet vyskytov najcastejsieho pismena.

Dokaz: Nech v je pocet vyskytov najcastejsieho pismena a nech z je celkovy pocet pismen, ktoré este moézeme
zobrat. Dokaz nasho tvrdenia si rozdelime na dva pripady.

Pripad prvy: v > z, teda nemodzeme zobrat vSetky vyskyty najcastejSieho pismena.

V Tubovolnom rieSeni by sme zobrali nejakych z pismen. Kedze kazdého z nich by sme zobrali najviac z
kusov, bol by celkovy zisk najviac z2. Viac ako 22 sa zjavne dosiahnuf neda. No a pri nagej stratégii zoberieme
z kusov najéastejsicho pismena a dostaneme tak zisk presne z2, ¢o je zjavne optimélne.

Pripad druhy: v < z, teda mo6zeme zobraf vSetky vyskyty nasho pismena a moZno eSte aj nie¢o navyse.

Chceme teraz dokazat, Ze existuje optimalne rieSenie, v ktorom Tigrik vezme vSetkych v kusov tohto pismena.
Toto dokézeme tak, Ze ukazeme, Ze k Tubovolnému rieseniu, v ktorom zoberie menej ako v kusov, existuje aspori
tak isto dobré riesenie, v ktorom ich vezme viac.

Uvazujme teda lubovolné rieSenie, v ktorom Tigrik nezobral v kusov nasho pismena, ale len w, pri¢om w < v.

e Podpripad 2a: Nejakého iného pismena zobral Tigrik = > w kusov.

V tomto pripade vieme dostat rovnako dobré rieSenie tak, Ze zoberieme 2 kusov ndsho a w kusov toho
druhého pismena. (Touto zmenou sme zvicsili poéet zobratych kusov nasho pismena.)

e Podpripad 2b: Kazdého iného pismena zobral Tigrik w alebo menej kusov.

Za kazdé pismeno teraz Tigrik dostane w alebo menej bodov. V tejto situécii vieme vyrobit ostro lepsie
rieSenie tak, ze zahodime jedno iné pismeno a namiesto neho zoberieme jedno dalsie nase. Ak tych inych
pismen bolo doteraz x (pricom z < w), tak zisk klesol o 2z — 1 za odstranené pismeno, ale stipol o 2w + 1
za pismeno pridané, a teda v sudte aspori o 2 stpol. Oplati sa ndm teda vymieniat pismend za tie, ktoré
sa tam vyskytuju Castejsie.

A tym je dokaz hotovy.

Zaver dokazu spravnosti

Z prave dokézaného pomocného tvrdenia uz priamociaro vyplyva ddkaz spravnosti nasho algoritmu. Na
zaciatku vieme, Ze existuje optiméalne riesenie, v ktorom zoberieme najvacsi mozny pocet vyskytov najcastejsieho
pismena, tak to urobime. Na toto pismeno moéZeme teraz $tastne zabudnut. Ostala nam opit taka isté situacia:
méame na vyber nejaké pismend a médme nejakl volni kapacitu. Teraz méZeme znovu pouzit t1 isttl argumentéciu
— z toho pismena, ktoré je teraz najcastejsSie, uréite moézeme zobraf najviac ako sa da. A tak dalej.

Zlozitosti

Nacitanie vstupu mé ¢asovi zlozitost linedrnu od n, ¢o zapisujeme O(n). Pocas toho vieme aj postupne
zvySovat poditadld pismen. Cely zvySok rieSenia uz mé konstantni éasovi zloZitost — roznych pismen je len 26,
a teda na ich usporiadanie podla poétu vyskytov aj na ich nésledné spracovanie ndm staci konstantny pocet
krokov, nezavisly od velkosti vstupu. Vysledna ¢asova zlozitost je teda O(n).

Pamitova zlozitost je O(1), teda konStantnd. Vobec si totiz nemusime drzat v paméti cely vstup, stadi si
pamitat iba 26 pocitadiel a nejaké pomocné premenné.

Listing programu (Pascal)

var n, k,sucet, i, j,kolko,pozMax, pomocna:int64;
c : char;
a : array[l..26] of inté64;

begin
readln (n, k) ;
for i:=1 to 26 do ali] := 0;
for i:=1 to n do begin
read(c);

inc(alord(c)-ord('A")+1]);
end;

//triedenie max-sort, najde maximum a da ho na zaciatok, potom najde
//maximum zo zvysnych a da ho na druhe miesto
for j := 1 to 25 do begin
pozMax := 3J;
for i := j+1 to 26 do begin
if a[i] > a[pozMax] then pozMax := i;
end;
if pozMax <> J then begin
pomocna := al[pozMax];
al[pozMax] := al[jl;
alj] := pomocna;
end;
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end;

sucet := 0;
i :=1;
while (k > 0) do begin
if (k < a[i]) then kolko := k
else kolko := af[il;
sucet := sucet + kolkoxkolko;
k := k - kolko;
inc (1) ;
end;
writeln (sucet);
end.
vzorak napisal misof
4. Zahradka (max. 6 b za popis, 4 b za program)

KedZe v kazdom rohu obvod Kleofdsovej zadhradky zataca o 90 stupiiov, musia sa na obvode striedat vo-
dorovné a zvislé strany. Vodorovnych stran je teda presne tolko isto ako zvislych. Inymi slovami, podet stran
zdhradky musi byt parny. Pre vSetky vstupy s neparnym s teda moézeme smelo odpovedat, Ze nemaju riesenie.

Nésledne oSetrime okrajové pripady: ¢t = 1 aj ¢t = 2 s mozné len ak s = 4. (V prvom pripade tvori zdhradku
jeden stvorec, v druhom pripade st to nutne dva stranou susediace stvorce. Tvar obvodu je v oboch pripadoch
jednoznacne uréeny.) Odteraz teda mozeme predpokladat, ze t > 3.

Ako dalsi krok néasho rieSenia sa pozrieme na najmensi povoleny pripad: situdciu kedy s = 2¢. Chceme teda
nakreslit Gtvar s 2¢ stranami a obsahom ¢.

Ako to bude vyzerat pre t = 37 Ak ma mat zahradka tri Stvorce, mézu byt bud v rade za sebou (vtedy mé
ale obvod len §tyri strany), alebo mozu byt zato¢ené “do L” (kedy je stran 6, ¢o je presne to, ¢o sme chceli).

+———+

| +-——+ <-- 6 stran, obsah 3

Dalej méme t = 4. Tu chceme Gtvar, ktor§ bude maf 8 stran. Ideélne by bolo neriesif lohu odznova, ale
skusit upravit predchadzajtce rieSenie — pridat novy stvorec tak, aby ndm tym pribudli dve strany. A skutoc¢ne
to ide spravit. Jedna dobra moznost vyzera nasledovne:

ot
| |
| +———+
| | <-- 8 stran, obsah 4
fo——t o+

| |

R

No a uz by malo byt aj jasné, Ze tento postup vieme dalej “do nekone¢na” opakovat. Pre nazornost sa eSte
pozrime na t = 5. Tam opit priddme jeden Stvorec “na chvost hada”, ¢im sa ndm obsah zv#ési o 1 a pocet stran
o 2.

+——t
| |
| ot <-- 10 stran, obsah 5

+-——+ -+

TakZe uZ vieme riesit vietky pripady kedy ¢ > 3 a s = 2¢: jednoducho vyrobime ¢-polickového hada. Co teraz
so vSeobecnym pripadom? Predpokladajme, Ze s je parne a ze ¢ = s/2 + x. Mdme teda mat ten isty pocet stréin,
ale o x vicsi obsah. Ako to dosiahnut? Jednoducho — sta¢i napriklad nasmu hadovi “natiahnuf chvost”.

RieSenie si opif ukédzeme na jednom priklade, z ktorého bude jasné, ako to funguje vo vSeobecnosti. Majme
opét s = 10, ale tentokrat namiesto ¢ = 5 budeme maft ¢ = 8, teda o tri viac. Spravime teda néd$mu hadovi o tri
dlhsi chvost:
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Tu je implementéacia tejto myslienky:

Listing programu (Python)

import sys

S, O = [ int(x) for x in input () .split() ]

if S%2 != 0 or S == 2:
print ("Neda.sa”)
sys.exit (0)

if s == 4:
print (”S”, 1)
print (”"V”, 0O)
print (”J”, 1)
print (”Z”, 0O)

else:
chvost = 0 - S//2
inner = S - 6
Sd = inner

print (”z”, chvost+l)

print (”s”, 1)

print (”V”, chvost+2)

dole = True

while Sd > inner//2:
print (”J” if dole else "V”,
dole = not dole

1); sd =1

print (”J” if dole else "V”, 2 if dole else 1)

print (”Z” if dole else ”J”, 1)

print (”S” if dole else ”Z”, 1 if dole else 2)

while Sd > O:
print ("2” if dole else "”S”,
dole = not dole

1); sd -=1

Ako vyzeraju nejaké situacie s malym obsahom?

Okrem naprogramovania vyssie popisaného rieSenia ste mali eSte jednu tlohu: ukazat, Ze existuje nekonecne
vela dvojic (s,t), pre ktoré ¢t < s/2 a napriek tomu hladand zédhradka existuje. Teraz sa pozrieme na to, ako

takéto pripady vyzeraju.

Jeden uz vlastne pozname: t =1 a s = 4, teda jediny stvorec. To je vSak patologicky pripad, ktory nevieme

Po troche sktigania v8ak lahko odhalime druhy najmensi pripad s obsahom mensim ako s/2. Vyzerd nasle-

zovseobecnit.
dovne:
+o——+

+-——+ -+

| | <-- aZ 12 stran a obsah len 5

et e

+-——+

A odtial uz lahko pokrac¢ujeme k dalsim, vi¢sim zahradkam s touto vlastnostou. Tu je nasledujica:

+-——+ -+

+———+ ===t  +———+

| | <-- aZ 20 stran a obsah len 9

+-——+ ==t =+

+———+ -+
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a uz je asi jasné, ako to bude pokracovat dalej. Tym sme splnili zadani tilohu — nasli sme nekonecne vela
roznych zahradiek, ktorjch obsah ¢ je mensi ako polovica poctu ich stran.

HlbSie zamyslenie na zaver

Na zaver tohto vzorového riesenia si ukdzeme doslednejsiu uvahu, ktorda nas privedie k tomu, ako musia
vyzerat zadhradky s velkym poc¢tom strdn a malym obsahom.

Zacneme tym, Ze si predstavime Iubovolnt zdhradku s obsahom t¢. Namiesto poctu strdn obvodu sa ale
stistredme na jeho dlzku (pri¢om strana $tvorca ma dizku 1). Aky najdlhsi obvod vieme dosiahnut?

Maéme t stvorcov a kazdy z nich ma 4 strany, ¢ize urcite to nebude viac ako 4t. V skutocnosti to ale musi
byt eSte vyrazne menej. Cel4 zdhradka musi drzat pokope, takZe niektoré dvojice Stvorcov musia susedit. No a
vzdy, ked ddme dva Stvorce jeden vedla druhého, zmensime tym obvod o 2 — ani z jedného ani z druhého uz nie
je na obvode ich spolo¢na strana. (Napr. dva izolované $tvorce maji celkovy obvod dizky 8, zatial ¢o obdlznik
1 x 2 mé obvod dlzky 6.)

Kolko dvojic susediacich $tvorcov musi byt v zdhradke tvorenej ¢ $tvorcami? Lahko nahliadneme, Ze aspon
t — 1. (Predstavme si, Ze zdhradku ideme pozliepat dokopy z t izolovanych §tvorcov. Kazdym zlepenim pozdlz
nejakej strany zmensime pocet kusov o 1. Aby teda celd zdhradka drzala pokope, musime lepit aspoii ¢t — 1 réz.)

Najvicsi mozny obvod zdhradky je teda 4t — 2(t — 1) = 2t + 2. (Tento obvod maju vSetky zahradky, ktoré
maja stromovi topoldgiu.)

No a podet stran zdhradky je zjavne nanajvys rovny jej obvodu — pri¢om rovnost nastava prave vtedy,
ked mé kazdé strana dlzku 1. Takze najlepsie, ¢o teoreticky mozeme dosiahnut, je s = 2t + 2. Inymi slovami,
t=(s/2) — 1.

Ak ndm teda niekto povie pocet stran s a chce od nds, aby sme mu navrhli zéhradku s obsahom mensim ako
$/2, pojde to len vo velmi Specifickom pripade: budeme musiet nakreslit zdhradku, ktord mé stromov topolégiu
a ktora ma vietky strany dizky 1. Vedeli by ste teraz v tejto tivahe pokracovat a dokazaf, ako vyzeraja tplne
vsetky zahradky pre ktoré s/2 > 7

vzorak napisal Mario
5. Odpad spolocnosti (max. 7 b za popis, 8 b za program)

Skasanie vsetkych dvojic

Ako sa d4 najjednoduchsie zistit, kto s kym sedi? Spytame sa na vSetky dvojice Studentov. Stac¢i klast otazky

typul 2,13, ... avzdy ked dostaneme odpoved 1, ¢o znamena, Ze tito dvaja sedia v jednej lavici, zapamétame
2n(2n—1)
2

si tuto dvojicu. Ak sa na kazdu dvojicu spytame len raz, poloZzime (22") = otazok. Casova zloZitost

takéhoto riesenia je O(n?) a mohli ste zan dostat 2 body.

Pokial neviete s tilohou pohntt, je dobré skusit asponl to prvé (sprévne), ¢o vas napadne. NavySe, na jed-
noduchom programe si viete vyskugat sposob komunikdcie s testovacom — “flushovanie” vystupu, spractvanie
viacerych sad a format otazok a odpovedi.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <vector>

#define For (i,N) for(int i=0; i<N; i++)
#define FOR(i,z,k) for(int i=z; i<k; i++)

using namespace std;

int N, T;
vector<pair<int, int> > pary;

int main () {
scanf (”%d”, &T);
For (t,T) {
pary.clear();
scanf (”.%d”, &N);
For (i, 2x%N)
FOR (j,i+1, 2%N) {
printf (”2.%d-%d\n”, i+1, j+1); fflush(stdout);
int odpoved;
scanf (”%d”, &odpoved);
if (odpoved==1) pary.push_back( make_pair (i+1l, j+1) );
}

//vypls riesenia
printf (70\n”);
For (i,N)
printf("%d_%d\n", pary[i].first, pary[i].second);
fflush (stdout);
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}

return O;

Skuasanie vsetkych rozumnych dvojic

Mozeme si vSimnit, Ze ak sedia spolu Studenti 1 a 2, v predoslom programe sa dozvieme o tejto dvojici
hned v prvej otézke. Dalsich 2n — 2 otédzok ohladom #tudenta 1 je teda tplne zbytoénych. Preto sa da vyssie
popisany program v praxi mierne zlepsit, ak si budeme o kazdom Studentovi pamétat, ¢i uz vieme, s kym sedi.
Pred vypisanim otazky potom zvazime, ¢i je zbyto¢na, alebo ¢i sa niou nie¢o nové dozvieme.

V najhorsom pripade mozu spolu sedief ziaci 1,2n; 2,2n —1; ... n,n+ 1. Pre prvého sa tak spytame 2n — 1
otazok, pre druhého 2n — 3, atd. Teda 2(n) —1+2(n—-1) —-14+2n—-2)—1+---+2n—-(n—-1)) -1 =
2@ —n = n(n—2) otdzok. A hoci ¢asova zloZitost zostava stale O(n?), aj v najhorSom pripade sa spytame
priblizne o polovicu otézok menej. Za takéto zlepSenie ste mohli dostat az 4 body.

Binarne vyhladavnie

Viete, kadial vedie cesta k lepsiemu riesniu®? Ak ste bezradni, precitajte si zadanie a zistite, ¢o z toho, ¢o
ste mali k dispozicii, ste zatial nevyuzili.

V predoslych rieseniach sme totiz vobec nepouzili to, Ze sa mdZzeme pytat na lubovolni podmnoZinu Studentov.
Stustredme sa na jedného $tudenta, napr. s ¢islom 1 a pokusime sa zistit jeho spolusediaceho. Ak sa spytame, v
kolkych laviciach sedi celé trieda, dostaneme neprekvapivii odpoved n. Spytajme sa radsej:

Kolko lavic bolo obsadenych, ak bola v gkole polovica ziakov spolu so ziakom 17

Dostaneme odpoved d a toto ¢islo moze byt v rozmedzi (n/2,n). Skisme sa este raz spytat ta istd otdzku
bez Studenta 1.

e Ak je odpoved d — 1, student 1 sedel v tento den sdm — v tejto polovici triedy jeho spolusediaci nie je,
teda je v druhej polovici.

e Ak je odpoved d, v tejto polovici triedy musi byt aj spolusediaci Studenta 1, lebo aj po odchode Zziaka 1
zostala jeho lavica obsadena.

Co sme dosiahli? Pomocou dvoch otazok sme rozhodli, ¢ méze byt polovica studentov spolusediaca s 1. Dalej
nés bude zaujimat uZ len t4 polovica studentov, medzi ktorymi je aj jeho spolusediaci. Dalsimi dvoma otazkami
vylaéime $tvrtinu, potom osminu, atd. Po spytani sa 2log 2n otazok bude mozny spolusediaci len jeden. Ak sa
pre kazdého studenta spytame 2log2n otazok, pre n = 1000 sa spytame priblizne 20 000 otazok a za takéto
rie$nie ste mohli dostat 8 bodov. Spytame sa teda O(nlogn) otdzok.

Ak by vés zaujimala aj ¢asova zlozitost, musite zvazit to, Ze pytanie sa roznych otézok vyzaduje rozny cas.
Ak sa napriklad pytate na polovicu triedy, poloZenie jednej otdzky si vyziada ¢as O(n). Pri kladeni otézok
o jednom $tudentovi vypisuje program n,n/2,n/4... &isel, ¢o sa naséitava na priblizne 2n. Casova zlozitost
zostava stéle O(n?), no pocet otdzok sa ndm podarilo efektivne znizif, ¢o bolo, koniec koncov, to podstatné v
tejto ulohe.

Toto rieSenie sa d4 tiez mierne zlepsit, ak sa budeme pytat len na Studentov, o ktorych nevieme, s kym sedia.
Na polovice, Stvrtiny. .. nemusime teda delif celt triedu, staci delif len mnozinu nezndmych Studentov.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

#include <algorithm>

#include <vector>

#define For (i,N) for(int i=0; i<N; i++)

using namespace std;

int N, T;
vector<bool> neznamy;
vector<pair<int, int> > pary;

bool je_v_skupine(int x, int 1, int r, vector<int> &V ) {
//ziak x, v intervale <l,r), v casti triedy V
int bezx, sx;

if(r-1 == 1) bezx = 1;
else(
//vypls prvej otazky
printf (”%d”, r-1);
for (int i=1; i<r; i++)

3Cez binarne vyhladavnie predsa, ved je to tu napisané!
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printf (”.%d”, VI[i]+1);
printf ("\n”);
fflush (stdout) ;

//nacitanie odpovede testovaca
scanf (”%d”, &bezx);

}

//vypis druhej otazky

printf (”"%d.”, r-1+1);

for (int i=1; i<r; i++)
printf (”sd.”, V[il+1);

printf("%d\n", x+1);

fflush (stdout);

//nacitanie 2. odpovede testovaca
scanf (”%d”, &sx);

return (sx==bezx);

int main () {
scanf (”%d”, &T);
For(t,T){
neznamy.clear ();
pary.clear () ;
scanf (”%d”, &N);
neznamy.resize (2x%N, 1) ;

For (i, 2%N)
if (neznamy([i]) {
//chceme zistit, s kym je i v pare
//pripravime si pole
vector<int> mozno;
For (j,2%N) if(neznamy[j] && J != i) mozno.push_back (j);

//binarne vyhladame, v ktorej skupine je druhy

int 1=0, r=int (mozno.size());
while(r-1 > 1) {
int piv = (l+r)/2;
if( je_v_skupine( i, 1, piv, mozno ) )
r = piv;
else
1 = piv;

}

//ulozime si 1 par do riesenia
neznamy[i] = neznamy[mozno[l]] = 0;
pary.push_back ( make_pair (i, mozno[l]) );

}

//vypis riesenia
printf (”0\n”);
For (i,N)
printf ("% _%d\n", pary[i].first+l, pary[i].second+l);
fflush (stdout);
}

return O;

vzorak napisal Zaba
6. Opatera zvieratiek (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Nasou tlohou je vybrat takt podpostupnost vstupného retazca, ze tvori palindrém. Tato podpostupnost
navySe nemusi byt stvisld a dokonca ani najdlhsia mozné, staéi ak bude obsahovat 100 znakov (popripade, ak
tam nie je takych 100 znakov, tak musime nédjst t4 najdlhsiu).

Pokiisme sa zamysliet nad tym, ako moZe vyzerat nejaky najjednoduchsi palindrém. Napriklad moze obsaho-
vat len pismend jedného druhu, ako je to v palindrémoch aaaa alebo ddddd. To ale znamend, Ze ak nas vstupny
refazec obsahuje 100 vyskytov toho istého pismena, vieme ndjst riesenie velmi jednoducho. Proste vyberieme
100 takychto pismen.

Nas program teda moze zacat nasledovne: Prejde celym vstupnych retazcom a pre kazdé pismeno si spocita
pocet jeho vyskytov. Ak sa niektoré pismeno nachadza v refazci aspori 100 krat, vypiseme vysledok skladajici
sa iba z tohoto pismena a program ukoncime.

Pomohli sme si? Veru éno. Aky dlhy moze byt retazec, v ktorom sa nieco takéto nestane? Kazdé pismeno
sa tam moze vyskytovat najviac 99 krat, teda bude mat dlzku 99 - 26 = 2574. Ked pridame dali znak, tito
vlastnost pokazime. Inak povedané?, Tubovolny refazec dlzky aspon 2575 obsahuje aspoii 100 rovnakjch znakov.
Vyrazne sme teda zmensili obmedzenie na dlzku vstupu, pre ktord je nasa tiloha netrivialna.

Hladanie najdlhsieho palindrému
Zostava nam teda vyrieSit ta zlozitejsSiu tlohu — ako najst najdlhsi podpalindrém vo vstupnom retazci?

4Pouzitim Dirichletovho principu.
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Takato tiloha je pomerne klasickd a preto sa oplati poznaf jej rieSenie. Dokonca sa ani nebudeme zaoberat tym,
¢i je ten palindréom dlhy najviac 100, lebo uz nam to viac pri rieseni nepomoze.

Podme sa vrhntf rovno na popis riesenia. Nebude to ni¢ iné ako jednoduchd rekurzia s memoizaciou, ktort
si hned vysvetlime. To ¢o hladdme je najdlhsi palindrém od pozicie 0 po poziciu n.

Jedna moznost je, Ze pismend na pozicidch 0 a n — 1 st rozne. V tom pripade aspoii jedno z tychto pismen
nebude vo vysledku. Ak by totiz boli obe, boli by na kraji nasej podpostupnosti a tym padom by sme nemali
palindrém. To znamené, Ze odpoved bude bud najdlhsi palindrém od pozicie 0 po pozicii n — 1 alebo
najdlhsi palindrém od pozicie 1 po poziciu n. A toto st nejaké mensie podproblémy, ktoré mozeme riesit
rekurzivne.

Druhd mozZnost je, Ze obe pismené na krajnych pozicidch st rovnaké. V tom pripade ich moézeme zobrat do
vysledku (ktory je teraz o jedna dlhsi) a hladdme najdlhsi palindrém od pozicie 1 po poziciu n — 1.

N4s problém sme si teda zapisali ako jednoduchid rekurzivnu funkciu, ktora bude pocitat aky je najdlhsi
palindrém od pozicie ¢/ po poziciu 7, a ktort by sme teraz mali vedief bez problémov implementovat.
Nezabudnite vSak na to, ze ak uz vyratate odpoved pre nejaka dvojicu (¢,7), treba si tito odpoved zapamitat,
aby sme ju nemuseli pri dalSom opytani opiit ratat celii. Na zapamitanie ndm poslizi jednoduché dvojrozmerné
pole. Bez tohto zapamitavania (memoizécie) by bola ¢asovd zlozitost rieSenia exponencidlna.

Takisto nemozete zabudnit na to, Ze na konci musime vypisat retazec a teda musime vediet spitne zistit,
ktoré pismend patria do najdlhsieho palindrému. Toto si mézete bud paméitat v dalsom dvojrozmernom poli,
kde si poznacite, ktorym sposobom dostanete najdlhsi palindrém z daného tiseku alebo si to budete znadif
priamo pri simulécii. Dajte si vSak pozor, Ze ked bude najdlhsi palindrém dlhsi ako 100 znakov, musite ho na
ttto dizku skratif.

Na zéver sa uZ len pozrime na ¢asovi a pamétovi zlozitost. Kazdy stav rekurzie vieme vyratat v konstantnom
¢ase, stadi ked sa pozrieme na tri iné ¢isla. Stavov je ale n?, takze ¢asova zlozitost nasho riesenia je O(n?). A
rovnako to bude aj s pamétovou zlozitostou, lebo si musim zapamétat vysledok pre kazdy mozny stav.

Ked méame nejako popisat ¢asovi zlozitost celého rieSenia, ozna¢me si d maximalnu dizku palindrému a a
pocet pismen abecedy. Dizka vstupu je n. Potom ¢asova zlozitost je O(n + (min(n, d - a))?). Ked povazujeme d
a a za konStanty, tak je to jednoducho O(n).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

#include <string>

#include <cstring>

#include <algorithm>

#include <vector>

#define For (i,N) for(int i=0; i<N; i++)
#define Fors(i,s) for(int i=0; s[i]; i++)
using namespace std;

vector<int> P (26,0);
char buf[2000000];
vector<vector<int> > T (3000, vector<int>(3000,-1));

int maxd( int 1, int r){
if(l1 > r) return O;

if( T[1][r] != -1 ) return T[1l]([r];
if( buf[l] == buf[r] ) return T[1l][r] =1+ (l!=r) + maxd( 1+1, r-1 );
return T[l] [r] = max( maxd(l+l, r), maxd(l, r-1) );

int main () {
scanf (”.%s”, buf);
Fors (i, buf) Pl[buf[i]l-"a’]++;
For(i,26) if(P[i] >= 100) {
For(j,100) printf (”%c”, ’a’+i);
printf("\n");
return 0;

}

int i=0, j=strlen(buf)-1;
int maxi = maxd (i, j);
string zac="", kon="";
while (i<=73) {
while (i<=j && maxd(i, j) == maxi ) i++;
if (i-1<=7 && maxd (i, j) maxi) zac += buf[i-1];

while(j >= i && buf[j] != buf[i-1] ) J-—;
if(j > i-1) kon.push_back( buf[j] ); J—;
maxi = maxd (i, J);

}

reverse (kon.begin (), kon.end()

)i
if(zac.length()+kon.length()>100) {
zac="";
For (i,50) zac+=kon[i];
For (i,50) zac+=kon[49-1i];
}
else zac += kon;
printf (”%s\n”, zac.c_str());
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return O;

vzorak napisal misof
7. Osobna doprava (max. 8 b za popis, 12 b za program)

Nagou tulohou bolo zistit, ¢i sa d& zo zastavky A dostat na zastdvku B, a ak dno, ako najrychlejsie to vieme
spravit. Toto je zjavne tloha grafova a zrejme bude nejak stvisief s najkratsimi cestami. Ale ako presne?

Zékladné pozorovanie, ktoré nam pomdze tlohu vyriesit, je nasledovné: Predstavme si, Ze sme objavili dva
rozne sposoby, ako sa zo zastavky A da dostat na nejaki zastdvku C. Prvy z nich tam pride v ¢ase ¢1, druhy
v Gase to a plati t; < t5. Pri hladani optiméalneho presunu z A do B ndm sta¢i zapamiitat si len jeden z tychto
dvoch spbésobov — ten prvy. Totiz kazdy spdsob, akym vieme pokradovat zo zastavky C dalej v druhom spdsobe
mame k dispozicii aj pri prvom sposobe prichodu, a mozno méame este aj nejaké iné moznosti navyse, ktoré by
sme pri prichode v ¢ase to nestihli.

Myslienka vSetkych nizsie popisanych algoritmov bude teda velmi jednoduchd: V priebehu nasho algoritmu
sa budeme snazit zostrojit mnozinu vsetkych zastévok, ktoré st dosiahnutelné zo zastdvky A. Pre kazda taka
zastdvku si navySe vypodcitame aj najskorsi ¢as, v ktorom mozeme na danej zastivke byt.

Predspracovanie vstupu

Uz vieme, Ze vrcholmi nasho grafu budu jednotlivé zastavky. Na vstupe vSak namiesto hran mame zadant
mnozinu spojeni, ktoré nasimi zastavkami prechadzaji. Priamo pri nac¢itavani vstupu vsak vieme kazdé spojenie
prekonvertovat na sadu hran — ako keby sme ho nahradili viacerymi linkami, z ktorych kazd4 preméva len z jedne;j
zastavky spojenia na druhi, bezprostredne nasledujticu. VSetky hrany pochadzajtce z toho istého spojenia budu
mat t istu periédu. Ich offsety vypocitame jednoducho tak, Ze simulujeme jednu jazdu dotycéného spojenia a
zapisujeme si, kedy sme navstivili ktort zastavku.

Pre algoritmus Bellmana a Forda (prvé z rieSeni uvedenych nizsie) by nam stacilo ulozit si vSetky hrany
grafu v jednom dlhoc¢iznom zozname. Pre Dijkstrov algoritmus (druhé, lepsie riesenie) vSak budeme potrebovat
hrany roztriedif: v kazdom vrchole grafu si budeme pamétat zoznam hran, ktoré veda z neho von. Takéto
predspracovanie uvadzame aj v nasledovnom listingu.

Listing programu (Python)

from collections import defaultdict
from queue import PriorityQueue

def nacitaj_vzdialenosti():
vzdialenost = {}
d = int ( input () )
for riadok in range (d):
X, y, dist = input () .split ()
vzdialenost[ (x,y) ] = vzdialenost[ (y,x) ] = int(dist)
return vzdialenost

class Segment:

def _ init__ (self,kam,offset,perioda,cas):
self.kam = kam
self.offset = offset
self.perioda = perioda

self.cas cas
def nacitaj_linky(vzdialenost):
graf = defaultdict (list)

s = int ( input () )
for riadok in range(s):
tokeny = input () .split()
v, p, 0, z = [ int(x) for x in tokeny[:4] ]
zastavky = tokeny[4:]
for i in range(z-1):

dist = vzdialenost[ (zastavky[i],zastavky[i+1l]) ]

time = (dist + v - 1) // v

graf[ zastavky[i] ].append( Segment ( zastavky[i+l], o, p, time ) )
o = (o+time) $ p

return graf

V dalsom texte budeme pocet zastavok oznacovat n a celkovy pocet hran v nasom grafe (teda stiéet poc¢tov
usekov jednotlivych spojeni) budeme oznacovat m.

Algoritmus Bellmana a Forda

Tento algoritmus je velmi jednoduchy. Na zaciatku vieme, Ze na zastavke A vieme byt v ¢ase 0, a na ziadnej
inej zastavke eSte nevieme byt. Toto si zapamiitame tak, Ze si pre ostatné zastavky zapiSeme, Ze tam vieme byt
v ¢ase “nekonec¢no”, pri¢om ako nekoneéno pouZzijeme nejaka dostatocne velkii hodnotu.
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Teraz ideme tieto hodnoty postupne zlepsovat. Zlepsovanie bude prebiehat v koldch. V kazdom kole sa
postupne (je jedno, v akom poradi) raz pozrieme na kaZzda hranu. Predstavme si, Ze sa prave pozerame na
hranu zo zastavky C na zastdvku D. Momentélne sa vieme na zastavku C dostat v ¢ase t. a na zastavku D v
Case tq. Pomodze ndm hrana, ktort prave skimame, nieco zlep§it? Jediné, v ¢om ndm moze tato hrana pomdct,
je, Ze sa pomocou nej mozno vieme skor dostat na zastavku D. Zoberime teda ¢as t., pockame na zastavke C
na najblizsi spoj iduci prave skiimanou hranou a zistime, kedy tento spoj dorazi na zastavku D. Ak sme prave
dostali hodnotu mensiu ako ¢4, zmensime ¢4 na prave vypocitani hodnotu — prave sme objavili lepsi sposob ako
docestovat z A na D.

V programe spracovanie jednej hrany vyzera nasledovne:

Listing programu (Python)

def cestuj(odkial, kedy,hrana) :
# sme na zastavke ”odkial” v case “kedy”
# chceme ist hranou ”hrana” do jej cielovej zastavky
# kedy najskor tam vieme byt?

# pockame na najblizsi spoj iduci po linke ”hrana”

if startt % hrana.perioda != hrana.offset:
cakaj = hrana.offset - (startt % hrana.perioda)
if cakaj < 0: cakaj += hrana.perioda

else:
cakaj = 0

# odvezieme sa linkou a vysledok vratime

return kedy + cakaj + hrana.cas

Ked uZ v nejakom kole nenastanti vobec ziadne zmeny, cely proces konéi. Tvrdime, Ze ¢asy, ktoré sme vypo-
¢itali, st najlepSimi moznymi ¢asmi. Teda ak si pre nejakt zastavku este stale pamédtame hodnotu nekonecno,
ned4 sa na tfiu vobec dostat, a v opa¢nom pripade ¢as, ktory sme vypocitali, je najlepsi mozny.

Teraz potrebujeme spravit dve veci: dokdzat, ze vyssie uvedené tvrdenie plati, a zistit, akii mé tento algo-
ritmus ¢asovi zlozitost.

Vsimnime si lubovolnu zastavku X, na ktort sa dé zo zastavky A dostat. Nech je optimélna cesta z A na X
tvorena k hranami a postupne prechidza zastavkami X; az Xj_;. Co sa deje v nasom algoritme? V prvom kole
sa postupne pozerame na vSetky hrany, teda aj na hranu z A do X;. Po prvom kole sa teda uZ uréite vieme
dostat do X; v potrebnom éase. V druhom kole sa opdf postupne pozerdame na vSetky hrany, a medzi nimi aj
na hranu z X; do X;. Po druhom kole sa teda uZ vieme v potrebnom c¢ase dostat aj z A do X5. A postupne
dalej — po k-tom kole uz musi byt vypocitany ¢as pre zastavku X rovny optimélnemu.

N4s algoritmus je teda korektny. Navyse si uvedomme, Ze pre lubovolnu zastavku existuje optimalna cesta,
pre ktora plati k¥ < n. To je jednoduché — nikdy sa neoplati vracat na zastavku, na ktorej sme uz boli, takze
existuje optimdlna cesta, na ktorej sa zastdvky neopakuji. Algoritmu teda bude stacif nanajvys n — 1 kol. A
kedZe v kazdom kole sa pozerdme na m hran, je ¢asové zlozitost tohto algoritmu O(nm).

Implementéacia spracovania jednej otazky:

Listing programu (Python)

def spracuj_otazku(graf,odkial, kam) :

# pre zastavku kde zaciname je vzdialenost 0

# pre vsetky ostatne zastavky je to 2 na 60 == nekonecno
najskorsi_prichod = defaultdict (lambda:2**60)
najskorsi_prichod[odkial] = 0

zmena = True
while zmena:
# zacina nove kolo, postupne sa pozerame na vsetky hrany
zmena = False
for odkial in graf:
for seg in graf[odkiall:
# zistime, ci hranou ”seg” vieme nieco zlepsit

if najskorsi_prichod[ odkial ] == 2*x60: continue

cas_v_cieli = cestuj( odkial, najskorsi_prichod[odkial], seg )
if cas_v_cieli < najskorsi_prichod[ seg.kam ]:
najskorsi_prichod[ seg.kam ] = cas_v_cieli
zmena = True

# a na zaver uz len vypiseme spravnu odpoved

if najskorsi_prichod[kam] == 2%%60:
print (' neda.sa’

else:

najskorsi_prichod[kam]

s // 86400

= 86400

s // 3600

= 3600

nonQn
o

o
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{}de{}h-{}m_{}s’ .format (d, h, m, s)

Dijkstrov algoritmus

Dijkstrov algoritmus pocita presne tie isté hodnoty ako algoritmus Bellmana a Forda, robi to ale sikovnej-
$im sposobom, a teda dosiahneme lepsiu ¢asovu zlozitost. Existuje viacero réznych implementdacii Dijkstrovho
algoritmu. T4, ktora si ukdzeme my, bude mat ¢asova zlozitost O(mlogn).

ZlepSenie dosiahneme nasledovne: Namiesto toho, aby sme znova a znova prechidzali cely zoznam hran,
budeme kazd hranu spractvat len raz, “v spravnej chvili”. Takisto prave raz budeme spractvat kazda zastavku.
Zastavky budeme spracivat usporiadané podla optimdineho asu, kedy sa na ne vieme dostat. Tieto dasy sice
na zaciatku nepozndme, ale postupne ich budeme zistovat a vzdy budeme vediet, ktort zastavku spracovat ako
nasledujicu v poradi.

Na zadiatku zjavne spracujeme zastdvku A: pozrieme sa na vSetky hrany vedice z nej a tak zistime nové
sposoby ako sa dostaf na nejaké dalsie zastavky. Zastavku A si nasledne oznacéime ako spracovant.

Ako bude vo vSeobecnosti vyzerat kolo tohto algoritmu? Nejaké zastdvky sme uz spracovali, tie nas uz
nezaujimaju. Ak sa uz na ziadnu dal$iu zastavku nevieme dostat, algoritmus kond¢i. Inak sa pozrime na tie,
ktoré este spracované nie s, a vyberme spomedzi nich zastdvku X, na ktort sa momentalne vieme dostat
(spomedzi vSetkych nespracovanych) najskor. Tato zastdvku spracujeme ako nasledujicu v poradi.

Preco tento algoritmus funguje? Preto, Ze v okamihu, ked zastavku spractivame, tak plati, Ze ¢as, ktory sme
pre niu vypodcitali, je uz optimalny.

(Forméalne by sme napriklad matematickou indukciou dokézali, Ze plati nasledovné tvrdenie: ked sme uz
spracovali prvych k zastavok, tak pre kazdu nespracovanu zastavku mame najdeny najlepsi ¢as takej cesty na
nu, pocas ktorej mdzeme prestupovat len na uz spracovanych zastavkach. No a nésledne si uz len staci v§imnut,
Ze pre nami vybrand zastavku X uz nemdze existovat ani rychlejsia cesta, pri ktorej by sme prestupovali aj na
nejakych nespracovanych zastavkach.)

Ako to celé dobre implementovat? KIucova operacia, ktori potrebujeme robit efektivne, je ndjdenie zastavky
X, ktort ideme spracovat ako dalsiu v poradi. Aby sme toto vedeli robit rychlo, budeme si zatial nespracované
zastavky udrziavat usporiadané podla doteraz najlepsej vzdialenosti do nich.

V C++ by sme napriklad mohli ako datov Struktiru pouzif set< pair<int,int> > Q, v ktorom by sme
mali zdznamy tvaru (¢,z) s vyznamom “najlepsi zndmy cas, v ktorom uz vieme byt na zastavke z, je t”. Najst
nasledovni zastavku na spracovanie vieme v ¢ase O(logn) tak, Ze sa pozrieme na Q.begin() (teda zastavku s
najmensou vzdialenostou). VSetky vybery dokopy pocas celého algoritmu ndm teda budu trvat len O(nlogn).

Spracovat konkrétnu zastavku vieme v ¢ase O(dlogn), kde d je pocet hran vedtcich z nej. Pre kazd hranu
sktisime zlepSit ¢as pre zastavku, kam vedie. A ak sa ndm to podari, tak z Q zmaZeme stary zdznam pre doty¢ént
zastdvku a nahradime ho novym s mensou vzdialenostou. No a kedze kazda zastavku spracujeme pocas behu
algoritmu najviac raz, nas¢itaji sa ndm ¢asy ich spracovania na slubovanych O(mlogn).

V naSej implementécii sme pouzili trochu lenivejsi pristup. Ako datova $truktiru pouZijeme obycéajnt pri-
oritntl frontu (implementovant ako haldu). Z nej sice nevieme priebezne vymazavat, ale to nam vobec vadit
nebude — jednoducho to nebudeme robit a ked zlep$ime ¢as pre nejaki zastavku, do prioritnej fronty priddme
novy zéznam s novym lepsim casom. A potom len pri vybere dalSej zastavky na spracovanie ddme pozor, ¢i
nejde o zastavku, ktora sme uz skor spracovali. Takéto zdznamy jednoducho preskoéime (a teda ich vlastne az
vtedy zmazeme).

V najhorSom pripade bude naSa prioritnd fronta obsahovat az O(m) zdznamov naraz. (Totiz kazda hranu
v grafe spractivame najviac raz a kazdé také spracovanie ndm prid4 najviac jeden zdznam.) VSetky operacie
s prioritnou frontou budt teda v ¢ase O(logm) a teda vyslednd Gasova zlozitost nasej implementacie bude
O(mlogm).

Listing programu (Python)

def spracuj_otazku(graf, odkial, kam) :

najskorsi_prichod = defaultdict (lambda:2%%x60) # ak este nepriradil hodnotu, je to 2760
najskorsi_prichod[odkial] = 0

Q = PriorityQueue ()
Q.put ( (0,odkial) )
while not Q.empty () :
kedy, kde = Q.get ()
if najskorsi_prichod[kde] < kedy: continue # uz sme ho spracovali
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for seg in graf[kde]:

cas_v_cieli = cestuj( kde, kedy, seg )

if cas_v_cieli < najskorsi_prichod[ seg.kam ]:
najskorsi_prichod[ seg.kam ] = cas_v_cieli
Q.put ( (cas_v_cieli, seg.kam) )

# vypis riesenia je rovnaky ako v algoritme Bellmana a Forda

vzorék napisal Zaba
8. Okna sa vymieinaja (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Opit dloha podla mojho gusta. Dovod, predo sa mi paci je ten, Ze na jej rieSenie nie je potrebné dostat
spravny napad, ale postupne zlepsovat rieSenie v sérii malych krokoch. Nuz a tieto kroky si v tomto vzorovom
rieSeni ukazeme.

Pomaly zaciatok

Ked si nevieme poradit s nejakou tlohou, vzdy je dobré zacat pomalym rieSenim, popripade sa pozriet na
malé priklady a zistit, ako sa to sprava na nich. Zacneme teda tak, Ze si naprogramujeme jednu funkciu, ktora
bude simulovat nds komprimator — bude zistovat pocet jednotiek v bindrnom zapise ¢isla a, a druhd funkciu,
ktora bude pocitat, kolkokrat musime pouzit tento kompriméator na to, aby sme z ¢isla a dostali ¢islo 1. Takéto
niec¢o by malo byt velmi jednoduché na naprogramovanie a nemali by ste s tym mat problém.

Nésledne spustime nas program na prvych 100 ¢islach a pozerame, aké vysledky dostavame. Prekvapivo,
st to vSetko velmi malé ¢isla, najvicsie, ktoré ndjdeme je 3. Skisime to pre prvych milién &isiel a zistime,
ze najvicsi podet komprimaécii, ktory vieme dosiahnut je 4. To vyzerd nanajvys podozrivo, skiisme sa teda
zamysliet, preco si tieto ¢isla také malé.

Ked sa pozrieme na format vstupu, zistime, Ze najvicsie ¢islo, ktoré moézeme dostat je 108 — o je ¢islo, ktoré
sa pohodlne zmesti do 64 bitovej premennej. To ale znamen4, %e najviac 64 bitov méze byt rovnych 1.> Teda
po prvej komprimécii lubovolného ¢isla v nasom rozmedzi | az h dostaneme ¢islo mensie ako 64. A pre takto
malé ¢isla uz vieme, ze na komprimaciu na 1 potrebujeme najviac 3 kompriméacie. To znamenad, ze najvicsie k,
pre ktoré existuje nenulové odpoved je 4.°

Toto pozorovanie bude velmi kltcové pre dalsi postup. Aj bez neho vSak mame velmi jednoduché rieSenie,
ktoré pre kazdé ¢islo [ az h zisti, kolko potrebuje komprimacii aby z neho vzniklo ¢islo 1 a ak sa toto ¢islo rovna
k, zvacsi o jedna svoju odpoved.

Od stredu k rieSeniu

Interval | az h je pomerne velky, mdZze obsahovat velké mnozstvo ¢isiel. Predchadzajiice pozorovanie nam
vSak vravi, Ze po prvom kroku budi vSetky ¢isla komprimované na nieco mensie ako 64. Sktisime to teda riesit
od tohoto zlomového okamihu, po prvej komprimacii, a skiisime spocitat vSetky vhodné éisla. Z hodnoty d&isla
k vieme, Ze musime spravit este k — 1 komprimacii. Pozrieme sa teda na prvych 63 éisiel a zistime, ktoré z
nich potrebuju este & — 1 komprimacii na to, aby sme dostali 1. Do nésho rieSenia teda chceme zaratat vSetky
¢isla, ktoré sa po prvej komprimécii zmenia na niektoré z tychto ¢isiel. Dokopy totiz budd potrebovat prave k
komprimacii.

Nuz a ¢o vieme povedaf o éisle, ktoré sa skomprimuje na ¢&islo a? Ze v jeho bindrnom zépise sa nachadza
prave a jednotiek. Uvedomme si teraz, ze ak by sme vedeli odpovedat na nasledovnii otédzku, mame vyhrané:
“Kolko je takych &isiel medzi [ a h, Ze maju prave a jednotiek v bindrnom zapise?”

N4&s program by teraz vyzeral nasledovne. Predratali by sme si rieSenie pre prvych 63 ¢isiel. Nasledne by sme
cez ne presli a vzdy, ked by nejaké ¢islo a potrebovalo k — 1 komprimécii, k vysledku by sme pripoditali pocet
C¢isiel medzi [ a h, ktoré maji a jednotiek v binarnom zapise. Kazdé také a ndm da vlastni nezédvislit mnozinu
¢isiel, vsetky dokopy dévaju odpoved. Ostava uz len zistif, ako odpovedat na nasu otazku.

Jedno ohranic¢enie namiesto dvoch

Tento trik by mal byt pomerne zndmy a da sa velmi pekne vyuZit aj v naSej tilohe. Otdzka, ktort sa pytame
mé dve ohranidenia [ a h. Velmi lahko to vSak vieme zmenit len na to horné. Presnejsie, budeme chciet vediet,
kolko je takych ¢isiel mensSich alebo rovnych ako h, Ze potrebuji k& komprimécii. Toto ndm samozrejme dé nejaké
¢isla navyse. To su ale tie ¢isla, ktoré potrebuju k& komprimécii a s mensie alebo rovné ako [ — 1. Ak teda mame

5Dokonca je to len 63, kede prvy bit sa pouziva ako znamienko.
X ~ . ° . N o v vz 127 v . o
6Je zaujimavé si vSimnut, Ze na to, aby sme dostali odpoved 5 potrebujeme &slo 2127, A na odpoved 6 az ¢&islo 22 ', ¢o je ovela
viac ako pocet atémov vo vesmire. Tato pomerne pomaly rastica funkcia sa vold hviezdickovy logaritmus.
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funkciu, ktoréd odpoved4d na nasu otézku pre horné ohranicenie, na interval to vieme zmenit od¢itanim rieseni
pre hal—1.

Takéto zjednoduSenie ndm moze vyrazne pomdct pri programovani aj rozmyslani, lebo ndm staci dodrziavat
len jednu podmienku. V tomto pripade to bude zna¢na pomoc.

Posledny kisok

Postupne sme si teda nasu tilohu znac¢ne zmenili a teraz sa pytame, kolko existuje ¢isiel mensich ako h, ktoré
maji prave a jednotiek v bindrnom zéapise. Podme si tieto ¢isla postupne vytvérat, jednu cifru za druhou. A,
samozrejme, myslime binarne cifry.

Predstavme si, Ze ¢islo h mame zapisané po bindrnych cifrach v poli H[], ktoré ma n poli¢ok a na 0-tej
pozicii je najmenej vyznamnd cifra. Budeme postupne vytvarat vsetky ¢&isla, ktoré st nanajvys takto velké a
obsahuju a cifier 1. VSetky tieto ¢isla naviac budd mat n cifier aj keby mali zac¢inaf prebytoénymi nulami.

Zjavne H[n —1] = 1, lebo najdolezitejsia cifra musi byt 1. A ako moze vyzerat nase vytvirané éislo? To bude
mat na pozicii n — 1 bud cifru 1 alebo 0. Ak tam ddme 0, tak bez ohladu na to ako bude ¢islo pokradovat, nase
hladané ¢islo bude mensie ako h. TakZe chceme splnit uz len to, aby malo aj spréavny pocet jednotiek. Kolkymi
sposobmi vieme ulozit a jednotiek na n — 1 pozicii? To je jednoduché kombinac¢né ¢islo n — 1 nad a. VSetky tieto
¢isla teda mozeme pricitat do vysledku. V pripade, Ze na poziciu n — 1 ddme 1, musime pokracovat v sktsani
dalsich cifier. Minuli sme si jednu jednotku, takZe ich chceme rozdat uz len a — 1.

Pokracujeme teda v sktiSani moznosti pre poziciu n — 2, n — 3, ... Pokial narazime na cifru 1 vyriesime to
ako v predoslom pripade, ak ndjdeme v H cifru 0, tak nase hladané ¢isla (tie ktoré sme este nezapocitali) musia
mat na rovnakej pozicii tiez nulu, inak by boli viiésie ako h.

Takto pokracujeme aZ kym neprideme na zaciatok pola H. No a medzi¢asom sme zratali vSetky mozné ¢isla,
ktoré mozu slazit ako vysledok.

Rekapitulacia

Ako teda vyzera celé riesenie pokope? Na zaciatku nac¢itame vstup a spravime nejaké predratania. Presnejsie,
zratame odpoved pre prvych 63 éisiel a predpoéitame si Pascalov trojuholnik do hibky 63. Ten nam bude
sluzit na to, aby sme vedeli rychlo povedat hodnotu jednotlivych kombinac¢nych ¢&isiel. Staéi ndm to podéitat
do dvojrozmerného pola postupne od malych hodnét k vécésim, klasickym pristupom — séitame dve susedné z
predoslého riadku.

Pokracujeme tym, ze vyratame vysledok pre horné ohranicenie h. Toto ¢islo si zmenime na binarne. Potom
prechddzame prvych 63 ¢isiel a vzdy, ked vidime, Ze nejaké éislo a m4 rieSenie k — 1 komprimaécii, zistime pocet
¢isiel mensich ako h, ktoré obsahuju a jednotiek v binarnom zépise. Toto zistime vysSie popisanym dynamickym
programovanim cez jednotlivé cifry.

Od vysledku odratame vysledok pre horné ohrani¢enie [ — 1 a mame vysledok povodnej tlohy. Zostava uz len
odhadnut ¢asovi a pamiitovu zlozitost. Nebudeme sa tvarit, ze 63 je konstanta, lebo to vzniklo ako logaritmus
¢isla h a tak to aj budeme oznacovat. Pamétat si musime bindrny zapis ¢isla h a Pascalov trojuholnik, ktory je
kvadraticky, takze pamitova zlozitost bude O(log® h). A &asova zlozitost bude tiplne rovnaké, kedZe pre najviac
log h ¢isiel pustime dynamiku so zlozitostou O(logh).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <vector>

using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)
typedef long long 11;

int A[74];
11 F[63][63];

void predrataj() {

// pocet jednotiek v bin. zdpise

A[1]=0;

for (int i=2; i<70; i++) {
int x=i,p=0;
For(j,10) if(x&(1<<j)) pt+;
A[i1]=1+A[p];

}

// kombinacné cisla

F[0][0]=1;

for (int i=1; 1<63; i++) {
F[i][0]=1;
for (int j=1; j<=i; J++) F[i][§1=F[i-1] [J1+F[i-1][F-1];
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// kolko je Cisel mensich ako ’h’, ktoré maju v bin. zdpise ’jed’ jednotiek
11 pocet(ll h, int jed) {

}

vector<int> P;

11 res=0;
if (jed==1) res=-1;
11 x=h;

while (x>0) {P.push_back (x%2); x/=2;}
reverse (P.begin(),P.end());
int bity=P.size();

For(i,P.size()) {
if (jed<0) break;
if(P[i]==0) continue;
res+=F [bity-i-1] [jed];
jed-—;

if (jed==0) res++;

return res;

// kolko je C¢isel mensich ako ’h’, ktoré sa skomprimuju na ’kolko’ krokov

11

}

zrataj (1l h, int kolko) {

if (h==0) return 0;
if (kolko==0) return 1;
11 res=0;

for (int i=1; 1i<63; i++) {
if (A[i]!=kolko-1) continue;
res+=pocet (h,1);

}

return res;

int main() {

predrataj();
int t;
scanf (”%d”, &t);
while (t--) {
11 1,r;
int x;
cin >> 1 >> r >> x;
cout << zrataj(r,x)-zrataj(l-1,x) << endl;
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