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Vzorové riesenia 1. série letnej cCasti

Mario
1. Zjedena pizza (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Aby sme vyriesili tuto tlohu, sta¢i ndm robit to, ¢o robil Adam v rozpravke v zadani. Za¢neme od najviiésich
krabic — vzdy do nich vlozime tolko mensSich, kolko sa zmesti, pricom zvys$né krabice musia zostat vonku.

Aby sme si v nasSom rieSeni udrzali poriadok, v jednej premennej mozem_zabalit si budeme pamétat, kolko
Styri krabice 4 x 4, stale sa tam zmesti 16 krabic 2 x 2. Teda vicsie krabice neovplyviiuju tie mensie, ak
st spoloéne v jednej krabici. Na spocitanie, kolko mensich krabic vieme zabalit, ndm preto sta¢i vyndsobit
premenni mozem zabalit Styrmi .

Postupovat budeme od najvicsich krabic po najmensie a v kazdom kroku bude nasou tlohou ,,zabalif krabice
s hranou dlzky 2°”. Zakazdym spocitame, kolko takychto krabic musi zostaf vonku a kolko miesta bude pre
mensie krabice.

Krabic zabalime najviac mozem zabalit. Ak sa vSetky krabice zmestia do vicsich, velkost volného miesta
pre eSte mensie krabice bude 4 * mozem zabalit. Ak sa niektoré krabice nezmestia dnu, zostavaju vonku a
teda ich pripocitame ku krabice_vonku. Tiez ale vytvoria novy priestor pre eSte mensie krabice, teda mensich
krabic budeme vediet zabalit 4 * (mozem zabalit + ostali_vonku).

Krabice jednej velkosti ,zabalime” v konstantnom ¢ase O(1), teda ak méme k velkosti krabic, rieSenie bude
potrebovat O(k) ¢asu. KedZze vstup spractivame odzadu, musime ho cely naéitat do pola, teda aj pamitova
zlozitost bude O(k). V tejto tlohe boli ale vSetky vstupy s k& = 20, tak ste mohli tvrdif, Ze beh programu
nezavisi od velkosti ¢isel na vstupe a prehlasit ¢asova zlozitost za konStantni (takéto tvrdenmie je ale vzdy
potrebné vysvetlit, a predsalen, ¢asovy odhad O(k) je informativnejsi).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main () {
int pocty[20];
for(int i = 0; i < 20; i++)
cin >> poctyl[i];
int krabice_vonku = 0;
long long mozem_zabalit = 0;

for(int i = 19; i >= 0; i--){
if (pocty[i] > mozem_zabalit) {
krabice_vonku += pocty[i] - mozem_zabalit;
mozem_zabalit += pocty[i] - mozem_zabalit;
}
mozem_zabalit x= 4;
}

cout << krabice_vonku << endl;

Niektori z vés skgali aj opaény pristup — vkladat krabice od najmensej. Casto ste si ale nevimli, Ze ndm
vonku ostavaju krabice roznych velkosti. Ak totiz pride velkd krabica (napr. takd, do ktorej sa zmestia vSetky
mensie), pocet tych, ktoré zostani vonku sa nedd vyratat bez toho, aby sme sa pozreli na kazdi mensiu velkost
zv14st.

Sandyna
2. Zazracné karty (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Na zaciatok je délezité si vSimnif niekolko veci. Prvé pozorovanie je, ze ked x kariet presunieme na vrch a
potom z kariet presunieme na spodok, budu v rovnakom poradi, ako na zaciatku. Podobne moézeme vidiet, ze
ak presunieme n kariet jednym smerom, budi opit vSetky na povodnom mieste.

Predstavme si, ze karty rozlozime do kruhu a medzi vrchni a spodnii kartu vlozime zarazku tak, aby vrchna
karta bola napravo od zarazky. Co sa stane, ak presunieme vrchni kartu na spodok balicka a opif ich rozlozime
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do kruhu? Jediné, ¢o sa zmeni je pozicia zarazky, ktord bude mat nalavo od seba vrchnt kartu, ktora sa posunula
a napravo bude druhd karta zvrchu. To znamen4, ze zarazka sa ndm po kruhu posunula o jedno miesto doprava.
A samozrejme, presunutie spodnej karty navrch je len posunutie zardzky o jedno miesto dolava.

Ak teda iba prestivame karty zvrchu naspodok a naopak, staci si pamiitat, kam sme presunuli nasu zarazku.
A ked mame nésledne vypisat aktudlny stav balicka, tak pdjdeme postupne po kruhu kariet, pricom zac¢inat
budeme na karte napravo od zarazky (aktudlna vrchnd karta) az kym nenarazime opitf na zardzku.

Co sa ale stane ak oto¢ime cely bali¢ek? Vrchné karta bude zrazu nalavo od zardzky, kfm spodna bude
napravo. Samotné usporiadanie kariet sa teda nezmenilo a dokonca ani zarazka sa neposunula, iba sa zmenila
strana, na ktorej je vrchna karta. Je jasné, Ze ak v takomto stave budeme prestivat vrchnt kartu naspodok,
zardzka sa posunie o jedno miesto dolava. Takisto vysledok sa bude vypisovat v opa¢nom smere ako predtym,
lebo vrchné karta je na opacnej strane zarazky.

A ako to naprogramujeme? Budeme si pamitat dve premenné. Premennd reverz urcuje, na ktorej strane
od zarazky sa nachadza vrchna karta. Premennd zarazka potom hovori poziciu zarazky v nasom kruhu. My
ale neméme kruh, iba oby¢ajné pole. To nevadi. Hodnota zarazka = 0 bude znamenaf, ze zardzka sa nachidza
medzi prvou a n-tou kartou balicka. zarazka = 1 znamend, Ze zardzka je medzi prvou a druhou kartou atd. Ak
teda budeme musiet otocit bali¢ek, jednoducho upravime hodnotu reverz a ked budeme musiet presuniut kartu,
tak podla hodnoty reverz zmenime hodnotu zarazka — ak je vrchnd karta napravo od zarazky a prestivame
tito kartu naspodok, k hodnote zarazka pric¢itame ¢islo 1, ak je vrchnd karta nalavo, tak k hodnote zarazka
pri¢itame —1. A naopak pri presivani spodnej karty.

Samozrejme, moze sa nam stat, ze hodnota zarazka bude zdpornd, alebo privysoka. Vtedy vsak vyuZzijeme
naSe prvé pozorovanie — ak posunieme 7 kariet jednym smerom, dostaneme rovnaki situdciu. To znamena, ze
k hodnote zarazka modzeme kedykolvek pricitat alebo odéitat ¢islo n bez toho, aby sme zmenili situéciu, ktort
popisujeme. Vdaka tomu bude hodnota zarazka vzdy v intervale 0 az n — 1.

Nakoniec, ked budeme chciet vypisat vysledok, tak si z hodnot reverz a zarazka zistime, kde sa nachadza
vrchna karta a v spravnom smere (zévislom od reverz) vypiseme postupne vsetky é&isla. Casova aj pamitova
zlozitost bude linedrna od n, ¢o zapiSeme ako O(n).

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n, g;
cin >> n >> qg;
vector<int> karty(n);
for(int i = 0; 1 < n; 1i++) {
cin >> karty [i];

}

char op;
int reverz = 1, zarazka = 0;
for(int i = 0; i < q; i++) {
cin >> op;
if (op == ’'D’)
zarazka —-= reverz;
else if (op == ’"H’)
zarazka += reverz;
else if (op == 'R’)
reverz x= -1;

}

if (reverz == -1) {
reverse (karty.begin(), karty.end());
zarazka *= -1;

}

zarazka = ((zarazka % n) + n) % n;

for (int i = zarazka; 1 < n; i++)
printf (”%d%c”, kartyl[i], (zarazka==0 && i==n-1) ? ’\n’ HERAL

for (int i = 0; i < zarazka; 1i++)
printf (”%d%c”, karty[i], (i == zarazka-1) ? ’\n’ HERAA I

Listing programu (Python)

n, g = map(int, input().split())

karty = input () .split ()
kroky = input () .split ()
zarazka, reverz = 0, 1

for k in kroky:
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if k == ’'D’:

zarazka —-= reverz
if k == "H':

zarazka += reverz
if k == 'R’ :

reverz = -reverz

if reverz == -1:

karty = list (reversed (karty))
zarazka = —zarazka

zarazka = ((zarazka $ n) + n) % n

print (”_.”.Jjoin (karty[zarazka:] + karty[:zarazkal))

Vlejd
3. Zarobkom do nového roka (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Najjednoduchs$ie, ¢o mozeme spravit, je celt situdciu simulovat. Budeme si jednoducho pamiitat vSetky
darcéeky, ktoré este Hilbert nepredal, a postupne ich predavat. Otézkou je, ako to vieme robit rychlo.

RieSenie hrubou silou

Sta¢i mat jedno pole (C++ vector), v ktorom si udrziavame ceny eSte nepredanych daréekov. Na 1iom potom
potrebujeme robif nasledovné operécie:

1. Najdenie darceku s najvyssou cenou neprevysujucou nejaka hranicu
2. Predanie (odstrénenie) daréeka

Operéciu 1 vieme robit trividlne v ¢ase O(n). Staci prejst vetky darceky a pamétat si, aky najdrahsi sme
zatial videli. Odstraniovanie daréeku je za normdlnych okolnosti tieZ linedrne, lebo musime posunat vsetky
daréeky za nim. D4 sa ale urobitf finta na skonstantnenie tohoto ¢asu. Mozeme totiz najprv vymenit chceny
darcek s poslednym a potom iba vector o jedna skratif. Podobne by sme dany daréek mohli len prepisat na 0.
S ¢asovou zlozitostou si ale aj tak velmi nepomozeme.

Pre kazdého ¢loveka, ¢o pride do obchodu, musime néjst daréek v O(n) a teda dostaneme rieSenie v Gase
O(nm) s pamitou O(n), ktoré ndm ziska 2 body.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

int darceky [1000000]; //vsetky darceky
int main () {
int n, m;
scanf (”"%d.%d.", &n, &m);
for(int i = 0; 1 < n; 1i++)
scanf (”%$d.”, &darcekyl[il]);

bool je_prve = true;

for(int i = 0; 1 < m; 1i++){
int clovek;
scanf (”%d.”, &clovek);
int max = 0;
int kde = 0;
for(int j = 0; J < n; J++){ //najdeme najdrahsi vyhovujuci darcek

if (max < darceky[j] && darceky[]j] <= clovek) {
max = darceky[j];
kde J;

}
}

if (!je_prve) //pekne vypisovanie
printf (”.");
je_prve = false;

printf (”%d”, max);

if (max > 0){
darceky[kde] = 0; //odstranime darcek
}

printf (”\n”);
return 0;
}
Mohlo by ndm napadnif, Ze operacia 1 sa by sa mohla daf vyriesif bindrnym vyhladdvanim. Potom by
sme ju vedeli robit v O(log(n)). Problém ale je, Ze pre operaciu 2 by sme nevedeli pouzit nasu fintu (t4 totiz
nezachovava usporiadanie) a stéle by sme ostali na ¢ase O(nm).
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RieSenie hrubou STL' silou

Bindrne vyhlad4vanie ndm sice velmi nepomohlo, bindrny vyhladavaci strom nam ale pomoct moze. Je
to Struktira, ktord zvldda priddvanie novych prvkov, vymazdvanie a vyhlad4dvanie prvkov a to vsetko v Case
O(log(n)). Takato funkcionalita je uz implementovand v Standardnej C++kovej kniznici pod krycim ndzvom
multiset. Staci tito éarovni Struktiru inicializovat, naplnit ju daréekmi, a potom v nej len vyhladévat pomocou
metddy lower_bound a vymazavat pomocou erase. Nakolko priddvanie je logaritmické, vieme ju naplnif v
¢ase O(nlog(n)) a pre kazdého ¢loveka vyhladdvat a mazaf tiez v O(log(n)). Dostaneme teda rieSenie v Case
O(nlog(n)+mlog(n)). Vdaka tomu, Ze su daréeky na vstupe usporiadané, je vkladanie mozné aj v konstantnom
Case a teda vysledna casové zlozitost by bola len O(n + mlog(n)), ¢o ale nie je podstatné zlepSenie. Pamétovi
zlozitost mame stale O(n). Toto rieSenie je dostatoéne rychle pre vSetky testovacie sady, no plny pocet za popis
neprinesie.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <set>

using namespace std;

int main () {
int n, m;
int pom;
multiset<int> darceky;
multiset<int>::iterator it;
bool je_prve = true;

scanf ("%d.%d."”, &n, &m);
for(int i = 0; 1 < n; i++){
scanf (”%d.”, &pom);
darceky.insert (-pom) ; //lebo set vie vracat len vacsie veci
}
for(int i = 0; 1 < m; 1i++){
int clovek;
scanf (”%d.”, &clovek);
it = darceky.lower_bound(-clovek);

if (!je_prve)
printf (”.");
je_prve = false;

if (it != darceky.end()) { //toto vrati lower_bound ked nieco v sete nie je
printf (”$d”, -(xit));
darceky.erase (it);

}

else(
printf (”0”);

}
}
printf ("\n”) ;

return O;

}

Optimalne rieSenie

Zatial sme takmer vobec nevyuzili usporiadanie daréekov a Tudi na vstupe. To by ndm mohlo napovedat,
7e eSte nemame optimalne rieSenie. Predstavme si nasledujicu situaciu: do obchodu pride Ferko a kapi nejaky
darc¢ek. Ked po tiom pride Jozko, aky darcek kiapi? Jozko je urcite aspon tak bohaty ako Ferko. Bud si kupi
nieco, ¢o mohol kupit aj Ferko, alebo kiipi nieco, ¢o si Ferko nemohol dovolit. Inak povedané, ked prisiel do
obchodu Ferko, mal mnozinu daréekov, ktoré si mohol dovolit. Z nej si vybral ten najdrahsi. Ked potom prisiel
Jozko, tiez mal mnozinu daréekov, ktoré si mohol dovolit. V nej boli vSetky tie daréeky, ¢o si mohol dovolit
Ferko (okrem toho, ktory si Ferko kupil) a v8etky, ktoré si Ferko kupit nemohol, no Jozko uz &no.

To znamené, ze nam sta¢i udrziavat mnozinu kupitelnych a mnozinu nekupitelnych darcéekov. Ked pride novy
¢lovek, presunieme z nekupitelnych do kipitelnych vSetky darceky, ktoré si dany ¢lovek uz moze dovolit. Teda
niekolko najlacnej$ich nekupitelnych daréekov prehldsime za kipitelné. Potom zistime, ¢i je mnozina kupitelnych
daréekov prazdna a ak nie je, predame z nej najdrahsi darcek. Na zaciatku st vSetky darceky nekupitelné a
vieme, Ze na vstupe si vzostupne usporiadané. Vdaka tomu si mozeme nekupitelné darcéeky pamétat vo
fronte?, do ktorej ich najprv dame. Kupitelné si potom mézeme pamsitaf v zésobniku®. Potom, ked budeme
presuvat nejaky darcek D z nekupitelnych do kipitelnych, tak vieme, Ze D bol najlacnejsi z nektpitelnych a
bude najdrahsi z kupitelnych.

1Standard library: http://www.cplusplus.com/reference/stl/
2Jednoduché datova struktura — zoznam, do ktorého na jednom konci vkladame prvky a na druhej strane ich vyberame.
3Zoznam, do ktorého vkladame a z ktorého vyberame na rovnakom konci
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Nakolko kazdé presunutie robime v konstantnom ¢ase a kazdy dardek presunieme maximadlne raz, dostdvame
rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(m + n) a potrebnou paméitou O(n).
Vsetky spomenuté datové struktiry sa daji pekne implementovat pomocou pola.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
int darceky [10000017]; //vsetky darceky
int main () {

int n, m;
scanf ("%d.%d."”, &n, &m);

for(int i = 0; 1 < n; i++){
scanf (”%$d."”, &darceky[i]);
darceky[n] = 1000000001; // na koniec pridame zarazku (velky darcek, ktory si nikto nemoze dovolit)
int zasobnik[n]; // zasobnik na darceky
int v_zasobniku = 0;

int spracovanych_darcekov = 0;
bool je_prve = true;

for(int i = 0; 1 < m; i++){
int clovek;
scanf (”%d.”, &clovek);
while (darceky[spracovanych_darcekov] <= clovek){ // pridame do zasobnika vsetky potencialne kupitelne darceky
zasobnik [v_zasobniku] = darceky[spracovanych_darcekov];
v_zasobniku++;
spracovanych_darcekov++;

}

if (!je_prve)

printf (”.");
je_prve = false;
if (v_zasobniku > 0) { //predame najdrahsi darcek

v_zasobniku-—;

printf (”%d”, zasobnik[v_zasobnikul);
}
else(

printf (”70”);

}
printf (”\n”);

return O;

}

Pripadne vieme pouzif aj knizni¢né funkcie a Struktiry ako queue (fronta) a stack (zésobnik).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <stack>
#include <queue>

using namespace std;

int main () {
int n, m;
stack<int> kupitelne;
queue<int> nekupitelne;

scanf (”"%d.%d.", &n, &m);

int pom;

for(int i = 0; 1 < n; 1i++){
scanf (”%d."”, s&pom);
nekupitelne.push (pom) ;

}

nekupitelne.push (1000000001) ; // pridame si na koniec zarazku (velky darcek, ktory si nikto nemoze dovolit)

bool je_prve = true;
for (int i=0; i<m; i++){
int clovek;
scanf (”"%d."”, &clovek) ;
while (nekupitelne.front () <= clovek) {
kupitelne.push (nekupitelne.front())
nekupitelne.pop();

7

}

if (!je_prve) {
printf (”.");

}

je_prve = false;

if (!kupitelne.empty ()) { //predame najdrahsi darcek
printf (”%d”, kupitelne.top());
kupitelne.pop();

}

else(
printf (”0”);

}
printf (”\n”);
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return O;

}

Kubo
4. Zapeklita situacia (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Nad touto tilohou sa bolo treba zamysliet, mozno si nakreslit par prikladov a odpozorovat niekolko vlastnosti,
ktoré ndm pomozu ju vyriesit. No najprv z rozpravky vybalme trocha terminolégie. Banditi a ich mierenie ndm
predstavuje vrcholy a hrany orientovaného grafu, v ktorom z kazdého vrchola vychadza prave jedna hrana.

Uvodné pozorovania

Je jasné, Ze ak sa nas graf sklada z viacerych komponentov, tie sa navzajom neovplyviuji, lebo medzi nimi
nevedie hrana oznacdujica strielanie. MoZeme preto tlohu riesit iba pre jeden stvisly komponent. Aj ked vo
vyslednom rieSeni tito skutoénost nemusime priamo pouzit, zjednodusi ndm jeho vymyslanie.

Dalej si mézeme viimnit, ze v kazdom komponente bude aspoii jeden §tastny bandita, ktory prezije. Niekto
v komponente totiz striela ako posledny a na to, z pochopitelnych dévodov, musi byt nazive. Samozrejme, tymto
vystrelom nevie zabif sdm seba.

Po chvili kreslenia mozeme odpozorovat, Ze kazdy komponent v sebe obsahuje aspoil jeden cyklus. Ak totiz
zacneme v lubovolnom vrchole, ktory si oznadime vy a prechddzame sled vychadzajucich hran, tak postupne
navstevujeme vrcholy v, vs,... KedZe z kazdého vrchola vychadza prave jedna hrana, a vrcholov médme len
konecne vela, tymto sposobom navstivime vrchol, v ktorom sme uz boli (teda pre nejaké j > i: v; = v;), a teda
najdeme cyklus.

Riesenie pre jeden komponent

Najskor sa vrhnime na najjednoduchsi pripad - jednoduché kruznica. Na nej plati, ze na kazdého banditu
mieri prave jeden iny bandita.

Pozrime sa, ako by vyzerala optimalna strelba. KedZe vsetky vrcholy na kruznici st rovnocenné a niekto
musi zacat strielaf, tak nech zacne bandita ¢ vystrelom na d. Teraz ale bandita b, ktory naitho mieril, nem4
stla¢enim spiste ¢o pokazit a tak vystreli. Teraz vSak moze bez problémov vystrelit bandita a. Ten uz si moze
vydychnut, lebo nantho mieriaci d uz bol zastreleny, a teda preZije. LepS$ie takyto graf uz nevieme vyriesit, lebo
asporti jeden bandita ndm musi zostat nazive. Lahko vidiet, Ze tento postup mdZeme pouzif aj na vicsie kruznice,
ako aj najmensi mozny pripad (dvaja na seba mieriaci banditi).

V samotnom programe takéto rieSenie vieme vyrobit tak, ze si najskor ndjdeme jedného banditu na takejto
kruznici (v nasom priklade by to bol a). Z neho obehneme kruznicu po hrandch, pricom si budeme vrcholy
ukladat do pomocného vektora, a zastavime ked narazime na pdvodny vrchol. V nasom priklade by v tiom
zostali hodnoty [a, b, ¢, d]. Ked sa na tento vektor pozrieme od konca, ziskame spravnu postupnost vystrelov.
Treba si vSak dat pozor na posledného banditu (d), ktory nevystreli, ale je zastreleny ako prvy. Jeho teda
vypisovat nechceme.
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Nuz a ¢o ak komponent nie je len obycajna kruznica? V takom pripade komponent vyzerd ako cyklus, do
ktorého vedie niekolko stromov (na obréazku je takyto strom vyznaceny zelenou). V oby¢ajnom cykle ndm musel
zostat jeden bandita nazive, lebo strielal ako posledny a uz ho nemal kto dalsi zastrelif. Teraz vSak moZzeme
vyuzit to, Ze do kruznice mieri niekto iny.

Pozrime sa znova na nas obrazok a vezmime si rieSenie predchadzajucej Casti. Vtedy sa nam postrielali
banditi b, ¢, d a nazive ndm zostal a. Tentokrat vSak mame banditu e, ktory ho moze zastrelit, a jeho zas moze
zastrelit bandita f atd. Na kruZnici teda neprezije nikto. Kto ale prezije na strome?

Vrcholy stromu, ktoré maja len jednu hranu nazyvame listami. Je zjavné, ze kazdy bandita, ktory je v liste,
prezije — nikto naiho totiz nemieri. Dalej si ukadzeme, e vieme néjst postupnost vystrelov, v ktorej zastrelime
kazdého iného banditu v strome.

Oznacme si vrchol, ktorym sa strom napdja na kruznicu (e) ako koreri stromu. Pre kazdy list v strome vedie
prave jedna cesta z listu do koremia. Ak si vyberieme lubovolna takato cestu a postrielame na nej postupne
vetkych banditov (samozrejme, okrem listu), rozpadne sa ndm strom na niekolko mensich stromov a stéle bude
platit, Ze banditi, na ktorych nikto nemieri st len poévodné listy. Zmensili sme strom na niekolko mensSich a
opakovanim tohto postupu ndm zostant len stromy s jednym vrcholom — pévodné listy — prezivsi.

Naprogramovat sa to d4 pomerne jednoducho. Vyberieme si ndhodny list (f) a postrielame banditov na
ceste ku koreniu. Rovnako ako na kruznici si mdZeme ulozit postupnost vrcholov na ceste do pola a pole potom
obratif a pridat ku vyslednej postupnosti. Strom sa ndm rozpadne na dva mensie stromy — f,h — g.

Ak by sme teraz chceli postrielat banditov v podstrome, tiez by sme vystrielali cestu od niektorého listu ku
koretiu (teda napriklad na ceste h,g). Mozeme si ale uvedomit, Ze tato cesta lezi na ceste od listu ku koreriu
aj v povodnom strome (teda, h, g je sucastou h, g,e). V implementacii si teda vobec nemusime pamétat mensie
stromy, sta¢i pospustat cesty (strelby) z kazdého listu do korena a vzdy zastrelit len tych banditov, ktori este
Zija.

Dokonca nemusime vediet ani ktoré vrcholy st korefimi. Jednoducho spustime strelbu z listu a ked sa strom
napoji na kruznicu, vystriela ju celt. Dalsie postupnosti vystrelov uz kruznicu nenavstivia, lebo strielame len
dovtedy, kym na ceste nenarazime na mrttveho banditu.

Vysledné riesenie

NagSe rieSenie teda vyzera tak, Ze prejdeme cez vSetky listy a postrielame cestu, ktord z nich vychadza, a
nasledne prejdeme cez vSetky kruznice.

Uz potrebujeme len zistif, ktoré vrcholy su listy a ktoré sit na kruznici. O listoch vieme, Ze nebudt mat
7iadne vstupné hrany, takZe takZe nam staci spoditat si vstupné hrany kazdého vrcholu pri nacitani vstupu.
O vrcholoch na kruznici zase vieme, ze maju prave jednu vstupnt hranu. Tu uz ale neplati, ze kazdy vrchol
s jednou vstupnou hranou lezi na kruznici (napriklad vrchol g). AvSak kazdy z takychto vrcholov zastrelime
pri strielani od listov. Sta¢i ndm teda najskor prejst vrcholy a strielat od listov, a potom ich prejst eSte raz a
strielat len Zzivé vrcholy s jednou vstupnou hranou.

Pamitova zlozitost bude O(n). Pre kazdého banditu si pamitdme len jeho ciel, podet naitho mieriacich
banditov a ¢i je eSte nazive.

Casova zlozitost je tiez O(n). Pri strielani listov sa na kazdy vrchol pozrieme najviac dvakrat. Raz, ked sa
pozrieme €i to nie je list a raz, ked ho zastrelime. Obdobne pri strielani kruznice.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

vector<bool> nazive;
vector<int> ciel;
vector<int> vstupne;
vector<int> result;

void strielaj(int a) {
if(!nazive[a]) return;

vector<int> temp; // na ukladanie vystrelov
temp.push_back(a); // ukladame od posledneho vystrelu po prvy
int 1 = ciella]l;

// zapiseme si zastrelenie dalsieho banditu a pokracujeme
while (i != a && nazivel[i]) {

nazive([i] = false;

temp.push_back (i) ;

i = ciel[i];

}
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// posledny striela na mrtveho alebo povodneho, to nechceme
temp.pop_back();

// vystrely mame ulozene od posledneho, ale chceme ich od prveho

reverse (temp.begin(), temp.end());

result.insert (result.end(), temp.begin(), temp.end());
}
int main () {

int n;

cin >> n;

ciel.resize(n);
nazive.resize(n, true);
vstupne.resize(n, 0);

// nacitame vstup, precislujeme vrcholy od 0, spocitame vstupne hrany
for (int i=0; i<n; i++) {

cin >> ciel[i];

ciel([i]--;

vstupne[ciel[i]]++;

}

// zastrelime od volnych koncov
for (int i=0; i<n; i++)
if (vstupne[i] == 0) strielaj(i);

// zastrelime kruznice
for (int i=0; i<n; i++)

if (vstupne[i] == 1) strielaj(i);
int count = 0;
for (int i=0; i<n; i++)

if (nazive[i]) count++;

cout << count << endl;

cout << result.size() << endl;
for (int i=0; i<result.size(); i++)
if (i != result.size()-1)
cout << result[i]+1l << ”_."; // kedze sme precislovali po nacitani, tak precislujeme spat
else
cout << result[i]+1 << endl;

return O;

Buj
5. Obmedzena slovna zasoba (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Tato tloha bola zaujimava tym, Ze na jej vyrieSenie nebolo potrebné poznat Ziadne datové Struktiry, ani
techniky riesenia tloh ako napriklad dynamické programovanie. Ba dokonca, ak ste v ilohe hladali nejaké tie
standardné struktiry a algoritmy, tak ste pravdepodobne zabili vela ¢asu :)

Prvy krok k Gspesnému vyrieSeniu je rozobraf si niekolko malych pripadov ru¢ne, a snad pritom odpozorovat
niec¢o o tom, ako sa to celé sprava.

Na zaciatok si vSimneme, Ze ak niektoré slovo na vstupe je préazdne, tak odpoved je zrejme 0. (Nem4 prefix
ani sufix dlzky aspoii 1.) V dalsom texte predpokladéme, Ze obe slova maju dlzku aspoii 1.

Hruba sila

Kazdé slovo vieme najst tak, Ze zoberieme nejaky prefix A, nejaky sufix B a spojime ich. Naskytd sa nam
tak nasledujuce riesenie:

Vysktsame vSetky mozné prefixy A. Pre kazda moZnost vyskasame vSetky sufixy B. Spojime ich do jedného
slova, a ulozime do vreca. Po odskasani vSetkych moznosti z vreca odstranime vSetky duplikaty. Pocet zvysnych
prvkov vo vreci je hladany vysledok.

Jediny problém méZeme mat pri vyhadzovani duplikdtov — ako to spravit? Zamyslime sa, ako by sme odstra-
nili duplikdty z postupnosti ¢isel — postupnost utriedime, a nésledne vieme, Ze rovnaké prvky st v postupnosti
hned za sebou. Prejdeme teda postupnost od zaciatku po koniec, a kazdy prvok, ktory je rozny od predchadza-
juceho, hodime do vysledného vreca (ktoré uz neobsahuje duplikaty).

To isté spravime so slovami. Slovd budeme porovnéavat lexikograficky (takym sposobom su slova usporia-
dané napriklad v slovnikoch). To znamen4, Ze sa najprv pozrieme na prvy znak. Ak sa slova na fiom nezhoduj,
za lexikograficky mensie prehlasime to, ktorého znak je v abecede skor. Ak sa slova na nom zhoduji, pokra-
¢ujeme dalsim pismenom.

Co sa ale stane, ak niektoré slovo uz nemé nasledujtci znak? Jednoducho ho prehlasime za mensie. Teda ak
je jedno zo slov prefixom druhého, tak je od neho lexikograficky mensie.

Napriklad jablko < jablkoahruska, a < bedef, prazdny refazec je mensi od Tubovolného slova, ...
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vidsinou maju Standardnt funkciu na triedenie. Staéi ju teda zavolat na nase pole vSetkych kombindcii prefixov
a sufixov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <algorithm>
using namespace std;

int main () {
string A, B;
cin >> A >> B;
int sa = A.size(), sb = B.size();

vector<string> vrece;
for (int i=1; i<=sa; i++)

for (int j=1; j<=sb; Jj++)
vrece.push_back (A.substr (0, i) + B.substr(sb-j, J));

sort (vrece.begin(), vrece.end());
int res = 0;
for (int i=0; i < vrece.size(); i++) {
if (i==0)
res++;
else if (vrece[i] != vrecel[i-1])
res++;

}
cout << res << ”\n”;
return 0;

Casové zlozitost tohto riesenia je O(n®logn), a pamifova O(n3), kde n je velkost vstupu. (Mdme O(n?)
refazcov, a kazdy méa dlzku O(n). Triedenie spravi O(n?logn?) porovnani, kazdé v ¢ase O(n), takze celkova
zlozitost je O(n?logn? - n) = O(n3logn).) V $pecialnych pripadoch je to aj menej (napriklad ked |A| = 0), ale
v najhorsom pripade je to tolkoto.

Jemnejsia sila

Na ,odstranenie” duplikdtov sa d4 pouzif aj iny postup — zabezpedéime, Ze ich nikdy do ndsho ,vreca”
nevlozime.

Na zaciatku budeme mat prazdny slovnik a postupne vysktSame pridat vSetky kombinécie prefixov A a
sufixov B, tak, ako v predchadzajicom rieseni. Ak prave sktiSand kombinacia eSte nie je v slovniku, priddme ju
doni a zvysime si pocitadlo poc¢tu slov v slovniku o +1. V opa¢nom pripade ju zahodime.

Slovnik mézeme implementovat ako pismenkovy strom (po anglicky trie) alebo ako hashovaciu tabulku
(unordered map v Standartnej kniznici C++). Vkladanie prvkov a zistovanie, ¢i uz sa tu takyto prvok nachadza
trva tymto Struktiram linearny ¢as od dizky refazca.

Oproti predchadzajiicemu rieseniu sme si vylepsili ¢as o logn — ¢asova zlozitost je O(n?), a pamiifovd je
rovnaka.

RieSenie postupnymi zmenami

Najprv si véimneme, Ze mé zmysel hladat duplikaty iba v slovach rovnakej dlzky, nakolko slova roznych dlzok
uré¢ite nie st rovnaké. Vieme tak znizit pam#tovi zlozitost na O(n?) — namiesto toho, aby sme si spravili zoznam
vietkych kombinécii naraz, staéi nam spravit si osobitny zoznam pre kazda dizku. Ten mézeme po spracovani
(vyhodeni duplikétov) zahodit, a tak si nikdy nepamitame viac ako O(n) retazcov dizky O(n) naraz.

Pozrime sa teraz, ako vyzeraji kombinécie s jednou konkrétnou dizkou, ked ich spractivame ,sprava dolava”
(tak, Ze za¢neme kombindciou s najdlhsim prefixom A, a postupne zmensujeme prefix A a zvii¢Sujeme sufix B).
Napriklad ak mame kombinécie slov jablko, hruska dlzky 8, tak ich budeme spractvat v tomto poradi:

jablkoka, jablkska, jabluska, jabruska, jahruska

Zameriame sa na zmeny. Co sa zmeni, ked sa posuniem v zozname o 1 dalej? Posledny znak prefixu sa
nahrad{ znakom sufixu. (Napriklad v trefom posune sme mali prefix jabl a sufix uska. Posledny znak prefixu, [,
sme nahradili znakom sufixu, ktory v hruska predchddza uska, teda r.) Ak sa tieto znaky rovnaké, dostaneme
to isté slovo — nasli sme duplikat. Co ale ak st tieto znaky rozne? Nemdze sa staf, ze by sme dostali slovo, ktoré
bolo spracované este skor?

Vsimnime si ale, Ze zmeny sa postupne deji na skorsich poziciach. Prvy posun jablkoka — jablkska nam
zmenil znak na pozicii 6, druhy posun ovplyviiuje znak na pozicii 5, ... Teda kaZda pozicia sa zmeni v
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najviac jednom posune. Ak sa znak na pozicii k zmenil v nejakom posune z a na 3, potom vsetky kombinacie
pred tym posunom maji na danej pozicii «;, a vSetky kombinacie po tom posune maja na tej pozicii 8. Napriklad
v presune jabluska — jabruska sa zmenila pozicia 4:

jablkoka, jablkska, jabluska — jabruska, jahruska

To ale znamena, Ze ak je nahradeny znak rozny od pévodného, tak vysledné slovo urcite nebolo spracované
skor, lebo vsetky slova spracované skor maji na tejto pozicii pdvodny znak. Nasli sme tak novia kombinaciu.

Vyskusame teda vietky mozné dizky kombindcii, a pre kazda spracujeme kombinécie s tou dizkou. Pritom
nemusime kombindcie vytvérat (nemusime materializovat stringy), ale pri spracovani sa pozerdme iba na 2
znaky — povodny (pred posunom), a novy (po posune). Casové zlozitost je preto O(n?), a pamiitova O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main () {
string A,B;
cin >> A >> B;

long long res = (long long) A.size() x B.size();
int maxdlzka = A.size() + B.size();
for (int dlzka=2; dlzka<=maxdlzka; dlzka++) {
int a = A.size();
int b = dlzka - a;
while (b<=0) { // dlzka sufixu B predsa nemoze byt zaporna!!!
a-—;
b++;

}

while (a > 1 && b < B.size()) {
// prefix tvoria znaky A[O0], A[l], ..., Ala-1]
char povodny = Ala - 1];

// sufix tvoria znaky B[B.size()-1], B[B.size()-2], ..., B[B.size()-b]
// a teda znak predchadzajuci tomu sufixu je B[B.size()-b-1]
char novy = B[B.size() - b - 11];
if (povodny == novy) // objavili sme duplikat
res-—;
a-—j;
b++;

}
}
cout << res << ”\n”;
return 0;

Mozno ste si v8imli detail v implementacii: VSetkych kombinacii je |A| - |B| a odé¢itavame pocet duplikatov.
Tento detail sa ndm bude hodit za chvilku.

Pocitanie toho istého inym sposobom

Co vlastne predchadzajtice riesenie robi? Pozera sa na niektoré dvojice [pozicia v A, pozicia v B, a ak si
znaky na tychto poziciach rovnaké, odréita od vysledku 1. Zamyslime sa nad tym, kolkokrat pozrie ktoré dvojice.
Zvolime si nejaki konkrétnu dvojicu [a, b] a chceme zistit, kolko posunov spdsobi nahradenie znaku na pozicii a
znakom, ktory je v B na pozicii b?

Kazda pozicia v A ndm jednozna¢ne uréi, aky mé byt prefix pred posunom, a aky je po posune. (Napriklad
pozicia 2 v jablko vravi, Ze pred posunom je prefix ja, a po posune je j.) Poziciu 1 ale neberieme do tvahy, lebo
po posune bude prefix prazdny. Zaujimaja nas len kombindcie tvaru [neprazdny prefix A] zretazeny s [neprazdny
sufix B].

Taktiez kazd4 pozicia v B nam jednoznacne uréi, aky mé byt sufix pred a po posune. Nerdtame poziciu
|B|. Dostavame tak, Ze na kazdd dvojicu [a,b], kde a > 1,b < |B| sa pozrieme prave raz. Co to ale znamen4?
Zvolme si nejak pevna poziciu a, a povedzme, Ze na nej je znak «. Potom odratame 1 za kazdy znak v [B
okrem posledného znaku], ktory je rovny a. Celkovo si odratame k, kde k je pocet znakov « v [B bez posledného
znaku]. Ak mame v [A bez prvého znaku| | znakov «, od vysledku dokopy odratame [ - k.

Dopracovali sme sa tak k nasledujicemu rieeniu: spoéitame si pocty jednotlivych znakov v [A bez prvého
znaku|, [B bez posledného znaku]. Zo ziskanych poétov lahko vypocitame vysledok. Casova zlozitost je O(n+o),
kde o je velkost abecedy.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
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using namespace std;

int main () {
string A,B;
cin >> A >> B;

long long pocA[26], pocB[26];
for (int i1=0; 1i<26; i++) {

pocA[i]=0;
pocB[1i]=0;

}

for (int i=1; i<(int)A.size(); i++)
PocA[A[i]-"a’]++;

for (int i=0; i<(int)B.size()-1; i++)

pocBI[B[i]-"a’]++;
long long res= (long long)A.size () (long long)B.size();

for (int i=0; 1<26; 1i++)
res—-= pocA[i]xpocB[i];

cout << res << ”\n”;
return 0;

Pamitova zlozitost rieSenia je O(n + o), ale vedeli by sme ju zlepsit aj na O(c), ak by sme vstup nacitavali
po znakoch.

Zaba
6. O sustredkovych pozvankach (max. 12 b za popis, 8 b za program)

KedZe zadanie je trochu komplikovanejSie, za¢nime tym, Ze si ho zopakujeme. Mame ¢isla 1 az n a m
podmienok, ktoré musime splnif. Kazd4 podmienka ndm o nejakom ¢&isle hovori, Ze sa vo vyslednej permutacii
musi objavif pred ktorymsi inym é&islom. Naviac, nechceme néjst Tubovolni permutaciu, ktora spliia vsetky
podmienky, ale tak, kde sa ¢islo 1 nachddza ¢o najskor, potom éislo 2 ¢o najskor atd. Uvedomme si, Ze toto nie
je to isté ako hladat lexikograficky najmensiu takato permutaciu, lebo permutécia (3, 1,2) je sice lexikograficky
vécsia ako (2,3,1), ale ¢islo 1 sa v nej nachadza skor.

Pri rieseni takychto iloh je dobré si vstup zakreslit, aby sa n4m nad nim lep$ie rozmyslalo — napriklad formou
orientovaného grafu. Kazdé ¢islo bude mat priradeny jeden vrchol a hrana povedie z vrchola x do vrchola vy,
ak ma byt x v permutécii pred y. KedZe zadanie ndm zarucuje, Ze existuje aspon jedna vhodnéd permutécia,
v takomto grafe sa nemo6zu nachddzat orientované cykly (rozmyslite si preco by sme ich nevedeli celé splnit) a
takyto graf sa preto vola orientovany acyklicky graf, alebo tiez DAG*.

Podme sa teraz pozrief na to, ako by sme vedeli vytvorit vhodnti permutéaciu, ktord by spliiala vsetky
podmienky. Ktoré &islo sa moze nachadzat na prvom mieste? Kazdé, ktoré nemé byt predbehnuté inym ¢islom.
Ked sa teda pozrieme na nés graf, zistime, Ze st to tie vrcholy, do ktorych nevedie ziadna hrana — hrana vedie
z vrchola, ktory mé byt skor, do takého, ktory mé byt neskoér. Ak do vrchola vedie hrana, musime najskor do
permutécie vlozif prvok na zaciatku tejto hrany.

Ak teda vyberieme nejaké Cislo a vlozime ho do permutécie, z nasho grafu si mézeme prislusny vrchol
odstranit. A rovnako vSetky hrany, ktoré z neho viedli von, lebo tieto hrany uz uréite budu splnené. Ich zaciatok
sa v permutécii nachédza skor ako ich koniec. Na druhom mieste permutacie moze byt opét Tubovolny vrchol,
do ktorého nevchadza ziadna hrana.

Postupne by sme teda vedeli vytvorif permutéaciu, ktora spliia vietky podmienky. Ako vSak vyberieme taki,

.....

lepSie mensSie a vie nastat pomerne vela komplikovanych pripadov.

Ked to teda nevyslo pre zaciatok, skisme vytvéarat permutaciu od konca. Ktoré ¢isla mozu byt na posledne;j
pozicii? No predsa vsetky, po ktorych uz nemusi ist ziadne ¢islo. V grafe st to teda vrcholy, z ktorych nevychédza
ziadna hrana. A opéf, ak si niektory z nich vyberieme a odstranime ho z grafu, dostaneme graf, z ktorého moézeme
vyberat ¢islo na poziciu, ktora je druhé od konca. Robime v podstate to isté, len opaénym smerom. Vieme vsak
teraz zarucit aj zvySné poziadavky, teda aby sa 1 nachédzala vo vyslednej permutécii ¢o najskor?

Co keby sme vzdy z ¢isel, ktoré mame k dispozicii na poslednii poziciu vybrali to, ktoré je najvicsie? Znie
to ako napad, ktory ni¢ nepokazi. Predsalen, umoznime vSetkym mensim ¢islam, aby sa nachadzali skor. A sice
je fajn, Ze nam intuicia napoveda, ze tento postup je spravny, musime si ho aj dokézat.

Predstavme si, ze mame optimalnu permutaciu, ktora na posledné miesto umiestnila ¢islo x, ale na posledné
na koniec, pricom vsetky ¢isla, ¢o boli pévodne za nim posunieme o jedno dopredu? Vo vyslednej permutécii sa
dozadu posunulo iba ¢islo y. Vsetky ostatné bud zostali na svojom mieste, alebo sa posunuli dopredu. A hlavne

47 anglického Directed Acyclic Graph
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sa dopredu posunulo ¢slo z. A kedZe je mensSie ako y, tak tdto permutécia je lepSie ako povodnéa, s ktorou
sme zacinali. To je ale spor s tym, Ze t4 permutdcia mala byt optiméalna. Dokézali sme teda, ze nas postup je
spravny.

Otéazkou zostéava uz len to, ako takéto rieSenie naprogramovat. Musime vedief odstranit Tubovolny vrchol
z grafu a tiez vSetky hrany, ktoré z neho viedli. Takisto si musime udrziavat mnozinu ¢isel, z ktorych nevedie
Ziadna hrana a z tejto mnoziny rychlo vybrat ¢islo, ktoré je najviicsie. Na druhi ¢ast pouzijeme détova Strukttiru
halda, do ktorej vieme vkladat prvok v éase O(logn) a vyberat najvicsi prvok v ¢ase O(logn), kde n je pocet
prvkov v halde.

Na zaciatku nacitame vstup a pre kazdy vrchol vytvorime zoznam hran, ktoré don vchadzaju. Takisto si v
poli P[] budeme pamétat, kolko hran z neho vychadza. Vsetky &isla z, pre ktoré je Plz] rovné 0 vlozime do
haldy, kedZe st to vrcholy, z ktorych nevychadza Ziadna hrana. Z haldy vyberieme najvicsie ¢islo, ozna¢me
si ho ako . Vrchol z chceme odstranit z grafu. Preto prejdeme vSetky hrany vychédzajtuce z tohto vrchola a
kazdému koncovému vrcholu zmensime hodnotu v P[], lebo uZ z neho vychidza o jednu hranu menej. Ak pocas
tychto tprav klesne niektoré Ply] na nulu, tak y vloZime do haldy. Na konci vypiSeme ¢isla v obratenom poradi
ako sme ich vyberali z haldy.

Kazdy vrchol vlozime aj vyberieme z haldy najviac raz. Takisto raz odstranime kazdt hranu. Preto je
vysledna Gasova zlozitost tohto riesenia O(nlogn + m). Pamitova zlozitost je O(n + m).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
#include <queue>
using namespace std;

#define For (i, n) for(int i=0; i<int (n); i++)

vector<vector<int> > G;
vector<int> P;
int n, m;

int main() {
scanf (”"%d.%d”, &n, &m);
P.resize(n, 0);
G.resize(n);
For (i, m) {

int x, y;

scanf (”%d.%d"”, &x, &y);
X==; y==;

G[y] .push_back (x) ;
Plx]++;

}
vector<int> Res;
priority_queue<int> Q;
For (i, n)
if(P[i] == 0)
Q.push (i) ;
while (!Q.empty ()
int v = Q.top(
Res.push_back (
For (i, G[v].si
int w = G[vV]
Plw]l-—;
if(P[w] == 0) Q.push(w);
}

}
reverse (Res.begin(), Res.end());
For (i, Res.size())
printf (”%d%c”, Res[i]+1, ((i != Res.size()-1) 2 ’'.’' : ’\n’));

Mario
7. Odolatelna reklama (max. 12 b za popis, 8 b za program)

V tomto vzoraku si ukdzeme viacero vseobecnych technik na rieSenie tloh a optimalizovanie programov. Ak
sa ich naucite, pomozu vam vyriesit vela roznych problémov.

Najprv si ukdzeme bruteforce riesenie. Dalej bruteforce zoptimalizujeme pomocou memoizdcie, prevedieme
rekurziu na dynamické programovanie a ukdzeme si, kedy pouzit bindrne vyhladdvanie. Takto ziskame rieSenie
so zlozitostou O(n?logn) hodné 5/8 bodov s velmi malou ndmahou.

Na zaver este trosku porozmyslame a dopracujeme sa k O(nlogn) rieSeniu, v ktorom zoptimalizujeme dy-
namické programovanie pomocou deque.
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RieSenie hrubou silou

Ak neviete, kde zacat alebo ak ste uz unaveni z ivodného uvazovania, vzdy je dobré zacat s
naprogramovanim rieSenia hrubou silou — najjednoduchsie naprogramovatelné, funkéné riesenie, ¢o nadm
napadne — vic¢sinou pomerne neefektivne. V nasej tlohe takéto riesenie vyskuasa pre kazdy listok, ¢i sa s nim da
ciel dosiahnut s éakanim mens$im ako ¢ a z vyhovujucich listkov vyberie ten najlacnejsi.

Kostra programu by mohla vyzerat nasledovne:

Listing programu (Python)

n, t = map(int, input().split())

# Na zaciatok poli pridame nuly, aby sme mali zastavky ocislované od 1
cena = [0, ] + list (map (int, input () .split()))

cakaj = [0, 0] + list (map(int, input().split()))

# Nejak spocitame, ¢i sa da dostat z 1 na n s k-listkom
def dasa (k) :

odpoved = cenal[-1]

for k in range(l, n):
if cenalk] < odpoved and dasa (k) :
odpoved = cenal[k]

print (odpoved)

Uvedomime si, Ze zo zastavky s ¢islom r sa ndm nikdy neoplati vratit spat (ist na zastavku s mensim
Cislom) a teda sa budeme hybat len na zastdvky x + 1,2+ 2,...,z + k.

To, ¢i s k-listkom vieme dosiahnut ciel, vieme zistit jednoduchou rekurziou. Ak sme na nejakej zastévke, to
¢i sa da odtialto dostat do ciela zistime tak, Ze sa skisime pohnit na dalSiu a spytame sa, ¢i sa odtialto vieme
dostat do ciela v ¢asovom limite. Musime ale vyskusat vSetky susedné zastavky.

Funkcia f ako parameter dostane ¢islo zastavky x, odkial sa chceme dostat do ciela a zvy$ny ¢as, ktory mame
na Gakanie t. Vysksa vSetkych k pohybov na zastdvky z+1,...,24+k —zavold f(z+1,t—t,),..., f(z+k,t—t,)
a vrati True ak sa d4 do ciela dostat z niektorej zo zastavok x + 1, ...,z + k. Inak fukcia vrati False.

Listing programu (Python)

def dasa (k) :
def f(x, t):

if t < 0O:
return False

if x >= n:
return True

for dalsi in range(x+1l, x+k+1):
if f(dalsi, t-cakaj(x]):

return True
return False

# Z 1 na n sa dd dostat k-listkom prdve vtedy, ak

return f (1, t) == True

Rekurzia vyskasa kazda cestu zo zastavky 1 do n najviac raz a ciest je najviac tolko, kolko je vSetkych
podmnozin éisel 1,2, ..., n. Casovi zlozitost tohto riesenia vieme zhora odhadntf ako O(n? - 2"): Pre jeden z
n listkov over 2" ciest. Kazda cesta mé najviac n zastdvok (je potrebnych najviac n volani) a kazdé volanie
zbehne v ¢ase O(k).

Nepocitajme ni¢ dvakrat 1 - Memoizacia

V predoslom rieSeni sa moze stat, Ze rekurzivnu funkciu volame viackrat s tymi istymi parametrami.
Pocitame teda viackrat to isté. Tomuto sa mdzeme vyhnat, ak si budeme spocitané vysledky rekurzie pamétat.
Ak potom zavoldme funkciu s tymi istymi parametrami, namiesto vypoctu sa len pozrieme do pamiite. Vypoci-
tané vysledky si mozeme pamitat vo viacrozmernom poli (kazdy rozmer zodpoveda jednému parametru), alebo
v mape, kde je kIi¢om k-tica parametrov.

Listing programu (Python)

def dasa (k) :
memo = {}

def f(x, t):
if t < O:
return False
if x >= n:
return True
if (x, t) in memo:
return memo|[ (x, t)]
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for dalsi in range (x+1, x+k+1):
if f(dalsi, t-cakaj[x]):
memo [ (x, t)] = True
return True

memo [ (x, t)] = False
return False

return £ (1, t) == True

Pre kazdy z n listkov je pocet roznych volani funkcie (rdznych dvojic parametrov (zastdvka, ¢as)) najviac
n - t. Kazdé volanie trva najviac O(k) ¢asu. Pre jeden listok zistime dasa(k) v ¢ase O(n -t - k) a teda cely nas
program bude mat ¢as behu zhora ohraniéeny O(n? - t).

Pouzitie memoizacie si mozete pozrief aj v rieSeni Gllohy z minulej série Optimélna Sifrovacka.

Nepocitajme ni¢ dvakrat 2

Napriek tomu, ze pre kazda dvojicu parametrov volame rekurziu len raz, ak mame spocitany vysledok pre
nejaké parametre, mozeme uz vediet vysledok pre iné: Ak vieme, Ze cestu stihneme so zvySnym ¢asom 47, cestu
sa vieme dostat do ciela z x. Roznych volani funkcie f tak uZz nebude n - ¢ ale len n.

Namiesto toho, aby sme pre dvojicu (zastdvka x, ¢as t) pocitali, len ¢ sa d4 dosiahnut ciel (true/false),
budeme pre zastdvku x pocitat, aky je najmensi éas potrebny na dosiahnutie ciela, ked zaéneme v z.
Toto opét vieme ratat podobnou rekurziou ako vysSie — pozrieme sa na najblizSie zastavky, pre ne rekurzivne
spoéitame hodnoty f(xz+1), f(z+2),..., f(x+ k) a vyberieme si, kam sa chceme pohnit — na zastavku, odkial
sa najskor dostaneme do ciela. Teda f(x) = min{f(z + 1), f(x +2),...,f(z+k)} +t, a f(n) =0

Listing programu (Python)

def dasa (k) :
memo = {}

def f(x):
if x >= n:
return 0
if x in memo:
return memo [x]
memo [x] = min( f(dalsi) for dalsi in range (x+1l, x+k+1l) ) + cakaj[x]
return memo [x]

# Z 1 na n sa da dostat k-listkom prave vtedy, ak

return f (1) <=t

Jedno volanie stale zbehne v ¢ase O(k), ale roznych vstupov funkcie f je len O(n). Vypocet pre jedno k teda
trva O(n - k), a vdaka tomu bude celkova zloZitost programu O(n?).

Nepocéitajme ni¢ zbytoéne - Binarne vyhladavanie

Skiuisme teraz zoptimalizovaf ini ¢ast programu — skuSanie vSetkych listkov. Pri tejto tlohe je dobré si
uvedomit, Ze rézne ceny listkov st tu hlavne na zmétenie. To podstatné je zistif minimélne k také, ze vieme
trasu prejst s ¢akanim mensim ako ¢. Ak mdme minimdlne k, na vypocet vysledku sta¢i najst najmensiu cenu
Z Cky Cl+1y- -+, Cn-

Ak uz totiz vieme, Ze sa dé trasa prejst s k-listkom, uréite sa bude daf prejst aj s k+ 1-listkom a s hocijakym
mensim dosahom. Vysledky funkcie dasa(k) budi teda s rastcim k najskor len False a od istej hranice buda
len True.

Vieme sa teda pozriet najskor na dasa(n/2), ak je to False, k > n/2, inak k < n/2. Vylaéili sme polovicu
moznosti a pokracujeme pytanim sa na dasa(n/4) alebo dasa(3n/4) ... Po priblizne log, n krokoch ndm zostane
jedind moznost.

Binarne vyhladivanie sa da vyuZit vZdy, ked hladdme hodnotu v monoténnej postupnosti (ne-
rastticej alebo neklesajicej). Vieme hladat najlavejsi vyskyt aj najpravejsi vyskyt hodnoty. Specialnym pripadom
st funkcie ako dasa(), kde st hodnoty False/True, alebo 0/1.

Listing programu (Python)

def najmensie_k():
1 =0 # este sa to neda stihnut
r = n-1 # s takymto dosahom sa to stiha

while r - 1 > 1:

piv = (1 + 1) // 2 # prvok v strede intervalu (1, r>
if not dasa(piv):
1 = piv
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else:
r = piv
return r

print (min(cena(k] for k in range (najmensie_k (), n)))

Chufovka: Pre vyhnutie sa chybdm v kéde bindrneho vyhladévania moze byt vhodné pouzit binarne vyhla-
dévanie Standardnej kniznice jazyka. V pythone sa d4 dokonca zneuzif aj pre nas ucel.

Listing programu (Python)

from bisect import bisect_left

def najmensie_k():
class vyhladavatko:
def _ getitem__ (self, key):
return dasa (key)

return bisect_left (vyhladavatko(), True, 1, n)

V nagej tlohe teda (logn)-kréat zavolame funkciu dasa() a dosiahneme ¢as O(n?logn).

Toto rieSenie ndm umozni dosiahnut 5/8 bodov (rieSenie v C++ urcite, s tymto pythonovskym kédom 4) a
ani sme nemuseli vela rozmyslat (pokial poznéte tieto vSeobecné techniky, vSetky predoslé avahy dokopy vam
zaber len niekolko mintt).

Dynamické programovanie

Vratme sa naspét k optimalizovaniu nasej rekurzivnej funkcie f(x) — najmensi potrebny ¢as na dosiahnutie
ciela zo zastédvky x. Na vypocitanie f(x) sme potrebovali mat spocitané hodnoty f(z+1), f(z+2),..., f(z+k),
a na ich spoc¢itanie sme potrebovali mat vypocitané hodnoty aZ po f(x + k + k), atd. Od zaciatku ale vieme, Ze
f(n) = 0. Na spocitanie f(n — 1) potrebujeme len f(n), na spoéitanie f(n —2) len f(n — 1), f(n), atd.

Hodnoty f(z) teda nemusime pocitat v rekurzivnej funkcii, ale sta¢i pouzit jednoduché cykly. Vytvorime si
pole f[], kde f[z] ozna¢uje minimélny ¢as potrebny na dosiahnutie ciela zo zastavky z. f[n] = 0 Pre znizujuce sa
x postupne spoéitame f[z] = min{ f[z+1], f[z+2],..., flx+k]} + ¢, teda presne to isté, ¢o pocitala rekurzivna
I

Toto sposobi len konstantné zrychlenie programu, ale povedie nas to k optimalnemu rieseniu. V niektorych
pripadoch dokdZeme pomocou dynamického programovania aj zniZit pamitovi zloZitost programu.

Listing programu (Python)

def dasa (k) :
# pole velkosti n+k je praktickejsie, nemusime specialne osetrovat pripad: dalsi > n
f = [0] * (n+k)
for x in range(n-1, 0, -1):
f[x] = min( f[dalsi] for dalsi in range(x+1l, x+k+1)) + cakaj[x]

return f[l] <= t

Nepocitajme ni¢ dvakrat, Cast tretia

Este stale sa opakujeme? Ano:
flel = min{flz + 1], fle + 2], flz +3],...., fle + K]} + Lo

fle +1] =min{flx + 2], flx +3],..., flr + k], flz + k& + 1]} + tot1

Ak uZ vieme minimum pre z + 1,...,z + k, minimum pre x + 2, ...,z + k + 1 by sme mohli vediet spocitat
rychlejsie. Totiz, ak je minimom jedno z ¢isel flz + 2], flx + 3],..., fz + K], tak

min{f[z +2],..., flx + k+ 1]} = min{min{f[z + 1],..., flz + k]}, flx + k + 1]}

a teda na spocitanie nového minima by ndm stacilo jedno porovnanie (s f[z + k + 1]).
Jediny neprijemny pripad je, ak je min{f[z +1],..., flz + k]} = f[x + 1]. Vtedy by sme potrebovali vediet,
aky bol druhy najmensi prvok z flz 4+ 1]..., flx + k]

Budeme postupovat sprava dolava, tak ako doteraz a pocitat hodnoty f[r] — minimélny ¢as potrebny na
presun z x do ciela aj s éasom ¢akania t,. Chceli by sme si paméitat niekolko zastéavok, ktoré sa mozu niekedy
stat minimom a vedief tieto hodnoty aktualizovat pre f[z — 1].

Budeme si udrzovat pozicie zastdvok, na ktorych je zavisld hodnota f|[x], teda niektoré z x + 1,...,2 + k
a pamiétat si ich budeme usporiadané podla ich hodnot f v Struktire deque — obojsmerny spajany zoznam.
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Vieme z neho vyberat a vkladat do neho prvky z oboch stran. Nech st nalavo tie zastavky, ktoré maji najmensie
f, teda tie, z ktorych sa najrychlejsie dostaneme do ciela.

Na zaciatku algoritmu sme na zastavke n — 1, v deque si pamiitame zastavku n, f[n] = 0.

Novti hodnotu f[z] spoc¢itame vzdy jednoducho, ako minimélny ¢as, potrebny na cestu do ciela z jednej z k
zastédvok napravo od x a ¢as ¢akania na z, ¢o je f[deque.left] + t,.

Po vypocte f[x] musime deque aktualizovat. Chceme do nej niekam vlozit zastavku z (lebo hodnota f[z]
bude potrebna pre zastavky nalavo od z). KedZe ziadnu zastdvku, ktort méame v deque nebudeme vo vypoctoch
pouzivat dlhsie ako x, mdzeme z deque vyhodif vSetky zastavky, ktoré potrebuju vicsi ¢as na dosiahnutie ciela
— ziadna z tychto zastavok by sa uz totiz nemohla stat novym minimom. Takisto zastavky, ktoré st dalej ako k
od z uz nikdy nepouzijeme a potrebujeme ich odstranit z konca aj zo zac¢iatku deque.

Vyhodime tak vsetky nepotrebné zastavky z konca a zo zaciatku a nakoniec vlozime z.

Listing programu (Python)

from collections import deque

def dasa (k) :
f = [0] % (n+l)
mozne_mini = deque ([n])
for x in range(n-1, 0, -1):
f[x] = f[mozne_mini[0]] + cakajl[x]

# odstranime zastavky z konca, ktore nikdy nebudu minimom

while len (mozne_mini) > 0 and (f[mozne_mini[-1]] > f[x] or mozne_mini[-1] - (x-1) > k):
mozne_mini.pop ()

# odstranime zastavky zo zaciatku, ktore nikdy nebudu minimom

while len (mozne_mini) > 0 and mozne_mini[0] - (x-1) > k:
mozne_mini.popleft ()

# pridame nove potencialne minimum

mozne_mini.append (x)

return f[l] <=t

V tomto rieseni kazdu zastavku najviac raz vlozime do deque a najviac raz ju vyberieme. Preto bude mat
funkcia dasa(k) Casovu zloZitost O(n). Ak pouZijeme bindrne vyhladdvanie na najdenie najmensieho k, cely
program potrebuje len ¢as O(nlogn).

Jano
8. Odrezané déid’ovky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Této tloha bola dost o premyslani a to bolo na nej super. NavySe, malokedy sa ndam v KSP podari takéa
pekné tiloha s mnoZstvom réznych moznych pristupov od nespravnych rieSeni po spravne riesenia so zlozitostami
od O(2") cez O(n?), O(n?), O(ny/n), O(n*?), O(nlogn) az po O(n). Premennou n oznacujeme v celom
vzorovom rieseni dlzku vstupu (dizku dazdovky). Vsetky tieto riesenia so sebou nest nejaké ponaucenie, tak
vam odportacame pozorne ¢itat. Text je mozno trochu dlhsi, pretoZe sa snazime poriadne vysvetlit vSetky detaily.
Nemusite ho cely ¢itat naraz.

Medzi nespravne rieSenia patri mnoZstvo pazravych pristupov, napriklad idem od zaciatku ddZdovky a vidy
useknem ¢o nagkratsi kus, aby som ich mal na konci ¢o najviac. Protiprikladom je napriklad postupnost 54638291
ktorti by sme pazravo nasekali 5,46,38291 a spravne je 54,63,82,91. Pazravé riesenia v tejto tlohe nefunguju.

Pomalé riesenie O(n?)

Urcite by ste vSetci zvladli naprogramovat rieSenie, ktoré rekurzivne skuisa vSetky moznosti. V tomto rekur-
zivnom rieSeni sa dookola pytame takéto otdzky: Na kolko najviac kusov mozeme nasekat prvych i-cifier vstupu,
ak posledny kus md j-cifier? Pricom rieSenie lohy je maximum pre vSetky mozné j a pre i = n. Odpoved
na taktto otdzku si oznadime P[i] [j] a vieme ju lahko spoéitat z inych hodndt P, pre iné ¢ a j. P[i] [j] je
maximum z P[i-j] [k]1+1 pre vSetky k > 1 také, Ze posledny kus kratSej dazdovky je mensi ako posledny kus
dlhsej. Ocividne mozeme pouzit vietky k < j, pretoZze menejciferné ¢islo je istotne mensie ako viacciferné. A to,
¢i mozeme uvazovat aj hodnotu P[i-j] [j] zistime porovnanim dvoch retazcov dizky j.

Inak povedané, hodnotu P[i] [j] vieme zistit v ¢ase O(j)°, na zdklade inych hodnot P. A takto vieme
spo¢itat vietky P pre vietky 1 < j < i < n, ¢o je O(n?) moznosti. Natukdme tito myslienku do pocitaca a
dostaneme rieSenie so zlozitostou O(n3).

Ha! S minimalnou tipravou kédu vieme dostat riesenie so zlozitostou O(n?). Staci uvazovat také sekania, kde
dl7ka kazdého kusu dazdovky bude O(y/n), presnejsie j < v/2n + 1 (Coskoro si povieme, preco to staéi) Potom
zlozitost tohto rieSenia je O(ny/ny/n) = O(n?).

5oujé :D
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Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<algorithm>
#include<vector>
#include<string>
#include<cmath>
using namespace std;
#define NEDASA -47

string dazdovka; // vstup
vector<vector<int> > P; // pocet kusov do pozicie i, ak posledny kus bol dlhy j

// porovnaj cisla, ktore maju ’‘dlzka’ cifier a zacinaju na poziciach il, 12
bool mensie(int i1, int 12, int dlzka) {
for(int i = 0; 1 < dlzka; ++1i)
if (dazdovka[il+i] != dazdovkal[i2+i])
return dazdovkal[il+i] < dazdovka[i2+i];
return false;
}

// rekurzivne spocitame P[i][7]
int pocet(int i, int j) {
if (i == j) return 1;
if (i < j) return NEDASA;
// ak sme uz odpoved spocitali, nebudeme pocitat znova
if (P[i][3j] !'= -1) return P[i][]j];

int najlepsie = NEDASA;
for(int k = 1; k<j; k++)

najlepsie = max(najlepsie, pocet (i-j, k)+1);
if (i>=2%j && !mensie(i-j, i-2x3, 7))

najlepsie = max(najlepsie, pocet(i-j, j)+1);

if (najlepsie < 0) najlepsie = NEDASA;
return P[i][Jj] = najlepsie;

}

int main() {
cin >> dazdovka;
int n = dazdovka.size();

int odmocnina = sqrt (2+n)+2;
P = vector<vector<int> > (n+l, vector<int> (odmocnina+l, -1));
int najlepsie = 0;

for(int j = 1; j < odmocnina; ++7j)
najlepsie = max(najlepsie, pocet(n, Jj));
cout << najlepsie << endl;

Priprava na rychlejsie rieSenie

Na rychlejsie rieSenia ako O(n?) si potrebujeme spravit to slubované premyslanie. UkdZeme si, Ze staci
uvaZovat len niektoré sekania dazdovky.

Mimochodom, dizkou kusu/¢isla rozumieme pocet jeho cifier. Casto budeme vyuzivat fakt, ze ak ¢islo B je
dlhsie ako A, tak B je urcite vicsie.

Pozorovanie 1.

Staci ndm uvazovat také riesenia, kde sa dizky susedngjch kusov ddzdovky lisia najviac o 2.

Ak by sa totiz niektoré dva susedné kusy A, B lisili o 3 alebo viac, mozeme lavy kus A predlzif o 1 a pravy
kus B skratit o 1. Tym padom vSetky ostatné kusy ostant nezmenené a urcite sme nespdsobili ziadny problém
pri porovnaniach ktorychkolvek z kusov. Cislo A je nadalej vicSie od kusov nalavo, pretoze uz predtym bolo
vi¢sie a teraz sme ho len zvicsili. Podobne B je menSie od kusov napravo. Napokon A je mensie ako B, pretoze
B ma aspoii o jednu cifru viac. Opakovanim takjchto posunov o 1 dosiahneme, Ze rozdiely dlzok st vsade
najviac dva.

Podobne, nikdy v optimalnom rieseni nebude prvy tsek dlhsi ako dve cifry, pretoze ak by mal viac ako dve
cifry, tak ho ur¢ite mozeme rozdelit na prva cifru a zvySok, éim dostaneme lepsie rieSenie.

Teraz vieme spravit prvy odhad na dizku kusov. Kedze prvy kus je dlhy najviac dva a kazdy dalsi méze byt
najviac o dva dlhsi, najvicsie mozné dizky dosiahneme, ak budu postupne poéty cifier v tisekoch 2,4, 6,8, 10,12, ..., 2k.

Celkova dizka dazdovky potom bude k(k 4 1). Opacne, ak vieme, ze dlzka dazdovky je n, tak k < /n a
dlzka najvicsieho tseku v nejakom optimalnom rieseni bude najviac 2,/n. Neskor si ukdzeme, Ze je to dokonca
najviac V2n + 1.

Zéaroveii lahko néjdeme vstupy, kde v optimélnom rieSeni mé najvicsie ¢islo viac ako v/2n — 1 cifier, takze
tento odhad uz sa velmi nedé zlepsit.

Pozorovanie 2.

V skutocnosti nemusime hladat ¢o najuy$si pocet kusov ddZdovky, ako nabdda zadanie, ale moZeme ndjst
také nasekanie, aby posledny kus bol ¢o najmensi. Je to totiz takmer to iste.
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Kli¢ovym pozorovanim tejto tlohy je to, Ze ndm staci uvazovat len také riesenia, ktoré konéia najmensim
moznym ¢&islom, resp. najkrat$im moznym kusom®. Predstavme si, 7e sme nasekali dazdovku tak, aby bol
posledny kus ¢o najkratsi. Nech mé posledny kus dizku m. Zaroveri spomedzi vetkych nasekani, ktoré maja
posledny kus dlhy m vyberieme to, ktoré ma najvicsi pocet kusov. Toto nasekanie volajme A a oznacime si
jednotlivé pozicie rezov i1, 12,13, ..., ik-

Co by sa stalo, keby toto nasekanie nebolo optimdlne z hladiska poctu kusov? Ak sa nédm podari prist ku
sporu, zistime, preco toto nasekanie muselo byt optimalne.

Pre spor teda predpokladajme, Ze existuje iné nasekanie B na poziciach j1, ja, .. ., jr+1, kKtoré ma viac kusov.
Z predpokladov vieme, ze posledny kus B je dlhsi ako posledny kus A, preto jri1 < ir. NavySe si oznacme
mysleny nulty rez Gplne na zac¢iatku dédzdoviek ig = jo = 0.

Pozrime sa na najmensiu dvojicu indexov (a,b), pre ktoré plati, ze 1 < a < b < k+ 1 a zaroven i, > Jjp.
(Pri vybere najmensej najprv zoradujeme podla a, potom podla b.) KedZe existuje aspoii jedna takd dvojica
(k, k+1) a moznych dvojic je konecne vela, tak urcite existuje najmensia.

Vieme tiez, ze i,—1 < jp—1, inak by (a, b) nebola najmensia dobra dvojica. Taktiez j,_1 < i, pretoze iy < i,.

No ale potom vieme vyrobif nové nasekanie C, ktoré bude pozostévat z rezov ji...jp_1 a rezov iq...ig. O
tomto nasekani vieme povedat, ze

e Je korektné a splita nerovnosti so zadania. Totiz, ¢islo pozostavajiice z cifier medzi rezmi j,_; a i, je vicsie
ako ¢islo medzi rezmi j,_1 a jp a preto je aj vicsie od ¢isla pred nim. Taktiez je toto ¢islo mensie alebo
rovné od Cisla medzi rezmi i,_1 a i, a tym padom aj mensie ako ¢islo za nim. VSetky ostatné nerovnosti
platia, pretoZe platili v povodnych dazdovkach.

e Ma k + 1 kusov, ¢iZe je dlhsie ako nasekanie A.

e Kondi rovnakym ¢islom ako nasekanie A.

A to je spor s tym ako sme vybrali nasekanie A. [J
Ukazali sme, ze nasekanie A je optimalne, pretoze ak by existovalo nasekanie s va¢Sim poc¢tom kusov, dostali
by sme sa do sporu. Pre lepsiu predstavu si pozrite ilustra¢ny obrazok ku dékazu.

ia-1 ia ik

L DI PRERE 11 KEEN | |
Jb-1 Jb Jk+1
jb-1  ia ik

Daésledky

Vdaka druhému pozorovaniu, vieme, Ze nasledujici algoritmus funguje spravne. Spoc¢itame, akym najkrat$im
kusom vieme ukonc¢if nasekanie ddzdovky. Odsekneme ten najkratsi mozny kus. Opakujeme postup s kratSou
dazdovkou.

Druhy dosledok je tesnejsi odhad pre pocet cifier vietkych &isel. Keby mali jednotlivé kusy dlzky postupne
1,2,3,4,... pripadne s jednym vynechanym éslom aby to pasovalo na dizku dazdovky, tak dostaneme riesenie,
ktoré konéi ¢islom krats$im ako v/2n+ 1. Tym padom riesenie, ktoré konéi najkratsim moznym kusom, konéi tiez
kusom kratsim ako v/2n + 1. A tym padom existuje aj optimalne riesenie s krat$im kusom na konci. A kedze
posledny kus je zo vSetkych najdlhsi, tak sme dostali horny odhad na dizku vsetk§ch kusov.

Treti dosledok je rychlejsie riesenie tlohy.

Rychlejsie riesenie — O(n+/n)

Pamiitate si eSte povodné rekurzivne riesenie, kde sme sa snazili pre kazdé i, j zistit, na kolko najviac kusov
mozeme nasekat prviyjch i-cifier vstupu, ak posledny kus md j-cifier? Tak teraz uz vieme, Ze nemusime rozliSovat,
kolko cifier mé posledny kus — staci uvazovat rozsekanie s najkratsim moznym koncom.

Takze po novom uz budeme pocitat P[i] — na kolko najviac kusov mézeme nasekat prvych i cifier ddzdovky
a DJi], kolko najmenej cifier moéze mat posledny kus.

SPozor, je to nieo tplne iné, ako snazit sa zadaf najmensim moznym é&islom. To by nefungovalo.
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Celkov4 zlozitost algoritmu bude O(n+/n), pretoze kazdé P[i] a D[i] spo¢itame v ¢ase O(D[i]) z tychto hodnot
pre mensie i. Najprv prejdeme O(D[i]) mensich hodndt P[j], D[j] a potom eSte potrebujeme porovnat dve DJi]-
ciferné ¢isla, aby sme zistili, ¢ mozu byt posledné dva tiseky rovnako dlhé. A uz vieme, ze D[i] < v/2n + 1.

Ak chceme program dalej zrychlif, potrebujeme vedief rychlo porovnévat dlhé ¢&isla a tiez potrebujeme
prechddzat menej hodnot pri pocitani jednej dvojice P[i], D[i]. Uz sme si dokazali, Ze nemd zmysel, aby sa
dlzky susednych &isel ligili o viac ako dva. Takze nemusime skii$at vietky moznosti, staé¢i pozrief len hodnoty
j € {D[i] — 2, D[i] — 1, D[i]}. Bohuzial, ked nepozname D[i], tak nevieme, ktoré moznosti skusat.

Preto budeme tieto hodnoty pocitat trocha inak — odpredu. Pekne od zacdiatku za¢neme pocitat P a D pre
hodnoty 1,2,3,4,... A vidy, ked spoéitame nejakt hodnotu, P[i] a D]i], vieme, ktoré vyssie hodnoty ovplyvnia.
Aktualizujeme teda, hodnoty o D[i], D[i] + 1 a D[i] + 2 vyssie, ¢o uz mozeme spravit, lebo uz pozname D]i].
Teda napriklad vieme, ze P[i + DJi] + 1] ani P[i + D[i] + 2] nebude menej ako P[i] + 1. A zdroveil vieme, Ze ak
Cislo pozostavajtce z cifier ¢ — D[i] az i (polouzavrety interval) je mensSie ako ¢islo pozostavajice z cifier ¢ az
i+ Dli], tak aj P[i + D[i]] > P[] + 1.

Tieto myslienky vieme zapisat do nasledujiiceho programu, ktory uz je pomerne rychly a ziska 7 z 8 bodov.

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<algorithm>

#include<vector>

#include<string>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<int(n); ++i)

string dazdovka; // vstup

// porovnaj cisla, ktore maju ’dlzka’ cifier a zacinaju na poziciach i1, 12
bool mensie(int il, int i2, int dlzka) {
For (i, dlzka)
if (dazdovkal[il+i] != dazdovkal[i2+i]
return dazdovkal[il+i] < dazdovkal[i2+i];
return false;

int main() {
cin >> dazdovka;
// pristupujeme do poli aj za n-tu poziciu, ale nikdy nie dalej ako rezerva
int rezerva = dazdovka.size() + dazdovka.size()/10 + 100;
vector<int> P (rezerva); // pocet kusov do pozicie 1
vector<int> D (rezerva); // dlzka kusa konciaceho na pozicii i
P[0] = 0;
D[0] = 1;

For (i, dazdovka.size(
if (!mensie(i, i-
D[i+D[i]] = D
P[i+D[i]] = P
}
// vieme, ze predosle hodnoty neboli mensie,
// lebo sme ich mohli najst len s mensim i

D[i+D[i]+1] = D[i]+1;
D[i+D[i]+2] = D[i]+2;
P[i+D[i]+1] = P[i]+1;
P[i+D[i]+2] = P[i]+1;

}

cout << P[dazdovka.size ()] << endl;

Vzorové riesenie

Jediné vec, ktora teraz spomaluje beh programu je porovnavanie retazcov. V najhorsom pripade porovname
vietkych O(D]i]) znakov, ¢o trvd O(y/n) Casu. Ale my predsa vieme porovnavat aj rychlejsie, ak si ddzdovku
trocha predspracujeme.

Moznosti, ako zrychlit porovnévanie je mnoho. Jeden z tjch jednoduchsich spdsobov je spravit vécsie bloky
cifier, ktoré budeme schopni porovnévat naraz.

Zvolime si velkost bloku k, néasledne zoberieme vietky mozné kusy dazdovky dizky k. Tieto kusy si radix-
sortom utriedime a spoc¢itame indexy — pre kazdu k-ticu si zapamitame, kolkd najmensia k-tica zo vSetkych to
je.

Potom, ked budme chcief porovnat dve dlhé ¢isla, tak moZeme najprv porovnat prva k-ticu cifier, potom
druht k-ticu cifier a tak dalej. Kazda k-ticu porovndme jednym pozretim do pola indexov. MoZno ndm este na
konci ostane niekolko (najviac k) cifier, ktoré budeme musiet porovnat po jednej.

Casové zlozitost predpocitania indexov je O(nk) a ¢asové zlozitost jedného porovnania refazcov dizky /n
je O(k ++/n/k), o je najmenej pre k = /n.

Takze dostaneme algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(n/n) = O(n'-?®). Pri implementcii si treba davat
pozor, ze ked porovnavame dve k-tice, potrebujeme rozliSovat nielen dve moZnosti mensi/nie mensi, ale tri
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moznosti va¢si/mensi/rovnaky.

V praxi je radix-sort pomerne pomaly, mé zla konstantu, takze v zdrojovom kdéde sme nastavili konstantu
k na 10 pre lepsi ¢as (teoreticky by bolo lepsie k = 30, pretoZe to je priblizne W) Takto vyzera funkcia
predpocitaj, ktort zavoldme raz hned po nacditani vstupu a funkcia mensie, ktoréd nahradi pévodna funkciu
mensie.

Listing programu (C++)

// skok by mal byt priblizne stvrta odmocnina z n
#define skok 10
vector<int> poradie;

void predpocitaj(int n) {
vector<int> D (n+skok+47,0);
For(i,n) D[i] = dazdovkal[i]-"0";

vector<int> kusy (n);
vector<int> vrecka[1l0];
For (i, n) kusyl[i] = i;

For (i, skok) {
For(j, n) vrecka[D[kusy[J]+skok—-i-1]].push_back (kusy[]]);

int p = 0;
For(j, 10) {
for (const auto &x : vreckal[j]) kusyl[p++] = x;

vrecka[j].clear();
}
}
poradie.resize(n);
For (i, n) {

bool rovnake = (i > 0);
if (rovnake) For(j, skok)
if (D[kusy[i-1]+3] != Dlkusy[i]+3]) {
rovnake = false;
break;
}

if (rovnake) poradielkusy[i]] = poradiel[kusy[i-1]1];
else poradielkusy[i]] = i+1;
}

poradie.resize (n+n/100+47, 0);

}

bool mensie(int i1, int 12, int dlzka) {

int i = 0;
for(; i < dlzka-skok; i+=skok) {
if (poradie[il+i] != poradie[i2+1i])

return poradie[il+i] < poradie[i2+i];
}
for(; i < dlzka; ++i) {
if (dazdovka[il+i] != dazdovkal[i2+i])
return dazdovkal[il+i] < dazdovka[i2+i];
}
return false;

Této myslienka sa dala posuntf este dalej a namiesto jednej sady blokov dlzky & sme mohli mat bloky dlzok
1,2,4,8,16,32, ..., 28" Predpocitat poradie blokov vietkych dizok vieme spravif v ¢ase O(nlogn), pretoze
vieme zistif poradie blokov dlzky 2k v O(n), ak pozname poradie blokov dizky k.

Porovnéavanie ¢isel, resp. funkcia mensie by potom bezala tiez v ¢ase O(logn), ¢im by sme dosiahli vybornt
celkovu zlozitost O(nlogn).

Takéto riesenie stacilo na plny pocet bodov aj za popis aj za program. Predoslé riesenie O(n'2%) by dostalo
za program tiez plny pocet a za dobry popis by dostalo 11 bodov z 12.

Iny sposob, ako dosiahnut rjchle riesenie je hashovanie. MdZeme jednoduchym cyklom spoéitat hash pre
kazdy blok dlhy k cifier a potom zasa vieme porovnavat v éase O(k + /n/k).

k
Dobr4 hash je napriklad > ¢;47° mod p, kde ¢; je i-ta cifra ¢isla a p je nejaké velké prvoéislo, napr. 109 + 9.
i=1
Spoéitanie hash-hodnot vieme spravit v O(n) a tak je to v praxi ovela rychlejsie ako radix-sort. Nevyhoda
je, ze pri pouziti hashe nemame istotu, Ze program odpovie spravne, pretoze dve rozne k-ciferné ¢isla mozu mat
rovnaki hash. Taktiez hash ¢isla nevie povedat, ktord k-tica je mensia, vie len overovat rovnakost. To ndm vSak
prilis nevadi.
Celkové zlozitost tohto algoritmu by bola tiez O(n!-25).

Pomocou hash-funkcii vieme spravit aj jednoduché rieSenie so zlozitostou O(nlogn). Najprv si spocitame

k )
hash pre kazdy prefix ddzdovky H; = Y ¢;47" mod p, kde ¢; je i-ta cifra dazdovky.
i=1
Potom, ak chceme zistit, ¢ st nejaké dva intervaly ddzdovky (a,b) a (¢, d) rovnaké, staci zistit, ¢i ((Hp —
H,) 47— (Hy — H.) - 47*) mod p == 0.
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Potom, ak ideme porovnévat dve dlhé ¢isla, vieme bindrne vyhladaf prva cifru v ktorej sa lisia a porovnat
len ta. Takto dosiahneme zlozZitost predpocitania O(n) a zlozitost jedného porovnania O(logn).

Listing programu (C++)

typedef long long 11;

vector<ll> H; // hash prefixov dazdovky
vector<ll> powp; // mocniny cisla 47

11 prime = 47;

11 mod = 1000000009;

void predpocitaj(int n, int rezerva) {
H.resize (rezerva+l);
powp.resize (rezerva+l);

powp[0] = 1;
For (i, rezerva) powp[i+l] = (powp[i]x*prime) % mod;
H[0] = O;
For (i, rezerva) {
int ¢ = (i>n)?0: (dazdovkal[i]-"0");
H[i+1] = (H[i] + (powp[i]l=xc)) % mod;

}

bool mensie(int il, int i2, int dlzka) {
// binarne vyhladame prvu cifru, kde sa lisia
int b = 0, e = dlzka, m;
while(e-b > 1) {
m = (b+te)/2;

11 hl = ((H[il+m] - H[il]) % powp[i2]) % mod;
11 h2 = ((H[i2+m] - H[i2]) = powp[il]) % mod;
if ((hl-h2)%mod == 0) b = m;

else e = m;
}
return dazdovka[il+b] < dazdovka[i2+b];

Bonusové rieSenie

Vsetkych vas uréite zaujima, ¢i sa tiloha nedala vyriesif aj v éase O(n). Ano dala, ale zlozitost riesenia
vyrazne presahuje kategdriu O.

Bolo potrebné dotiahnut do konca zrychlenie porovnévania. Povieme si aspon hlavni myslienku pre sktse-
nych ¢itatelov. Neztufajte, ak teraz neporozumiete skratkdm a ndzvom algoritmov, ked budete starsi, mozete sa
k tomuto vzordku vratit a sktsit to znova.

Zostrojime si pre dazdovku Suffixové pole. Potom, ked budeme chciet porovnaf dva rovnako dlhé kusy
déazdovky, najprv overime, ¢i ndhodou nie st Gplne rovnaké. Ak nie s, tak vieme, Ze ich poradie je rovnaké ako
poradie k nim prislichajucich suffixov. Takze ich porovnadme pomocou Suffixového pola v O(1).

Ako vsak v O(1) zistit, ¢i st kusy dazdovky rovnaké? Jednou moznostou by bolo op#t hashovat, ale to
nechceme, lebo hash nezarucuje spravnost riesenia. Namiesto toho si na zaciatku spoéitame LCP pole ku Suf-
fixovému polu a overime, ¢i minimum zo vSetkych LCP medzi suffixami prislichajicimi porovnavanym kusom
dazdovky je vicsi alebo rovny ako dlzka porovnavanych kusov. Ak &no, tak st rovnaké, inak st odlisné.

TakZe potrebujeme rychlo poéitat minimum z nejakych intervalov v nejakom poli. Inak povedané, potre-
bujeme riesit zndmy problém Range-Minimum-Query v ¢ase O(n) na predspracovanie a O(1) na query. Pekné
riesenie RMQ spominajt pani Fischer a Heun vo svojom ¢lanku z roku 2006. Vraveli sme, Ze to presahuje
kategériu O.

Ni¢menej, d4 sa to celé nakédit, ale v praxi pre n < 10° je uz len zostrojenie Suffixového pola pomalsie
ako povodné O(n+/n) riesenie. Takze mame pekny teoreticky vysledok, Ze sa to celé da v O(n) ale ponechajme
radsej tento vysledok v teoretickej rovine.
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