KoreSpondenény seminar z programovania

000 XLII. roénik, 2041/42
Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej Casti

Michal Stanik
1. Zakladné zruc€nosti (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Mozeme si vsimnuf, ze nezalezi na tom, ktoré ceruzky pouzije MisQo na stupienky, pretoze o kazdej vieme,
7e méa dlzku aspoii 1 (garantuje nam to zadanie) a Ziadne iné obmedzenia na ne nemame.

Bocné ceruzky chceme mat ¢o najdlhsie, aby sme mohli maf potencidlne ¢o najdlhsi rebrik. Kedze je ndm
jedno, ktoré ceruzky budu stupienky, je najlepsie pouzit dve najdlhsie ceruzky zo vstupu ako boc¢né, nikde inde
nam tieto dlhé ceruzky chybat nebudi.

Najviié§ia mozna dizka rebrika je potom dand dlzkou kratdej z dvoch najdlhsich ceruziek — ak mé druha
najdlhsia ceruzka zo vstupu dizku [, tak najdlhsi mozny rebrik ma [ — 1 stupienkov.

Druhé vec, ktora nds obmedzuje, je celkovy pocet ceruziek. MisQo nemoéze postavit rebrik s viac ako n — 2
stupienkami (ktoré mu ostali po odloZeni dvoch boénych ceruziek).

Obe obmedzenia platia sucasne, teda vezmeme minimum z ich hodnét. Ak je n = 1, druha najdlhsia ceruzka
neexistuje — tento pripad vyriesime osobitne a vypiseme pren 0 — ziaden rebrik sa postavit neda.

Celé riesenie vieme implementovat v ¢ase linedrnom od poctu ceruziek: O(n). Staél ndm dvakrat prejst cely
zoznam dizok a vypoéitat zopar porovnan.

Listing programu (Python)

n = int(input())
if n <= 1:

print(0)

exit ()
pencil_lengths = [int(input()) for i in range(n)]
longest = max(pencil_lengths)
pencil_lengths.remove(longest)
second_longest = max(pencil_lengths)

print(min(n - 2, second_longest - 1))

Pre pohodlnejsiu implementaciu najskor nijdeme maximum dizok ceruziek, odstranime ho zo zoznamu
pomocou funkcie remove a nidjdeme maximum zostdvajicich dizok, ktoré je druhou najvécsou dizkou ceruzky.
Je dolezité mat na pamiti, Ze funkcia remove m4 linedrnu zlozitost voci dizke zoznamu, pretoze vietky prvky
za odstranovanym prvkom sa musia posuntt o jednu poziciu dolava v zozname a tychto prvkov moze byt az
O(n). Tu na tom nezdlezi, pretoze aj tak robime linedrne hladanie maxima. AvSak neopatrné volanie funkcie
remove (napr. opakovane v cykle) moze ¢asto zhorsit zlozitost algoritmu, a preto na to treba mysliet.

Uloha sa da implementovat v Case O(n) aj s konstantnou pamétovou zlozitostou, nepotrebujeme si totiz
pamaétat cely zoznam ceruziek, ale stacia nam iba aktualne dve najdlhsie a celkovy pocet ceruziek.

Listing programu (Python)

n = int(input())
naj, dvanaj = -1, -1
for i in range(n):

k = int(input())

if k > naj:
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dvanaj = naj
naj = k
elif k > dvanaj:

dvanaj = k

print (max (0, min(dvanaj-1, n-2)))

Vasino
2. A sme doma (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prechadzanie poschodiami od z do k (Pocet bodov: 4/8)

evve

pripade, vZdy ked pride na nejaké poschodie (dokopy n-krdt), rozhoduje sa, ¢i cez neho mdze prejst. Rozhodo-
vanie znamena, ze sa pozrie do pola velkosti p, v ktorom st ulozené ¢isla mysteriéznych poschodi, ¢i sa tam
dané poschodie nachddza. Toto overenie mu vzdy trvd O(p) operacii. Ak zisti, Ze sa tam aktudlne poschodie
nenachadza, vie, ze dovtedajsi stuvisly tsek nemysteriéznych poschodi méze zvysit o 1. Inak musi dizku znulovat.
7 takto napoéitanych tsekov si vyberie najdlhsi. Casova zlozitost bude O(n) +n-O(p), ¢o je O(n-p). Pamitova
zlozitost je O(p), nakolko si pamétdme pole mysteriéznych poschodi.

Mysteriézne poschodia v mnozine (Pocet bodov: 6/8)

Postupujeme tak isto ako v predchadzajicom rieSeni, len namiesto ukladania mysteriéznych poschodi do
pola si ich ukladdme do datovej strukttry mnozina. Totiz overenie, ¢i sa v mnozine nachadza nejaky prvok je v
programovacich jazykoch zvycajne implementované ako velmi rychla operacia. Datova struktira set v Pythone
a std: :unordered_set v C4+ tiito operaciu podporuji v O(1). Casova zlozitost teda bude len O(n-1) = O(n).
Pamiétova zlozitost sa nezmenila.

Listing programu (Python)

z, k = map(int, input().split())
p = int(input())

p = set(map(int, input().split()))
t =0
b=20

for i in range(z, k+1):
if i in p:
t =0
else: t += 1
b = max(b, t)

print(b)

Optimalne riesenie (Pocet bodov: 8/8)

Podme teraz vyriesit druhy problém pévodného riesenia, a to, ze prechadzame cez vSetky poschodia. Vsim-
nime si, ze po¢et mysteriéznych poschodi je ovela mensi nez celkovy pocet poschodi. Vyuzime tento fakt v nas
prospech.

Opét mozeme ist zdola nahor. Kedze nemysteriézne poschodia nam cestu nekazia, nemusime sa o ne zaujimat
a mozeme ich preskocit. Aby sme prechadzali mysetriézne poschodia naozaj v poradi zdola nahor, vopred si ich
usporiadame od najmensieho po najvécsie. Dva prvky vedla seba potom znamenaji moznui suvisli dlzku jazdy
vytahom.

Na zjednodusenie implementéacie na tvod tohoto zoznamu pridame z — 1 a na zaver k 4 1. Tieto ¢isla buda
sluzit ako zarazky, aby aj pripadné koncové tiseky poschodi boli z oboch stran ohrani¢ené mysteriéznymi poscho-
diami. Uvedomme si, Ze aj keby jedno z tychto pridanych zarazkovych poschodi bolo uvedené ako mysteriézne
na vstupe, fungovanie programu nam to nepokazi.
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Kazdy suvisly bezproblémovy tsek je teraz ohraniceny dvoma, v nasom poli susednymi, mysteriéznymi po-
schodiami. Kedze chcem najst najdlhsi tsek, porovnavame kazdé dve susedné mysterdzne poschodia a zapisujeme
si najvacsi rozdiel, ktory kedy nameriame. Odpoved vypiseme.

Rychle triediace algoritmy ako napriklad quicksort alebo mergesort maju pre n prvkov casova zlozitost
O(nlogn). My samozrejme pouZijeme vstavané triediace algoritmy naSich jazykov, ktoré maji rovnaku ca-
sovi zlozitost. Jedno prejdenie a porovnanie susedov trvd O(p), ¢o je zanedbatelné v porovnani s ndro¢nejsiou
operdciou triedenia. Celkovd ¢asovd zloZitost je teda O(plogp) — n sa ndm zmenilo na p, avSak pribudol ndm
logaritmus (ale nezifajte, vieme sa ho zbavit!).

Pamitova zlozitost stéle zostava O(p), lebo rovnako ako v prvom rieseni si udrziavame mysteriézne poschodia
v poli dizky p.

Kéd

Listing programu (Python)

def solve(z,k,poschodia):
poschodia = [z - 1] + sorted(poschodia) + [k + 1]

maximalny_rozdiel = O
for i in range(l, len(poschodia)):

maximalny_rozdiel = max(poschodial[i] - poschodiali - 1] - 1, maximalny_rozdiel)
return maximalny_rozdiel
z,k = input().split()
x = input()
nums = input().split()

poschodia = [int(i) for i in nums]

print(solve(int(z), int(k), poschodia))

Riesenie v idedlnom svete (Pocet bodov: 8/8)

Pre isté Specidlne pripady vstupov existuji aj rychlejSie sposoby usporiadavania prvkov ako v O(plogp).
Napriklad ak mame usporiadavat celé ¢isla v urcenom rozsahu, mézeme pouzit algoritmus bucket sort, ktory
to dokdze v ¢ase O(p). Viac o bucket sorte si mozes preéitat napriklad tu, na wiki'. S jeho pouZitim vyrieSime
problém logaritmu a dostdvame optimélnu ¢asovi aj pamétova zlozitost O(p) (lepsia nemdze byt kvoli velkosti
vstupu).

Ak si pouzil bucket sort, velmi pravdepodobne si ale zistil, ze kod ti bezal pomalsie nez s pouzitim vstavaného
sortu. To je normdlne (Standardné kniZnica sa pordza tazko) a stédle od nés dostdva$ extra pochvalu.

Filip Sivicek
3. Stankova dilema (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Bruteforce

Bruteforce sa viacsinou robi tak, ze vysktusame vsetky moznosti. Kedze mame zistit, kolko dvojic predmetov
je podobnejsich ako rozdielnejsich, staci vyskusat kazdu dvojicu a spravit pre ne XOR a AND. Ked bude ich
XOR vacsi ako ich AND, zapamétame si to. VSetkych dvojic je (Z) To znamend, Ze toto riesenie ma casovi
zlozitost O(n?). Pamétovi zlozitost ma O(n), pretoZe si potrebujeme zapamitat vsetky &sla zo vstupu, aby
sme ich mohli navzajom porovnat.

'https://cs.wikipedia.org/wiki/P%C5%99ihrY%C3%A1dkov4C3%A9_%C5%99azen’,C3%AD
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Zaujimava myslienka

Dve cisla st podobnejsie ako rozdielnejsie vtedy, ked ich najlavejsi jednotkovy bit je na “rovnakom mieste”
(nasleduje za nim v oboch ¢islach rovnako vela bitov). Majme dve ¢isla v bindrnom tvare 10, o0, _3...0:0p a
1004 o0k _3...00,00, kde k je pocet bitov Cisla a Stvorcek znaci bit. Ich AND je 10g_o[g_3...[0:0g a ich XOR je
00k —20g—3...00:0y. Ocividne plati, 10 _o00g_3...00:0g > 00k ok _3...00:0y. To znamend, Ze si podobnejsie
ako rozdielnejsie. Naopak, ak mame dve ¢isla - 10, _o[g_3...001 0 a 00 _o0k_3...00, Oy, ktoré nemaji najlavejsi
jednotkovy bit na rovnakom mieste, tak ich AND je 00g_o0,_3...00,0y a ich XOR je 10g_o0k_3...0,0.
Ocividne plati, ze 000, _o00,_3...0,0y < 10x_20,_3...00,0y. To znamenad, Ze su rozdielnejsie ako podobnejsie.
7 toho vyplyva, ze nam staci o ¢isle vediet jeho najlavejsi jednotkovy bit aby sme vedeli, kolko ¢isel je s nim
podobnejsich ako rozdielnejsich.

Optimalne riesenie

Vytvorime si pole s velkostou b, kde b je pocet bitov najvic¢sieho ¢isla. V tomto poli si budeme pamétat,
kolko ¢isel s danym najlavejSim bitom sme videli.

Najlavejsi bit ¢isla vieme v C4++ zistif pomocou funkcie __builtin_clz(), ktord spocita pocet nulovych
bitov na zadiatku ¢éisla (v O(1)!). V Pythone zasa mézeme vyuzit funkciu bin (), ktora prevedie ¢islo do bindrnej
sustavy a vrati ho ako string. Poziciu najlavejsieho jednotkého bitu zisime ako len(bin(x)) - 2.

Ked uz mame vstup prejdeny a pole naplnené, zostava nam spocitat pocet dvojic. Vieme, ze Tubovolné dve
¢isla s rovnakym najlavejsim bitom st viac podobné ako rozdielne. Na zistenie poc¢tu dvojic mézeme pouzit
vzorec W, kde n; je ¢islo na i-tom mieste v nasom poli. Alternativne si vieme pocet dvojic pocitat pocas
plnenia pola. Vzdy pred tym, nez zvysime hodnotu pola o jedna k findlnemu vysledku pripoc¢itame tito hodnotu
pola. Zamyslite sa, ze tymto postupom dostaneme rovnaky vysledok.

Casové zlozitost riesenia je O(bn) a pamitova je O(b). Ale kedze b je vo vietkych vstupoch rovnaké a pocet
bitov sa vicsinou ako premennd vynechdva, mozeme povedat, ze Casovd zlozitost je O(n) a pamétova je O(1).

Listing programu (Python)

int (input )
map(int, input().split())

[0 for _ in range(32)]

res = 0

el
1]

for x in v:
for i in range(31, -1, -1):
if (x & (1 << 1)) !'= O:
res += p[il
plil += 1
break

print(res)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
long long n, res = 0;
cin >> n;
vector<int> p(35, 0);
for (int i = 0; i < n; i++) {
int x;
cin >> x;

res += p[__builtin_clz(x)]++;
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cout << res << '\n';

}
. Marianka
4. Skolské pomocky (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Bruteforce

Najjednoduchsie riesenie tejto tlohy je vyskusaf kazdi kombindciu pomdcok, ktora Petko vie v obchode
néajst. Pre prva sadu je to jednoduché, pretoze vysktsame kazdi dvojicu pomdcok typu 1 a 2, a vyberieme
dvojicu, ktord sa zmesti do rozpoctu a ma najvyssiu kvalitu. Pre druht sadu je takéto rieSenie pomalé a stacit
nebude.

Pre tretiu sadu vieme pouzit rovnaky princip — vyskisat kazdi kombindciu pomocok. Bude to vsak fazsie
ako pri prvej sade, lebo mame rozny pocet typov. Takéto nieco vieme pomerne v pohode vyriesit rekurzivnym
DFS prehladavanim vSetkych moznosti. Pre stvrtu sadu je takéto riesenie pomalé.

RychlejSie riesenie pre dva typy

Pozrime sa na trochu lepsie rieSenie, ktoré prejde cez druhti sadu. Nase riesenie bude pocitat s tym, ze si iba
dva typy pomdcok. Pomdcky si rozdelime do dvoch poli podla ich typov a tieto polia zoradime podla kvality. Nas
program pojde zozadu oboch poli a bude sa snazit kupovat najkvalitnejsie pomocky. Vezmeme najkvalitnejsiu
pomoécku z jedného typu a dame ju do paru s najlacnejSou pomdckou druhého typu, ktora ma aspon taka kvalitu
ako ta najkvalitnejsia z prvého typu.

Najlacnejsiu pomocku s aspon takou kvalitou vieme najst jednoducho. Péjdeme zozadu pola druhého typu
cez vsetky pomodcky, ktoré su vicsie alebo rovné kvalite prvej pomdcky a zistime, ktord je najlacnejsia. Ked sa
v poli prvého typu posunieme o jednu pomdcku dolava, nemusime v druhom poli zacinat znova od konca. Staci
pokradovat od miesta kde sme naposledy prestali (premyslite si preco). Tento pristup sa nazyva dvaja beZci.
Alternativne, kedze sme si polia utriedili, mozeme, bez zhorSenia casovej zlozitosti, pomocky v druhom poli
binarne vyhladévat.

Ak je cena tejto dvojice pomocok vyssia ako je rozpocet, tak musime hladat dalej. Takéto rieSenie ma casovi
zlozitost O(nlog(n) + n). Avsak, toto riesenie prejde iba cez prvé dve sady. My potrebujeme rieSenie, ktoré
pocita s tym, ze pocet typov pomocok je variabilny.

Ak nevieme prist na vzorové riesenie, ale chceme maximaizovat nas poc¢et bodov. Vieme skombinovat toto
rieSenie a bruteforce pre ¢t > 2 a ziskat body za prvé tri sady. Samozrejme treba davat pozor, ktoré riesenie
pouzivame pri akej sade.

Vzorové riesenie

Ulohu vyriesime pomocou bindrneho vyhladévania, ktoré ndm pomdze najst najvyssiu kvalitu pomocok za
cenu, ktor1 si vie Petko dovolit. Binarne vyhladdme kvalitu k, ktora Spiﬁa nase poziadavky. Ak chceme dosiahnit
aspon kvalitu k, tak sa pre kazdy typ pomocky pokusime najst najlacnejSiu pomécku, ktora mé aspon kvalitu k.
Ak je sucet tychto najlacnejsich pomdcok vacsi ako pocet penazi, tak musime hladat dalej a skisime mensie k.
Ak je sucet pomocok mensi alebo rovny ako pocet penazi, tak sme nasli jedno mozné riesenie, ale stéle chceme
pokracovat dalej a vyskusat vicsie k. Pokracujeme az kym sa ndm nemint moznosti. V takom pripade sme
bud nasli najvyssiu kvalitu pomocok, ktora si vie Petko dovolit, alebo sme zistili, ze také pomocky neexistuja.
Riesenie méa ¢asovu zlozitost O(nlog(n) + n).

Existuje este dalSie riesenie, ktoré je zovSeobecnenim rychleho rieSenia pre dva typy. Pomocky si zoradime
podla kvality. Pouzijeme tplne ten isty pristup ako pri dvoch typoch — pozerieme sa na pomdcku z nejakého
typu a snazime sa najst stucet najlacnejsich pomocok vsetkych zvysnych typov, ktoré maji aspon taku kvalitu.
Avsak, toto hladanie musime robit v O(1). Ak spravime nieCo ako techniku ¢ bezcov, tak si ndm staci tento
stcet aktualizovat pri posune bezca. Takéto rieSenie mé c¢asovi zlozitost O(nlog(n)). Ak to chceme este tiplne
vyhrotit, tak na zoradenie poli mézeme pouzit bucketsort a tak bude mat naSe rieSenie ¢asovi zlozitost O(n).
Detaily si mozete pozriet v kdde.

Listing programu (Python)

def pc(a, v):
best = -1

for x in a:
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if x["v"] >= v:
if best == -1:
best = x["p"]
else:
best = min(best, x["p"])

return best

def ok(a, k, q, money):
sm = 0
for t in range(k):
price = pc(altl, q)
if price == -1:
return False
sm += price

return sm <= money
t, n, m = map(int, input().split())
[1ist() for _ in range(t)]

b=20

for i in range(n):

»
]

it, ip, iv = map(int, input().split())
alit - 1] .append({"p": ip, "v": iv})
b = max(b, iv)

lo, hi = 0, b + 1

while hi - lo > 1:
mid = (hi + lo) // 2
if ok(a, t, mid, m):

lo = mid
else:

hi = mid
print(lo)

Listing programu (Python)

# BUCKET sort the items by quality, then search items from the best quality
# Time complezity: O0(n)

INF = 10 **x 12

n_typov, n_pomocok, vreckove = map(int, input().split())

kvalitove_pomocky = [[] for _ in range(5 * n_pomocok + 1)]

vstup = (map(int, input().split()) for _ in range(n_pomocok))

for typ, cena, kvalita in vstup:

kvalitove_pomocky[kvalital .append((cena, typ - 1))

chyba_typov = n_typov
sucet_cien = 0

min_ceny = [INF] * n_typov

for kvalita in range(5 * n_pomocok, -1, -1):
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for cena, typ in kvalitove_pomocky[kvalita]:
if min_ceny[typ] == INF:
sucet_cien += cena
min_ceny[typ] = cena
chyba_typov -= 1
elif cena < min_ceny[typ]:
sucet_cien += cena - min_ceny[typ]

min_ceny[typ] = cena

if chyba_typov == 0 and sucet_cien <= vreckove:
print (kvalita)
exit ()
print (0)
Merlin
5. Koho este nepoznam? (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Bruteforce

V prvej sade st limity celkom malé, teda si m6zeme dovolit vygenerovat vsetky mozné vysledné plany Matfyzu
a nasledne zistif, ¢i aspon jeden z nich vyhovuje zadaniu. Na takéto generovanie moézeme pouzit napriklad
techniku bitmasiek, kde si vygenerujeme postupne vsetky n - m bitové ¢isla a podla nich vygenerujeme zabrany.
Ak je nejaky bit 1, tak na dané miesto v pldne Matfyzu ddme zdbranu (ak sa to teda d4), inak ju tam neddme.
Potom nam uz len zostava skontrolovat podmienky zo zadania.

Pre kazdého Matfyzéka z jeho pozicie mozeme spustit prehladévanie do Sirky? (alebo aj do hibky?). Ak
sa tymto prehladdavanim dostaneme do pravého dolného rohu Matfyzu, tak sa vedia dostat von. Podobne to
spravime aj pre kazdého FIITaka. Ak sa kazdy Matfyzak a ziaden FIITak dokaze dostat von, tak sme nasli
spravne riesenie, inak je aktualne riesenie nespravne. Pre kazdého c¢loveka potrebujeme spustit prehladévanie,
ktoré mé Casovi zlozitost O(n - m). Ludi ale mdze byt az n - m, teda Casova zlozitost kontroly jedného planu
je O(n? - m?). Kedze vsetkych podmnoZin n - m prvkovej mnoziny je 2™, tak celkova ¢asova zloZitost je
O(n? -m?.2mm),

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

vector<int> dx{0, 0, 1, -1}, dy{i, -1, 0, 0};

int main(){
int n,m;cin>>n>>m;
vector<string> mapa(n);
for(string &riadok : mapa)
cin>>riadok;
// zisti, ci je policko v mriezke

auto v_mriezke = [&](int x,int y){return x < m && x >= 0 & y < n && y >= 0;};

// z vyplnenej tabulky zisti, ci je podla zadania spravna
auto check = [&](vector<string> &tmp_mapa){
for(int start_y = O;start_y < n;start_y++){

for(int start_x = O;start_x < m;start_x++){

char policko = tmp_mapal[start_y] [start_x];

2https://www.ksp.sk/kucharka/bfs/
Shttps://www.ksp.sk/kucharka/dfs/
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if (policko != 'M' && policko != 'F')
continue;
bool dostanem_sa_von = false;
vector<vector<int>> preskumane(n,vector<int>(m,false));
queue<pair<int,int>> q;
q.push({start_y,start_x});
while(!q.empty()){
int x,y;
tie(y,x) = q.front();
q.popQ);
if (preskumane[y] [x] tmp_mapaly][x] == '#')
continue;
preskumane [y] [x] = true;
if(x == m-1 && y == n-1)
dostanem_sa_von = true;
for(int smer = O;smer < 4;smer++)q{
int x2 = x + dx[smer],y2 = y + dy[smer];
if (v_mriezke(x2,y2) && !preskumane[y2][x2])
q.push({y2,x2});

}
// ak sa vie FIITak dostat von alebo sa matfyzan nevie dostat wvon
// tak mame nmespravne riesenie
if ((!dostanem_sa_von && policko == 'M')
(dostanem_sa_von && policko == 'F'))

return false;

}

return true;

};

for(int mask = O;mask < 1<<(n*m) ;mask++){
vector<string> tmp_mapa = mapa;
for(int y = 0;y < n;y++){
for(int x = 0;x < m;x++){
if (mask & 1<<(y*m + x) && mapaly][x] == '."){
tmp_mapaly] [x] = '#';

}
if (check (tmp_mapa)){
cout << "Plan uspesny\n";
for(string r : tmp_mapa)
cout << r << "\n";

return 0;

}

cout << "Neda sa\n";

Ako lepSie zablokovat FlITakov?

Ako prvé si mozeme vs$imnit, ze ak ma byt plan Uspesny, tak vo vyslednom plane Matfyzu neméze existovat
nezablokovand cesta medzi FIITakom a Matfyzakom. Ak by také existovala, tak FIITak pride za Matfyzakom

https://ksp.sk/ strana 8 z 28
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a od teraz ho bude len nasledovat. Potom sa bud nevie dostat Matfyzak von z budovy alebo sa FIITak dokaze
dostat z budovy. Teda aspon jedna z podmienok zo zadania nebude splnena. Teda ak sa na zaciatku vedla seba
nachadza nejaky FIITak a Matfyzdk, tak rieSenie urcite neexistuje.

Skisme sa teraz zamyslief nad tym, ako zabranit FIITakom dostat sa von z budovy. Povedzme, Ze to spravime
najjednoduch$im sposobom, akym to ide a vSetky 4 policka okolo kazdého FIITéka zablokujeme (ak sa tam
uz nieco nenachddza). Takto od seba oddelime FIITdkov od Matfyzakov (ak nejaki nezaéinali vedla seba) a
zablokujeme im vychod zo skoly.

N&jst takymto spdsobom zétarasy mé Casovu zlozitost O(n - m), lebo staéi raz prejst celt tabulku.

Kontrolovat rieSenie mézeme rovnakym sposobom, ako v bruteforce riesSeni. Vysledna casova zlozitost potom
bude O(n? - m?), ¢o sta¢i na prejdenie prvych 2 a7 3 sid.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
#define f first

#define s second

vector<int> dx{0, 0, 1, -1}, dy{1, -1, 0, 0};

int main() {
int n, m;
cin >> n >> m;
vector<string> mapa(n);
for (auto &riadok: mapa)

cin >> riadok;

auto v_mriezke = [&](int x, int y) { return x >= 0 & x < m && y >= 0 & y < n; };

// obkolesenie FIITakov
for (int y = 0; y < n; y++) {
for (int x = 0; x < m; x++) {
if (mapalyl[x] !'= 'F')
continue;
for (int smer = 0; smer < 4; smer++) {
int x2 = x + dx[smer], y2 = y + dy[smer];
if (!v_mriezke(x2, y2))

continue;

if (mapaly2] [x2] == 'M') {
cout << "Neda sa\n";
return 0;

} else if (mapaly2][x2] '= 'F')

mapa[y2] [x2] = '#';

// pomocou BFS zistime, ci sa vie dany clovek dostat von
for (int start_y = 0; start_y < n; start_y++)
for (int start_x = 0; start_x < m; start_x++) {
if (mapalstart_y][start_x] == 'F' mapalstart_y][start_x] == 'M') {
bool dostanem_sa_von = false;

vector<vector<int>> preskumane(n, vector<int>(m, false));

queue<pair<int, int>> q;
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q.push({start_y, start_x1});
while (!q.empty()) {
int y, x; tie(y, x) = q.front(); q.popQ);
if (preskumane[y] [x] mapaly][x] == '#')
continue;
if (y==n-1& x ==m- 1) { // dokazeme sa dostat k vychodu
dostanem_sa_von = true;
break;
}
preskumane [y] [x] = true;
for (int smer = 0; smer < 4; smer++) {
int x2 = x + dx[smer], y2 = y + dyl[smer];
// prehladavame len ak sa nachadzame v mriezke
if (v_mriezke(x2, y2) && !preskumane[y2][x2])
q.push({y2, x2});

}

}

if ((mapal[start_y][start_x] == 'F' && dostanem_sa_von)
(mapa[start_y] [start_x] == 'M' && 'dostanem_sa_von)) {
cout << "Neda sa\n";
return O;

}

}
cout << "Plan uspesny\n";
for (auto &riadok: mapa)

cout << riadok << "\n";

Preco toto funguje?

Predstavme si, ze sme takto obkolesili kazdého FIITéaka, teda sa ziaden z nich nedokéaze dostat von. Teda ak
nie je nase rieSenie spravne, tak sme museli zablokovat aspon jedného z Matfyzdkov (takého, ktory sa predtym
vedel dostat von). Ak by sme chceli tohto Matfyzdka odblokovat, tak musime aspon jednu zo zabran, ku ktorej
sa tento Matfyzdk vie dostat odstranit, aby mohol prejst dalej. Potom ale urcite existuje nezablokovana cesta
medzi FIITakom a Matfyzakom, lebo nami pridané zabrany susedia priamo z FIITakmi. Teda rieSenie by aj tak
neexistovalo.

Optimalne rieSenie

Zistovanie, ¢i je dané riesenie spravne, je zatial prili§ pomalé. Ako by sa teda dalo zrychlit? Asi by bolo
treba spustat len jedno prehladavanie. Spravime to teda opac¢ne a prehladavanie spustime z pravého dolného
rohu Matfyzu. Pocas tohto prehladéavania budeme pocitat, na kolko Matfyzakov sme zatial narazili. Kedze sa
dé dostat z vychodu k danému Matfyzakovi, tak sa da aj od toho Matfyzdka dostat k vychodu. Teda staci
len porovnat celkovy pocet Matfyzakov na zaciatku s poc¢tom Matfyzdkov, ktorych sme presli pri prehladdvani.
KedZe spustame uz len jedno prehladdvanie, tak toto rieSenie uz bude mat ¢asovi zlozitost O(n-m) a pamétovi
zlozitost O(n - m), teda by malo dostat 8 bodov.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
#define f first

#define s second

https://ksp.sk/ strana 10 z 28
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vector<int> dx{0, 0, 1, -1}, dy{1i, -1, 0, 0};
int main() {

int n, m;

cin >> n >> m;

vector<string> mapa(n);

for (auto &riadok: mapa)

cin >> riadok;

auto v_mriezke = [&](int x, int y) { return x >= 0 & x <m && y >= 0 && y < n; };

// obkolesenie FIITakov a spocitantie poctu Matfyzakov
int pocet_matfyzakov = O;
for (int y = 0; y < n; y++) {
for (int x = 0; x < m; x++) {
if (mapalyl[x] == 'F') {
for (int smer = 0; smer < 4; smer++) {
int x2 = x + dx[smer], y2 = y + dyl[smer];
if (!v_mriezke(x2, y2))
continue;
if (mapaly2][x2] == 'M') {
cout << "Neda sa\n";
return 0O;
} else if (mapaly2][x2] != 'F')
mapal[y2] [x2] = '#';
}
} else if (mapalyl[x] == 'M')

pocet_matfyzakov++;

// BFS z wychodu
int dosiahnutelni_matfyzaci = 0;
vector<vector<int>> preskumane(n, vector<int>(m, false));
queue<pair<int, int>> q;
g.push({n - 1, m - 1});
while (!q.empty()) {
int y, x; tie(y, x) = q.front(); q.pop(Q);
if (preskumanel[y] [x] mapaly][x] == '#')
continue;
preskumane [y] [x] = true;
if (mapaly][x] == 'M')
dosiahnutelni_matfyzaci++;
for (int smer = 0; smer < 4; smer++) {
int x2 = x + dx[smer], y2 = y + dyl[smer];
// prehladavame len ak sa nachadzame v mriezke
if (v_mriezke(x2, y2) && !preskumane[y2][x2])
q.push({y2, x2});

if (dosiahnutelni_matfyzaci != pocet_matfyzakov)
cout << "Neda sa\n";
else {
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cout << "Plan uspesny\n";
for (auto &riadok: mapa)
cout << riadok << "\n";

Listing programu (Python)

#!/usr/bin/env python3

from collections import deque

map(int, input().split())
[list(input()) for

n, m

mapa in range(n)]

# pomocne polia na jednoduchsie hladanie susedov daneho policka
dx = (O: O, 19 _1)
dy = (1, -1, 0, 0)

# pomocna funkcia na zistenie, ct je dane policko vnutry mriezky
def v_mriezke(x: int, y: int):

return 0 <= x <mn and 0 <=y < m

# obkolesenie FIITakov a spocitanie poctu Matfyzakov
pocet_matfyzakov = O
for y in range(n):
for x in range(m):
if mapaly] [x] == "F":
for smer in range(4):
x2, y2 = x + dx[smer], y + dy[smer]
if not v_mriezke(y2, x2):
continue
if mapaly2] [x2] == "M":
# ak je vedla seba Matfyzak a FIITak, tak Tiesenie neexistuje
print("Neda sa")
quit ()
elif mapaly2] [x2] != "F":
# treba si dat pozor, aby sme nedali zabranu na policko s FIITakom
mapa[y2] [x2] = "#"
elif mapaly] [x] == "M":
pocet_matfyzakov += 1

# pustime BFS z wychodu
dosiahnutelni_matfyzaci = 0

preskumane = [[0] * m for _ in range(n)]
fronta = deque([(n - 1, m - 1)])

while fronta:
y, x = fronta.popleft()
if preskumane[y] [x] or mapaly][x] == "#":

continue
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preskumane [y] [x] = 1

if mapaly] [x] == "M":
dosiahnutelni_matfyzaci += 1

for smer in range(4):
x2, y2 = x + dx[smer], y + dy[smer]
if v_mriezke(y2, x2):

fronta.append((y2, x2))

if dosiahnutelni_matfyzaci != pocet_matfyzakov:
print("Neda sa")

else:
print("Plan uspesny")
for riadok in mapa:

print("".join(riadok))

Iné zaujimavé rieSenie

Mbobzeme si vsimnut, ze to, ako mé vyzerat nejaky riadok vo vysledku je jednoznacne urcené tym, ako vyzera
riadok nad nim a riadok pod nim. Teda zistit, kde chceme pridat v aktudlnom riadku zabrany je pomerne
jednoduché. Zaujimavejsi problém je ale zistit, ¢i je toto vyplnenie spravne alebo nie, ak mame k dispozicii len 3
po sebe idtce riadky. Rozdelme si policka do komponentov tak, ze z kazdého policka v komponente sa da dostat
do kazdého iného v tom komponente. Potom si pre kazdy riadok stac¢i pamétat, ktoré policko patri do ktorého
komponentu a kolko Matfyzékov sa nachidzaz v ktorom komponente. Aby bolo rieSenie spravne, tak komponent
obsahujuci vychod z Matfyzu musi obsahovat vSetkych Matfyzikov. Ostava nadm uz len dopocitat z toho, ako
vyzeraju komponenty v predoslom riadku to, ako maji vyzeraf v aktualnom. Komponenty si budeme pamétat v
détovej Struktire UnionFind, v ktorej vieme v ¢ase O(«(n)) zistit, v ktorom komponente je prvok alebo spojit 2
komponenty. (kde a(n) je inverznd Ackermannova funkcia®, ktora je pre Tubovolné rozumne predstavitelné ¢sla
mensia ako 5) Ak sa na policku ¢ v aktudlnom riadku nenachddza stena, tak bude v rovnakom komponente,
ako policko i v predoslom riadku. Potom nam uz len stac¢i spojif komponenty susednych policok v aktudlnom
riadku a pridat Matfyzdkov ku komponentom, do ktorych patria.

Ulohu teda vyriesime v dvoch prechodoch. V prvom zistime pomocou vyssie uvedeného algoritmu, ¢ riedenie
existuje a ak hej, tak ho v druhom prechode ndjdeme a vypiseme. Toto rieSenie ma sice zanedbatelne horsiu
Casovu zloZitost O(a(m) - n - m), ale okrem vstupu si musi pamétat len O(m) paméte navySe. A hlavne, ak by
ako vystup stacilo iba uréit tspesnost planu (kedze vysledny plan je trividlne skonstruovat), postacoval by nam
jeden prechod a paméitova zlozitost by bola iba O(m).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
#define len(z) ((int) (z.size()))

// The time complexity is O(Row*Col*alpha(Col)).
// Take notice of how we often we use find() and join() in the code:
// The UF trees will be at most just a couple of nodes deep at any given time.

// The running time is in our test data between l1z-1.2x of the O(Row*Col) solution.

// negative number parent[z] means root with abs(parent[z]) nodes
// positive number parent[x] means child of parent[z]
struct UF {

vector<int> parent;

vector<int> has_matfyz;

UFO {3

“https://cs.wikipedia.org/wiki/Ackermannova_funkce#Inverzn)C3%AD_funkce
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int find(int x) {
if (parent([x] < 0)
return x;
return parent([x] = find(parent[x]);
}
void join(int x, int y) {
if (x == -1 y == -1)
return;
b4 find(x);
y = find(y);
if (x == y)

return;
if (parent[x] > parent[y])
swap(x, y);
parent [x] += parent[y];
parent[y] = x;
has_matfyz[x] += has_matfyzl[y];
}
void make_root(int x) { // make = root of its tree
int y = find(x);
if (x == y)
return;

parent [x] = parent[yl; // set size

parent[y] = x;
has_matfyz[x] = has_matfyzl[yl;

}

void add(int n) {
parent.resize(len(parent) + n, -1);

has_matfyz.resize(len(parent), 0);

}
};
enum {
EMPTY = O,
WALL = -1,
FIIT = -2,
MATFYZ = -3,
};

void merge(vector<int>& rowl, vector<int>& row2, UF& uf) {
uf .add(len(rowl));
int Col = len(rowl) - 2;
for (int x = 1; x <= Col; x++) { // fill new row
int ui = len(uf.parent) / 2 + x;
uf .parent [ui] = -1;
uf .has_matfyz[ui] = row2[x] == MATFYZ;
if (row2([x] '= WALL)

row2[x] = ui;

for (int x = 1; x <= Col; x++) // merge vertically

uf. join(rowl[x], row2[x]);

for (int x = 1; x <= Col; x++) // merge horizontally
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uf.join(row2([x], row2[x - 1]), uf.join(row2[x], row2[x + 11);

int shift = len(rowl);
for (int i = len(uf.parent) - 1; i > shift; i--) // lets move roots to second row
if (uf.find(i) < shift)
uf .make_root(i);
for (int x = 1; x <= Col; x++) // lets relabel them in preparation for shifting
if (row2([x] '= WALL)
row2[x] = uf.find(row2[x]) - shift;

for (int i = shift; i < len(uf.parent); i++) { // shift uf row2 to rowl
uf .parent[i - shift] = uf.parent[i] < O ? uf.parent[i] : uf.parent[i] - shift;
uf .has_matfyz[i - shift] = uf.has_matfyz[i];

}

uf .parent.resize(len(uf.parent) - shift); // delete uf row2

// wall out empty cells around Fs
bool block_rows(vector<int>& rowl, vector<int>& row2, bool wall_fs) {
int Col = len(rowl) - 2;
for (int x = 1; x <= Col; x++) {
if (row2[x - 1] == FIIT row2[x + 1] == FIIT rowl[x] == FIIT) {
if (row2[x] == 0)
row2[x] = WALL;
else if (row2[x] == MATFYZ) // we would block out MATFYZ
return false;
if (wall_fs && rowl[x] == FIIT) // for simplicity, we replace Fs with walls
rowl[x] = WALL;
¥
if (row2[x] == FIIT) {
if (rowl[x] == 0)
rowl[x] = WALL;
else if (rowl[x] == MATFYZ) // we would block out MATFYZ

return false;

}
}
return true;
X
const string chars = ".#FM";

void char_to_int(vector<char>& row, vector<int>& row2) {
for (int x = 1; x < len(row) - 1; x++)

row2[x] = -chars.find(row[x]);

void print_row(vector<int>& row) {
for (int x = 1; x < len(row) - 1; x++)
cout << chars[-row[x]];

cout << "\n";

int main() {

ios_base::sync_with_stdio(false);
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cin.tie(NULL);

int Row, Col;

cin >> Row >> Col;

// We will read it into memory, but use it in single pass when checking
// and then in single pass when printing
vector<vector<char>> grid(Row + 2, vector<char>(Col + 2, '#'));
for (int y = 1; y <= Row; y++)
for (int x = 1; x <= Col; x++)

cin >> gridl[y] [x];

bool doable = true;
UF uf;
uf.add(Col + 2);
vector<int>
rowl(Col + 2, -1), // domne row
row2(Col + 2, -1), // processing row
row3(Col + 2, -1); // helper row for preparing row2 (because Fs will be walled out in row2)
int matfyz_cnt = O;
for (int y = 1; y <= Row + 1; y++) { // fully walled last row included
string chars = ".#FM";
for (int x = 1; x <= Col; x++) { // anitial fill
row3[x] = -chars.find(gridlyl [x]1); // empty=0, wall=-1, fiit=-2, matf=-3
matfyz_cnt += row3[x] == MATFYZ;
}
doable &= block_rows(row2, row3, true);
if (!doable)

break;

merge (rowl, row2, uf);
rowl = row2;

row2 = row3;

// notice that corner_group can be -1 if corner is wall, but that can be ok if there are no Ms

int corner_group = uf.find(rowl[Col]l);

doable &= (corner_group == -1 7 0 : uf.has_matfyz[corner_group]) == matfyz_cnt;
cout << (doable 7 "Plan uspesny\n" : "Neda sa\n");
if (!doable)

return O;

rowl.assign(Col + 2, -1);
row2.assign(Col + 2, -1);
for (int y = 1; y <= Row + 1; y++) { // same as above, but instead of merging we print
string chars = ".#FM";
for (int x = 1; x <= Col; x++)
row3[x] = -chars.find(grid[y] [x]);

block_rows(row2, row3, false);

rowl = row2;
row2 = row3;
if (y >= 2)
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print_row(rowl) ;

}
}
Jakub Konc
6. OCci velké (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Bruteforce

Najjednoduchsi bruteforce je jednoducho vyskusat vsetky mozné priradenia Studovanych predmetov ku driom
a skontrolovat, ktoré predmety by sme urobili. Toto je vSak samozrejme prili§ pomalé. Casové zlozitost je
O(nD™), kde D = maxd,.

Ako toto vieme zrychlit?

Lepsi bruteforce

Mbzeme si vs§imnuf, ze ked uz raz zacneme studovat nejaky predmet, oplati sa ndm ho cely dostudovat a az
potom zacinat s dalsim.

Predstavme si totiz, ze by v optimalnom rieseni existovala dvojica predmetov A a B, také, ze A sme dokon¢ili
skor ako B, ale este pred jeho dokoncenim sme zacali Studovat B. Tu vidime, ze keby sme najprv dokoncili A,
stdle by sme mali platné riesenie - A by sme dostudovali skor a koniec B by sa nezmenil. Tu teda vidime, Ze
existuje optimélne riesenie, v ktorom kazdy predmet studujeme v jednom kuse.

Toto znamend, ze predmety moézeme vnimat ako suvislé bloky. Zaujima nas teda len to, ktoré predmety sa
rozhodneme Studovat a v akom poradi.

7 tohoto sa nam formuje rychlejsie rieSenie. Vygenerujeme si vSetky podmnoziny predmetov a pre kazdua
z nich vSetky jej permutécie. Pre kazda z nich si skontrolujeme, Ze zo vSetkych predmetoch v nej urobime
skisku. Zo vsetkych, pre ktoré je odpoved ano zoberieme t1 s najviac kreditmi a ta je rieSenim. Podla toho, ako
Sikovne toto implementujeme sa bude ¢asova zlozitost pohybovat medzi O(n!) a O(n?n!), ¢o stéle nepostacuje
na ziskanie bodov.

DalSie pozorovanie

Tu ale prichddza na radu druhé kritické pozorovanie. Dokazme si, ze v optimalnom rieseni budeme predmety
studovat v poradi ich skusok. Keby sme mali predmety A a B kde A m4 termin skér ako B ale B sa ucime
skor ako A, mozeme ich poradie vymenit. A tak dokonc¢ime skor a B vtedy, ¢o pévodne A. To je ale v poriadku,
kedze vieme, ze A mé termin skor ako B. V nasledujucich rieseniach si teda predmety na zaciatku zoradime a
tym padom nam vypadava nutnost riesit v akom poradi ich budeme Studovat.

A tu sa ndm pomerne priamociaro rodi dalSie riesenie. Prejdeme si vsetkymi podmnozinami predmetov a
pre kazdu skontrolujeme, ¢i dokazeme vSetky jej predmety urobit. Takéto rieSenie ma casovi zlozitost okolo
O(n2™) a po jeho odovzdani sme odmeneni dvoma bodmi.

Dynamika

A v tomto bode uz skiiseného KSP-c¢kara neprekvapi, ze optimédlnym rieSenim bude dynamické programo-
vanie.

Zamyslime sa teda, ¢o by sme chceli mat ako stav tejto dynamiky. Kedze ideme robit dynamiku, budeme
mat nejaké malé podproblémy a budeme ich rozsirovat na vécsie. Teda, aby sme vedeli, ¢i vieme do riesenia
pridat nejaky predmet budeme potrebovat skontrolovat ¢i by sme ho vobec stihali, a teda v stave urcite budeme
potrebovat mat pocet dni zatial stravenych stidiom j. Tiez sa vsak potrebujeme uistit, ze predmet do jedného
rieSenia nepridame dvakrét, tak si pamétajme aj posledny studovany predmet i. Ak i = 0, znamenad to, Ze sme
ziadny predmet eSte nevybrali.

Pre i = 0 je riesenie jasné - ziadne kredity ziskaf nevieme. Ako teraz spoc¢itame hodnoty stavov s nejakym
1 > 1 ak vieme riesenia pre vSetky stavy s mensim 7 Najprv si skontrolujeme, ¢i by sme takto vobec predmet
dostudovali pred skuskou, teda ¢i j < d;. Ak nie, hodnota stavu je samozrejme 0. Inak si prejdeme vsetkymi
moznymi predoslymi predmetmi a zoberieme najlepsiu moznost - dpli][j] = maxo<z<;—1 dp[z][j — ;] + k;. Toto
nam déva ¢asovi zlozitost O(n%D), ¢o je dostato¢ne rychle na ziskanie Siestich bodov.

Optimalne rieSenie
Optimalizacia, ktorda ndm ziska posledné dva body je pomerne jednoduchd a podoba sa klasickému 0-1
knapsacku. Prestanme vynucovat, ze i je posledny predmet — nech len hovori, Ze ziadny predmet po nom
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sme uz nepouzili. Toto ale znamena, ze pri prechode nebudeme musiet prechddzat vsetky x mensie ako i, ale
len © = i — 1, pretoze vSetky ostatné v fiom budi zahrnuté. Novy prechod tak bude jednoducho dpl[i][j] =
max(dp[i — 1][],dp[i — 1][j — ;] + ki) ak j < d;, inak proste dp[i — 1][j] . Toto ndm déva ¢asovi aj pamétovi
zlozitost O(nlogn 4+ nD). Moézeme si vsak vSimnit, Ze pri poéitani stavov s i potrebujeme len stav i — 1, ¢o
znamens, ze ostatné vieme postupne zahadzovat a tak mat pamétovi zlozitost O(n + D).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

struct Predmet {

int k, d, t;

Predmet (int ki, int di, int ti) : k(ki), d(di), t(ti) {}
};

int main() {
int n;

cin >> n;

vector<Predmet> predmety;

for (dnt i = 0; i < n; i++) {
int ki, di, ti;
cin >> ki >> di >> ti;
predmety.push_back(Predmet (ki, di, ti));

// predmety zoradime podla di
sort (predmety.begin(), predmety.end(),
[] (Predmet a, Predmet b) { return a.d < b.d; });

int D = 0;
for (auto i : predmety) D = max(D, i.d);

vector<int> dp(D + 1, 0);

for (int i = 0; i < n; i++) {
vector<int> new_dp(D + 1, 0); // spravime si novy vektor, aby sme
// nepouzili jeden predmet dvakrat
for (int t = 0; t <= D; t++) {
int zaciatok = t - predmety[i].t;
if (t > predmety[i].d =zaciatok < 0) {
new_dp[t] = dpl[t];
} else {
new_dp[t] = max(dp[t], dplzaciatok] + predmety[i].k);

}
dp = new_dp;
}
int res = 0;
// riesenim je mazimum celej tabulky
for (auto i : dp) res = max(res, i);

cout << res << endl;
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7. Logistika usadenia (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Trocha netradi¢ne si najprv popiseme vzorové rieSenie a az potom pomalsie riesenie. Pomalsie rieSenie navyse
funguje aj na vSeobecnejsiu tlohu, takze aj ked uz viete vzorak, moze byt pre vés stile zaujimavé.

Vzorové rieSenie

Mame popisané nejaké pravidlo, ktoré vravi ze nemoze byt zaroven obsadena aj stolicka A aj stolicka B, ak
A a B st v susednych stipcoch a v rovnakych alebo susednych radoch.

V zadani je to napisane trocha inak, ale vyznam je rovnaky. A vSimnime si, ze formulécia v tomto odseku je
viac ocividne symetrickd, ak vo vete vymenime “A” a “B” tak sa nezmeni vyznam. Symetria je dolezité, pretoze,
ked si triedu pred predstavime ako graf — dobré stolicky st vrcholy grafu a susedné stolicky, ktorych obsadenie
sa navzajom vylucuje, si hrany grafu — tak dostaneme jednoduchy neorientovany graf.
préave napadlo rieSenie.). Bipartitny graf je taky, ktory nemd cyklus neparnej dizky.

No a zistit, kolko najviac deti vieme usadit do triedy je ekvivalentné tomu, kolko najviac vrcholov v grafe
vieme ofarbit zelenou farbou tak, aby Ziadne dva susedné vrcholy neboli ofarbené (zelené vrcholy = obsadené
stoli¢ky). Este trochu formélnejsie napisané, chceme vybrat najvaésiu mnozinu vrcholov S tak, aby Ziadne dva
vrcholy v S neboli susedné.

Toto je uz znamy grafovy problém, ktory sa vold “Najvacsia nezdvisla mnozina”, a ktory sa v bipartitnych
grafoch riesi pomerne Tahko.

Vzorové riesenie tohto problému néjdete v nasej kucharke®, najskor sa potrebujete prehryzt cez “Maximélne
pérenie v bipartitnom grafe” a z neho sa d& potom spocitat aj najvicsia nezavisla mnozina. Vsetko je tam pekne
popisané, ja osobne najviac odporic¢am Hopcroftov-Karpov algoritmus, lebo mé velmi jednoduchu a efektivnu
implementéciu, ked viete ako na to (ak neviete, pozrite kod nizsie).

Vo vSeobecnosti mé tento algoritmus ¢asovi zlozitost O(EV/V), kde E je pocet hran a V pocet vrcholov.
V nasom pripade mame O(mn) hran a O(mn) vrcholov, takze zlozitost je O((mn)!-%). Pamitova zloZitost je
O(mn).

Listing programu (Python)

import sys

sys.setrecursionlimit (40234)

m, n = [int(x) for x in input().split()]

grid = [input() for _ in range(m)]

[[None for _ in range(n)] for _ in range(m)]

pair _
# Returns True if found an augmenting path from (i, j)
# and updates the matching if such path was found
def find_improvement(i: int, j: int) -> bool:
visited[i] [j] = True # only needed for calculating maz_IS
for ii in (i - 1, i, 1 + 1):
for jj in (j - 1, j + 1):
if (
0 <=14di <m
and 0 <= jj < n
and grid[ii][jj] == "."
and not visited[ii] [jj]

visited[ii] [jj] = True

if pair([ii] [jj] is None:

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/parenie/%22
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pair[iil [jj]1 = (1, )

pair[il[j]1 = (ii, jj)

return True

else:

mi, mj = pair([iil [jj]

if find_improvement (mi, mj):
pair[iil[jj] = (i, j)
pair[i] [j] = (ii, jj)
return True

return False

# Find mazimum matching using Simplified Hopcroft-Karp.
# In each round we find "mazimal disjoint set of augmenting paths”.
# Note the set does mot meed to be maximum in size.
improved = True
while improved:

improved = False

visited = [[0 for _ in range(n)] for _ in range(m)]

for i in range(m):

for j in range(0, n, 2):
if grid[i][j] == "." and pair[i] [j] is None:
if find_improvement(i, j):

improved = True

# Conventently the last matching pass, found all visited vertices needed to calculate maz_IS
max_is = 0
for i in range(m):
for j in range(n):
if grid[i][j] == ".":
max_is += (j % 2) = visited[i] [j]

print (max_is)

Pomalsie riesenie — dynamické programovanie

Ale ¢o mém ja robit, ked som nikdy nepocul o bipartitnych grafoch a nezdvislych mnozinach? V tejto casti si
ukéazeme pomalsie riesenie, ktoré neuvazuje probléme ako o grafe a navyse by fungovalo, aj keby dany graf nebol
bipartitny. (Napriklad, keby sa nebolo mozné sediet vedla nikoho vo vSetkych désmych smeroch, alebo keby iba
nebolo mozné sediet na pozicii (x, y), ak je obsadené lubovolné z policok {(z—1,y—1), (z—1,y—2),(x,y—3)}.)

Dalo by sa zacat oby¢ajnym bruteforcom, postupne prechédzame policka po stipcoch. Ak sa na dané policko
neda posadit (lebo je pokazené, alebo je obsadené niektoré z lavych susedov) musime nechat policko volné, v
opacnom pripade vyskasame obe moznosti obsadenia. Toto riesenie by v najhorsom pripade sktsalo dokopy 2"
moznosti, ale dokdzeme ho zlepsit memoizaciou ¢i prerobenim na dynamické programovanie.

KlItucové pozorovanie je, ze ked uz sme spracovali k poli¢ok, obsadenost policok [0..k —m) uz nebude ovplyv-
novat, ktoré budtce policka mozeme alebo nemdzeme obsadit neskor.

Len pre ilustraciu si predstavme, ze mame triedu s m = 5 radmi:

Ked sme spracovali prvych 47 poli¢ok (oznacené ? a A), tak policka oznacené 7 uz nezasahuju do toho, kto
moze sediet na polickach oznacenych -.
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Ak sa chceme posunut v dynamickom programovani o policko dalej, vid druhy obrazok, vyskusame vsetkych
2+ moznosti, ako mozu vyzerat policka B.

Na odpovedanie otazky “Kolko najviac deti mézeme usadit na prvych k + 1 policok ak zaroven obsadenie
poslednych m + 1 policok zodpoveda bindrnemu retazcu B?” nam staci poznat uz spocitané odpovede pre k
policok a vSetky mozné binarne retazce A diiky m+ 1.

Domyslenie detailov nechame na Citatela ako cvicenie, pri implementécii pouzijeme bitové operacie na efek-
tivnu pracu s bindrnymi refazcami.

Celkova ¢asovd zlozitost riesenia je O(2™mn), pamétova zloZitost je O(2™), lebo si staéi pamétat len posledné
dve vrstvy (k a k + 1) tabulky dynamického programovania.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
int m, n;
cin >> m >> n;
vector<string> trieda(m);

for (int i = 0; i < m; i++) cin >> triedalil;

int m2 = 1 << (m + 1);
vector<int> ans(m2, 0);
for (int j = 0; j < mn; j++)
for (int i = 0; i < m; i++) {

vector<int> newans(m2, 0);

int check = 1 << (m - 1);
if (i != 0) check = 1 << m;
if (i '=m - 1) check = 1 << (m - 2);

bool free = triedalil[j] == '.';

for (int k = 0; k < m2; k++) {
int shifted = (k << 1) & (m2 - 1);
newans[shifted] = max(newans[shifted], ans[k]);
if (free && !'(k & check)) {

newans [shifted + 1] = max(newans[shifted + 1], ans[k] + 1);

}
ans = move(newans) ;
}
int best = 0;
for (int x : ans) best = max(best, x);

cout << best << "\n";
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Hodobox
8. Ako prezit domace ulohy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

RieSenia na nasu tlohu sa li$ia v tom, kolko prace potrebuji spravit na aktualizdciu trvania domécej tlohy (a
vietkej informécie, ktort potrebuji mat vypocitant, aby rychlo odpovedali na otdzku), a za akych podmienok
to zvladnu.

V prvej sade si vieme dovolit pre kazdu otazku zratat informacie pomaly.

V druhej aj tretej sade si potrebujeme informacie zratat rychlo, no mame to ulahcéené: v druhej sade bude
otazka vzdy rovnaka, a v tretej sade budu otazky rézne, nebudeme vsak musiet aktualizovat trvania tloh.

Na plny podet potom uz musime vediet aktualizovat dizky tloh rychlo, a zdroveii vediet rychlo odpovedat
na vsetky mozné otazky.

Vymienanie tloh

Pri zodpovedani konkrétnej otazky x nas nezaujima konkrétne poradie tloh v zozname, kedze Samo vie
vymiefiat tlohy bezohladu na ich umiestnenie. Relevantné je len to, kolko tloh kazdej dizky 1 az 3 je vramci
prvych x, a kolko vramci zvysku.

Ozbrojen{ tymito Siestimi ¢islami potom vieme zratat najmensi pofet vymen (alebo Ze to nie je mozné)
pazravo: najprv chceme povymienat tlohy dféky 3 za ulohy diiky 1, kedze tieto vymeny zmenia rozdiel suctov
oboch casti zoznamu o 4, a ak to nestaci, povymiename potrebny pocet tloh dfiky 3za2 a2zal.

Ako sa mozeme uistit, ze takdto pazrava stratégia funguje? Zvolime pristup, ktory sa ¢asto hodi pri rieseni
uloh: dokazeme, Ze ak existuje nejaké riesenie, tak ho vieme transformovat na nase paZravé riesenie.

Pozrime sa teda na nejaké riesenie (BUNV je stucet tloh vlavo vacsi ako vpravo). Ak sme v fom nejakd
tlohu vymenili viac ako raz, teda vymenime tlohy a, b a niekedy neskor ¢, a, tak namiesto toho sme mohli rovno
vymenit ¢,b. Désledok je aj to, Zze nikdy nevymenime najprv 3 za 2 a potom 2 za 1. Ak niekedy vymenime 1
za 2 (kratSiu za dlhsiu), musime to nejakou vymenou odé¢init; ak neskor vymenime 2 za 1 alebo 3 za 1, plati
predosla ivaha, inak vieme vymienat len 3 za 2, ¢o sme v8ak mohli aj predtym ( neziskali sme ani 3ku vlavo ani
2ku vpravo navyse), a teda vieme tito vymenu 1,2 a jednu 3,2 vynechat. Podobne vieme ukédzat, Ze nemusime
nikdy vymenit 2 za 3.

7 tychto dvoch pozorovani vieme, ze lubovolné riesenie vieme prepisat na také, v ktorom vymiename len 3
za 1, a bud 3 za 2 alebo 2 za 1 (ale nie oboje). No a ak mdme dve vymeny 3-za-2 (2-za-1), ak mame napravo lku
nazvy$ (nalavo 3ku nazvys), moZeme namiesto toho vymenit 3-za-1. Ak nemdme napravo lku nazvys (nalavo
3ku nazvys), tak naSe rieSenie uz spravilo vSetky vymeny 3-za-1, teda uz bolo pazravé.

Takto sme ukazali, ze lubovolné riesenie ktoré zarovnd trvanie tiloh v oboch castiach zoznamu vieme prepisat
na pazravé, teda pazravy pristup nikdy nesposobi, Ze rieSenie nendjdeme. Zaroven sme to spravili len tym, ze
sme niektoré vymeny pomazali, a tak vidime ze pazravé riesenie spravi menej vymen, ako iné s ktorym zacneme.
Hur&!

Ako nase pazravé riesenie ndjdeme? Pri kazdom druhu vymen (3 za 1, 3 za 2, 2 za 1) si zratame, kolko
vymen moézeme urobit (minimum vyskytov v prvej a druhej ¢asti zoznamu), a kolko ich chceme urobit (rozdiel
trvania oboch Gasti zoznamu, deleno kolko ho vymena zmeni). Nésledne tito vymenu spravime bud kolko krat
mozeme, alebo kolko krat chceme, podla toho ktoré je mensie.

Ak po vykonan{ vymen vSetkych troch typov obe ¢asti nemaji rovnaké trvanie (bud lebo nevychddza parita,
alebo pretoze nevieme nastkat dost dlhych tloh do kratsej ¢asti), odpovieme -1, inak povieme kolko vymen sme
vykonali.

Odportcame si toto zratanie naprogramovat ako osobitni funkciu, ktord potom zavolate s pripravenymi
poctami tloh roznej diiky v oboch castiach zoznamu. Potom mozete vylepSovat to, ako tieto pocty pocas
prepisovania diZzok tloh ziskavate, pre rozne vstupné sady. Dbajte na to, aby vasa funkcia netrvala dlhsie, ak st
pocty tloh vyssie - mala by vSetko zratat v O(1).

Listing programu (C++)

// Al[i] je pocet uloh dlzky % vlavo, B[i] wvpravo
int zrataj_vymeny(vector<int> A, vector<int> B) {
int rozdiel = A[1] - B[1] + 2 * (A[2] - B[2]) + 3 * (A[3] - B[3]);
// mech presuvame z vacsieho A do mensieho B
if (rozdiel < 0) {
rozdiel = -rozdiel;

swap(A, B);

https://ksp.sk/ strana 22 z 28



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

}
// lubovolna vymena zmeni rozdiel o parnu hodnotu
// ak je rozdiel neparny, neda sa
if (rozdiel % 2) {
return -1;
}
rozdiel /= 2;

// zratame kolko 3-za-1 vymen chceme, vieme

// spravime tch minimum z toho

int chcem_3_za_1 = rozdiel / 2;

int viem_3_za_1 = min(A[3], B[11);

int vymenim_3_za_1 = min(chcem_3_za_1, viem_3_za_1);
rozdiel -= 2 * vymenim_3_za_1;

A[3] -= vymenim_3_za_1;

B[1] -= vymenim_3_za_1;

// to iste pre 3-za-2 a 2-za-1

// mozeme to zratat sucasne, kedze sme dokazali
// ze nebudeme nikdy robit obe

min(A[3], B[2]);

min(A[2], B[1]);

int viem_jednotkovych_vymen = max(viem_3_za_2, viem_2_za_1);

int viem_3_za_2

int viem_2_za_1

int chcem_jednotkovych_vymen = rozdiel; // uplne nepotrebne, ale pre pochopenie
int vymenim_jednotkove = min(chcem_jednotkovych_vymen, viem_jednotkovych_vymen);

rozdiel -= vymenim_jednotkove;

// ak ostal nejaky rozdiel, tak sa to neda
if (rozdiel !'= 0)

return -1;
// inak vratime kolko vymen sme spravili

return vymenim_3_za_1 + vymenim_jednotkove;

Hodme na to for cyklus

Najjednoduchsie riesenie: budeme si udrzovat pole s dizkami tloh, a aby sme zistili kolko akych tloh je v
prvych x a vo zvysku, jednoducho ho prejdeme a zratame si to.

Udrzujeme si teda pole velkosti n. Kazdi zmenu dizku tlohy vieme priamo vykonat v nasom poli v O(1).
Pre kazdu otazku musime prejst celé nase pole aby sme zratali pocty réznych tloh v oboch castiach nasho
zoznamu, ¢o nam trva O(n).

KedZze otdzok aj aktualizicif je g, toto ndm zaberie O(nq) ¢asu. NaSe pole tloh ndm zaberie O(n) paméte.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;
int zrataj_vymeny(vector<int> A, vector<int> B) {

VA4

int main() {
int t;
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10

cin >> t;
while (t--) {
int n, q;
cin >> n >> q;
vector<int> v(n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> v[il;
for (dint i = 0; i < q; i++) {
int a, b, x;
cin >> a >> b >> x;
a——;
v[al] = b;
vector<int> A = {0, 0, 0, 0};
vector<int> B = {0, 0, 0, 0};
// prejdeme vsetky ulohy a zratame kolko akych je
// vlavo a vpravo od x
for (int j = 0; j < x; j++)
AlvjIl++;
for (int j = x; j < mn; j++)
Blv[j1]++;

cout << zrataj_vymeny(A, B) << "\n";

Ked si ulohy vieme dopredu rozdelit

V prvych dvoch saddch mame sice prilis vela tiloh a otazok, aby sme si mohli dovolit prepocitavat nieco na
vsetkych tlohdch, mame vSak nejaké zaruky navyse.

V druhej sade sa vzdy pytame otdzku x = 5. Dve Casti zoznamu, ktoré budeme musiet vyvazit, budu teda
vzdy rovnaké, a potrebujeme si len udrziavat pocet tloh dizky 1, 2 a 3 v nich.

Nech A;, Ay, A3 je pocet tloh dizky 1 az 3 v prvej polovici zoznamu, a By, By, Bs v druhej polovici. Na
zaciatku si tieto hodnoty vieme prejdenim celého pola zratat - pripocitavame do A pre prvu polovicu tloh,
a do B pre druhi. Néasledne, ked sa zmeni dizka tlohy a; na b;, pozrieme sa do pola tloh, akii ma uloha a;
momentélne dizku, odpocitame juz A alebo B podla toho do ktorej polovice patri a;, a nasledne ju zmenime
a pripoc¢itame spit. Potom zavoldme nasu pripravent funkciu ktord zisti ¢i a na kolko vymen vieme A a B
vyrovnat, a zmlsneme 2 body za program navyse.

Pamiitova zloZitost zostdva O(n) kedZe si pamitame pole tloh, a konstatne vela ¢isel navyse. Casova zlozitost
je O(n + q), kedze pre kazdi zmenu spravime konstatne vela operécii (odpoéitanie - zmenenie - pripoc¢itanie) a
zavolame nasu pripravenu funkciu.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int zrataj_vymeny(vector<int> A, vector<int> B) {

VA4

int main() {
int t;

cin >> t;
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while (t--) {
int n, q;
cin >> n >> q;
vector<int> v(n);
vector<int> A = {0, 0, 0, 0};
vector<int> B = {0, 0, 0, 0};

// predratame si, kolko akych uloh je
// v prvej a druhej polovici zoznamu
for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> v[il;
if (2 * i < n)
Alv[ill++;
else
Blv[i]]++;

for (int i = 0; i < q; i++) {
int a, b, x;
cin >> a >> b >> x;
a--;
// preratame si hodnotu v tej polovict
// do ktorej uloha patrs
if (a < x) {

Alv[all--;
Ab]++;

} else {
Blv[all--;
B[b]++;

}

// prepiseme si ju

v[al = b;

cout << zrataj_vymeny(A, B) << "\n'";

Ked' sa alohy nemenia

V tretej sade mame ind garanciu: dizky tloh sa nemenia. Musime vSak zodpovedat rozne otézky.

Mozeme zvolit jeden z dvoch pristupov - predpocitat si vsetky otézky, alebo pripravit sa odpovedat na
otazky rychlo.

Prvé riesenie bude velmi podobné rieseniu druhej sady - majme polia A a B, v ktorych si budeme udrziavat
pocty uloh vsetkych dizok, v A po tlohu z, a v B napravo. Na zaliatku si vSetky tlohy v B (akoby z = 0).
Teraz budeme pomyselné = postuvat doprava: postupne prejdeme tlohy do prvej po n-ti, odpocitame ju z B,
pripo¢itame do A, nasou funkciou zratame vysledok, a zapiseme si ho do pola odpovedi. Nakonci méme odpovede
pre vsetky x od 1 po n, a vypisujeme ich ako si ich vstup pyta.

Druhé riesenie je pouZit prefixové sicty (vid kuchdrka® ) - zratame si ich osobitne pre vSetky tri diiky tloh.
Potom pomocou nich vieme v O(1) zistit kolko ktorych tloh je do x a po x, a opit len funkciou zratat vysledok.

Obe rieSenia si nazafiatku nieo pre vSetky tlohy predpocitaji, a pre kazdu tlohu spravia O(1) préce.
Nésledne vedia odpovedat na otédzky v O(1). Maji teda pamétovi zlozitost O(n) a casovi O(n + q)

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/prefixove_sumy/
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Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int zrataj_vymeny(vector<int> A, vector<int> B) {

VA

int main() {
ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);
int t;
cin >> t;
while (t--) {
int n, q;
cin >> n >> q;
vector<int> v(n);
vector<vector<int>> prefixy = vector<vector<int>>(4, vector<int>(n + 1, 0));
// predratame si prefizove sucty pre vsetky dlzky uloh
for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> v[il;
for (int j = 0; j < 4; j++)
prefixy[jl[i + 1] = prefixyl[jl[il;
prefixy[0][i + 1] += v[il;
prefixy[v[i]][i + 1] += 1;

for (int i = 0; i < q; i++) {
int a, b, x;
cin >> a >> b >> x;
// nemusime nic preratavat, kedze mame zaruku ze v[a-1] ==
vector<int> A(4, 0);
vector<int> B(4, 0);
// zratame si z mich, kolko ktorych uloh je pred a po z
for (int j = 1; j <= 3; j++) {
A[j] = prefixyl[jl[x];
B[j] = prefixy[jl[n] - A[jl;

cout << zrataj_vymeny(A, B) << "\n";

Ked to treba zvladnut naraz...

Posledné spomenuté riesenie mé do plného poctu bodov len jeding hacik - ak by sa zmenila dizka nejakej
tlohy, aby bol nas prefixovy sicet spravny, museli by sme vSetko napravo od nej prepocitat, a to trva dlho.

Kiezby existovala datova struktura, ktord vie na nejakom intervale ¢isla poscitavat, a aj ich postupne po
jednom menif...

A takych datovych struktiur existuje dokonca viacero!

Jeden dobry kandidat je intervalovy strom?. Mézeme si v jeho vrcholoch udrziavat poéty vietkych dizok

"https://www.ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/
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uloh, alebo si postavit viacero jednoduchych stromov, kazdy na jedno trvanie tloh. Postavime ich zo vstupu,
pri prepisovani tloh volame update, a pri odpovedani na otazky zratame tlohy do x a od = query operaciami,

a odpoved doratame nasou funkciou.

Pamétova zlozitost intervalového stromu je O(n). Jeho vytvorenie nas trva O(n), kazdd zmena nam zaberie
O(logn) na spracovanie, a zratat tlohy na dvoch intervaloch tiez O(logn). Dokopy je teda ¢asovéd zloZitost

O(n + qlogn).

Pre zaujemcov naucit sa daco nové, dalsim dobrym kandidatom na datova struktaru je Binary Indexed Tree,
tzv. Finsky strom. Zial, chyba k nemu ¢lanok v kucharke, mézete si o iom vsak precitat na wikipédii, a pozriet

si naSe vzorové riesenie, ktoré ho vyuziva.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int zrataj_vymeny(vector<int> A, vector<int> B) {

VA4

// Finsky strom
struct FT {
vector<int> s;
FT(int n) : s(m) {}
void update(int pos, int dif) {
for (; pos < s.size(); pos m: pos + 1)
s[pos] += dif;
}
int query(int pos) {
int res = 0;
for (; pos > 0; pos &= pos - 1)
res += s[pos - 1];

return res;
};

int main() {
ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);
int t;
cin >> t;
while (t--) {
int n, q;
cin >> n >> q;
vector<int> v(n);
// finsky strom pre vsetky dlzky uloh
FT fts[] = {FT(0), FT(n), FT(n), FT(n)};
for (int i = 0; i < n; i++) {
cin >> v[il;
fts[v[i]] .update(i, 1);

for (int i = 0; i < q; i++) {

int a, b, x;

cin >> a >> b >> x;
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a--;

fts[v[al].update(a, -1);
v[ial = b;

fts[b] .update(a, 1);

vector<int> A(4, 0), B(4, 0);

for (int j = 1; j <= 3; j++) {
A[j]

fts[j].query(x);

cout << zrataj_vymeny(A, B) <<

B[j] = fts[j]l.query(m) - A[j];

"\Il" ;
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