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Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. série letnej cCasti

Sandyna
1. Zasuvky (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Maéame predlZzovacku s n zdsuvkami, do ktorej chceme vsunit k& norméalnych tzkych zdstréiek a m Sirokych
zastréiek, ktoré po zasunuti zaberti miesto aj v susednych zasuvkéich. Ako sa vSak dalo vSimnat v ukazkovom
priklade, dve Siroké zastréky vieme zastréit tak, Ze je medzi nimi len jedna volné zdsuvka.

Je jasné, Ze hlavny problém je, ako pozastrkavat Siroké zastrcky tak, aby zabrali ¢o najmenej miesta. Zda
sa, ze vhodné miesto pre Siroku zastréku je na kraji predlzovacky. Ak ju totiz ddme na kraj, zaberie iba dve
zasuvky. Z jednej strany totiz precnieva ponad koniec predlzovacky. Jedind susednd zasuvka krajnej zasuvky
bude urcite zablokovand, no do tretej zdsuvky v poradi vSsak mozeme daf aj tzku aj Siroku zastréku. Zbavili
sme sa teda jednej Sirokej zastrcky a nasu predlzovacku sme si skratili na n — 2 zasuviek.

Tuato myslienku sa ndm vsak oplati zopakovat opiit, az kym nevycerpame vsetky Siroké zastrcky. Tie umiest-
nime ¢o najviac na jeden kraj predlzovacky, ¢o najblizsie k sebe. Kazda zaberie dve zasuvky a preto ndm zostane
n — 2m zasuviek, do ktorych chceme vlozit k tzkych zastréiek. Je jasné, Ze to sa bude datf spravit iba ak je
k<n-—2m.

Takéto riesenie nie je problém naprogramovat, sta¢i predsa v ¢ase O(1) overit tuto jedini podmienku. Teda
takmer. Specidlny pripad nastane, ak bude k = 0, teda mame iba Siroké zéstréky. Vtedy ndm postaduje 2m — 1
zasuviek. Takéto rieSenie nam uz da na testovaci plny pocet bodov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
long long n, m, k;
cin >> n >> m >> k;
n -= 2 x m;
if (k == 0) {
n++;
}
if (n < k) {
cout << ”nie\n”;
} else {
cout << ”ano\n”;

}

Riesenie, ktoré sme vymysleli, nazyvame paZrave'. VSimli sme si, Ze je vihodné dat jednu Siroki zastréku na
kraj predlzovacky. PaZravo sme ale usadili, Ze je vyhodné dat vsetky Siroké zastréky k sebe na kraj predlzovacky.
Plati to vSak vzdy? To musime dokézat v popise.

Najlepsie sa takéto tvrdenie dokazuje nasledovne. Zoberieme si nejaké lubovolné platné rozmiestnenie zastr-
¢iek do predlzovacky. Ukazeme, ze takéto rozmiestnenie vieme upravit na naSe rozmiestnenie, ktoré mé Siroké
zastréky vedla seba na (lavom) kraji predlzovacky.

Prvé, ¢o spravime s lubovolnym platnym rozmiestnenim, bude, Ze posunieme vSetky zastréky ¢o najviac
dolava, aby sme odstranili zbyto¢né medzery (samozrejme, nejaké zasuvky zostant volné, lebo buda zakryté
Sirokymi zéstré¢kami). Nésledne, ak toto rozmiestnenie eSte nevyzera ako naSe rieSenie, tak niektoré dve Siroké
zastrcky nie s pri sebe. Medzi nimi je teda jedna, alebo viac tzkych zastrciek.

Ak 0" oznacuje prazdnu zasuvku, ,u" zasuvku s tzkou zastrckou a ,s" zasuvku so Sirokou zastrckou,
tak kus predlZzovacky, kde nieco takéto vznikne, moze vyzerat ako ,souuoso". Ni¢ vSak nepokazime, ak tieto
zastréky prepojime do tvaru ,sosouuo". Akurdt sme odstranili problém Sirokych zastréiek, ktoré neboli vedla
seba. Opakovanim tohto postupu naozaj vytvorime rovnaké rieSenie ako nas program — Siroké zastrcky na kraji
predlzovacky.

Vidime teda, Ze Tubovolné riesenie vieme prerobif na nami navrhnuté riesenie. Preto je takéto rieSenie urcite
spravne.

1Po anglicky greedy.
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David
2. Zapisovanie trpaslikov (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Hruba sila

RieSenie hrubou silou vyzera tak, Ze postupujeme presne podla zadania. Postupne si vygenerujeme kazda
permutaciu cifier zadaného ¢isla a potom vSetky takto vytvorené éisla séitame. V jazyku C++ sa to da robit
pomocou funkcie next_permutation(), ktord generuje dalSiu permutéciu pola. V Pythone sa na to d& pouzit
kniZnica itertools. Ak si pocet cifier zadaného ¢isla oznacime k, tak takéto rieSenie ma Casov zlozitost O(k!)
(k faktorial) a na testovaci by malo ziskat 2 body.

Listing programu (Python)

from itertools import permutations
n = int (input ())
for i in range (n):

c = input ()
print (sum(int ('’ .join(p)) for p in permutations(c)))

Optimalne riesenie

Najprv potrebujeme zistit, kolko réznych permutécii &k cifier vlastne existuje. Ak chceme z k cifier vyrobit
¢islo, délezité je, v akom poradi ich za seba naukladame. Na prvé miesto mozeme dat lubovolnu z cifier, takze
méme k moznosti. Na druhé miesto uz nemame k moznosti, ale iba k — 1. Jedna cifra (aj ked nevieme ktord)
totiz lezi na prvej pozicii. Preto méame pre druhé miesto iba & — 1 moznosti, ¢o je dokopy pre prvé dve miesta
k- (k — 1) moznosti.

Neprekvapivo, pre tretie miesto mame k — 2 moznosti a tak dalej. Na poslednom, k-tom mieste méame len 1
moznost, lebo ndm zostala poslednd nezaradena cifra. Dokopy mame teda k- (k—1) - (k—2)...2-1 moZnosti.
Takyto sucin ¢isel od 1 po k zvykneme tiez oznacovat k! (k faktorial).

Oznacéme si cifry nasho éisla zlava doprava ako ay ag_1...as a;. Toto &islo si teda modZzeme zapisat aj ako:

10F 1, +10°2 ap_ 1 +...+ 10" - ay + 10° - a4

Je jasné, Ze to, kolko zavazi dand cifra, je dané aj jej poradim v ¢isle. Skisme teraz vypocitat, akii hodnotu
pridé cifra a; do suctu vSetkych permutacii. Ak ddme cifru a; na prvii poziciu zlava, tak ndm do sucétu prida
10*~'a;. Potrebujeme uz len zistit, v kolkych permutécidch bude a; na prvom mieste. Ked si v8ak takymto
sposobom zafixujeme prvi cifru, ostane ndm k — 1 cifier, ktoré chceme ulozif na k — 1 pozicii. Mame teda (k—1)!
roznych ¢isel, kedy je a; na prvom mieste.

Ak déme cifru a; na druht poziciu zlava, bude priddvat do stétu hodnotu 10¥~2a; a opit (k — 1)! krat, lebo
zafixovanim druhej pozicie ndm opét ostane k — 1 cifier na k — 1 pozicii. To isté bude platit pre TubovoIné miesto,
kam na$u cifru a; ulozime. Ak toto vSetko s¢itame, dostaneme celkovii hodnotu, ktort do stiétu permutécii prida
cifra a1 a tato hodnota bude:

105" Yay (k — 1)! + 10" 2a;3(k — 1)! + ... + 10" a1 (k — 1)! + 10% (k — 1)!
Po vynati a; a (k — 1)! ziskame jednoduchsi tvar:

ay(k —1)1(10" 1 +10*2 +...10 + 1)

Téato istd Gvaha vSak plati aj pre lubovolni cifru, nie len pre a;. KedZze st cifry od seba nezévislé, celkovy stucet
permutacii bude urcite rovny sactu hodndt, ktoré pridaju jednotlivé cifry. Vysledny sucet vSetkych permutéacii
preto bude

ar (k=11 (10F 141072 10+1) Fan(k—1)! (10514105724, . . 104+-1)+. . A-ap(k—1)!(10F 71 +10F "2+, . . 1041)

¢o mozeme opit upravit na ovela jednoduchsi tvar:

(a1 +ag + ... +ap)(k—DI10* 1 41072 + ... 10 + 1)

Vysledok teda vieme vypodcitat ako stéin troch ¢lenov. Prvy z nich je stcet cifier, druhy je (k — 1)!, ¢o
je (k—=1)(k—2)...1 a treti safet mocnin 10. Kazdy z tychto ¢lenov vieme vypodéitat v ¢ase O(k), ¢o je teda
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vyslednd ¢asové zlozitost nasho programu. Pamiitova zlozitost je dokonca konstantnd O(1), kedze cifry zadaného
¢isla vieme poditat postupne jeho delenim 10.
Listing programu (C++)

#include <iostream>

using namespace std;

int main () {
int n;
cin >> n;
for (int 1=0; i<n; i++){
long long a;

cin >> a;

int pocet_cifier
int sucet_cifier
while(a > 0){

pocet_cifier++;

sucet_cifier += a % 10; // ziskame poslednu cifru cisla a

a /= 10; // odstranime poslednu cifru cisla a

[
oo

}

long long faktorial=1l;
for (int j=1; j<pocet_cifier; Jj++)
faktorial *= (long long) (7J);
long long jednotkove_cislo = 0;
for (int j=0; j<pocet_cifier; Jj++)
jednotkove_cislo = 10LL * jednotkove_cislo + 1LL;

cout << faktorial * jednotkove_cislo * sucet_cifier << endl;

Listing programu (Python)
from math import factorial as f
n = int (input ())

for i in range(n):

c = input ()
print (sum(map (int, c)) * int(’1’ % len(c)) * f(len(c) - 1)

Zygro
3. Zachrana princeznej (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Predstavime si dve rieSenia: rieSenie hrubou silou a optimalne riesenie.

Hruba sila O(n?)

Priklad vieme vyriesit velmi jednoducho vyskasanim vSetkych moZnych za¢iatkov zachrany: Spocitame, kolko
hodin prace by musel Jimi preskocit, keby zacal so zachranou prave v i-tu hodinu. Zo vsetkych ¢ vyberieme
také, kedy je pocet preskocenych hodin prace minimélny.

Pocet preskocenych hodin spocitame tak, ze v cykle prejdeme vstupné pole od i-tej hodiny, pricom si budeme
pocitat pocet prejdenych P a H. Ak dosiahneme pocet H rovny ¢, dosiahli sme potrebny pocet hracich hodin a
pocet P je pocdet obetovanych pracovnych hodin. Stacdi teda pocdet P porovnat s doteraj$im minimom a ak je
mensi, nasli sme nové minimum.

Ked od hodiny i po koniec rozvrhu ostédva menej ako ¢ hodin, vypiSeme najmensi pocet vynechanych P.

KedZe pre kazdy zaciatok mozeme prejst az na koniec pola, Gasova zlozitost je O(n?).

Optimalne riesenie O(n)

MoézZeme si vsimnut, Ze v predoslom rieSeni robime mnoZstvo prace viackrat. Ak totiZz pozndme pocet P-Gok
(ozna¢me ho p;) v Gseku zadinajicom na i, tak vieme, Ze pocet P-Cok v Gseku za¢inajlicom na i + 1 nemusi byt
velmi odlisny. Mohli by sme teda zvysit ¢ na i + 1 a nezacat pocitat P a Hod ¢ + 1 ale rovno od i + ¢ + p; (teda
odtial, kde sme skonéili prechod pola pre predoslé i), kym nedosiahneme potrebny podet H-Gok.

My budeme postupovat podobne, akurdt teraz nebudeme skuSat vSetky zaciatky, ale prejdeme cez vSetky
konce.

Budeme sa teda vzdy pozerat na ¢ast pola, ktord je uréené zadiatkom a koncom?. Tiez si udrziavame podcet
P a pocet H v tejto casti pola.

2Pristup, ktorym vyriesime ttto tlohu sa nazyva ,dvaja bezci” — jeden ukazuje na zaéiatok, druhy na koniec a postupne nimi
prejdeme pole.
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Zacneme so zaciatkom aj koncom na prvom policku pola. V kazdom kroku cyklu posunieme koniec tiseku
o jedno policko dalej. Kym je pocet H v nasom tseku vicsi alebo rovny ¢, posivame zaciatok tseku doprava.
Tym dosiahneme najkratsi tisek s tymto koncom, ktory m4 aspon ¢ H-Gok. KedZze je najkratsi, ma aj minimélny
pocet P-cok. Pocet P-Cok porovname s medzivysledkom a zapamétame si mensi.

Po prechode polom vypiSeme minimum.

Kazdé policko pola sme navstivili raz koncom a najviac raz zaciatkom, teda celkové ¢asova zlozitost je O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main () {
int c;
string vstup;

cin >> c;
cin >> vstup;
int n = vstup.size();

int zaciatok
int H =0, P
int vysledok

0;
0;
n;

for (int koniec = 0; koniec < n; koniec++) {
if (vstuplkoniec] == "P’) {
P++;
} else {
H++;
}

while (H >= ¢ && zaciatok < koniec) {
vysledok = min (P, vysledok);
if (vstup[zaciatok] == ’'P’) {

zaciatok++;
}
}

cout << vysledok << endl;

return 0O;
}
- Kubo
4. Ziarivy zadrhel (max. 9 b za popis, 6 b za program)
Hruba sila

Najjednoduchsia vec, ktora sa da spravit, je postupne vyskusat séitat vSetky k-tice ¢isel od 1 po n, az kym
nenarazime na niektort so stétom s a t vypisat. V Pythone sa takéto riesenie hrubou silou d4 velmi jednoducho
naprogramovat pomocou kniZnice itertools.

Listing programu (Python)
from itertools import combinations

n, k, s = map(int, input () .split())

for k_tica in combinations(range(l, n + 1), k):
if sum(k_tica) == s:
print (.’ .Jjoin (map(str, k_tica)))
break
else:

# else sa za for-cyklom vykond vtedy, ak cyklus dobehne do konca

# bez prerusenia break-om

print (-1)

V najhorSom pripade prejdeme vSetky k-tice, ktorych je (Z) a kazd1 spracujeme v ¢ase O(k). Casovti zloZitost
by sme mohli volne zhora ohrani¢it ako O(k - n™/?) alebo ako O(k - 2") (ak zhora ohrani¢ime kombinacné ¢slo
velkostou stétu n-tého riadku Pascalovho trojuholnika (}) < 2™).

Optimalne rieSenie
Ako prvu vec si moézeme vsimnut, Ze tloha by sa ndm vyrazne zjednodusila, keby kazdy stcdet mohol byt
vybrany ako suvisly tsek ¢isel. Stcet takejto aritmetickej postupnosti vieme zratat v konStantnom ¢ase (pre
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sucet Cisel 1,2,...n existuje znamy vzorec %) a takychto tisekov je menej. Teda riesenie prechadzajtce
vietky takéto postupnosti by malo vyrazne lepsiu ¢asovi zlozitost (O(n + k)). A nielen to, uz zo stétu by sme

rovno vedeli povedat, ktoré ¢isla v tejto postupnosti budt.

Takato postupnost sa vSak nedd najst vidy. Napriklad pre vstup (n,k,s) 6 3 11 je rieSenie 2 3 4 primélo
a 3 4 5 privela. Mozno ale existuje postupnost ¢isel s takymto sactom, ktora je skoro sivisla.

Na nas priklad sa vieme pozrief aj takto: ked z 2 3 4 5 vynechame najviicsie ¢islo, stcet zvySku bude
primaly. Ak v8ak vezmeme to najmensie, sucet zvysku bude privelky. Nevieme vynechat nejaké ¢islo v strede
tak, aby nam to sedelo? Vieme, a dokonca takéto ¢islo naozaj vieme vynechat vZdy. Vynechdvanim postupne
Cisel 2,3,4,5 sa nam zmensuje sucet tseku a tento siucet dosiahne vsetky hodnoty medzi 3 +4 +5 = 12 a
2+3+4=09.

Z postupnosti teda potrebujeme vynechaf jedno éislo: (sti¢et postupnosti — s).

Uz len potrebujeme najst takato postupnost, z ktorej vieme jedno ¢islo vynechat a dostaneme stcet s.
Oznacéme si prvé ¢islo tejto postupnosti ako a. Vieme, Ze tato postupnost bude vyzerat ako a,a+1,...a+k.
Chceme, aby stGet a + (a+ 1)+ ...+ (a+k —1) < s, a pritom a bolo ¢o najvicsie:

a-k+0+14+...+(k—-1))<s

< (s=(O0+14+...4+(k-1)))
- k
KedZe chceme aby a bolo celé &islo, potrebujeme zaokrhlit prava stranu rovnice nadol a dostdvame priamo
vzorec na jeho vypodet. Zaokrihlenie za nas bude robit celoc¢iselné delenie k na zaver.

a

Zhriime si teda rieSenie. Najprv si vyratame, ktora suvisla postupnost dizky k + 1 nas zaujima. Z tejto
postupnosti potom vynechame jedno ¢islo tak aby stucdet zvysSku bol presne s a postupnost vypiSeme bez jedného
¢isla.

Casova, zlozitost tohto algoritmu je O(k) — najst postupnost k + 1 &isel vieme v konStantnom ¢ase, rovnako
aj najdenie vhodného ¢isla na vynechanie. Musime vSak vypisat k ¢isel.

Algoritmus sa d4 implementovat s pamitovou zlozitostou O(1). V Pythone sa vSak rychlejsie vypisuje po
celych riadkoch. Preto si najprv vytvorime celi postupnost a potom ju naraz vypiSeme — implementacia teda
pouziva O(k) paméite.

Listing programu (Python)

n, k, s = map(int, input () .split())

# zratame si najvacsi a najmensi dosiahnutelny sucet
low = sum(range(l, k + 1))
high = sum(range(n - k + 1, n + 1))

if s < low or s > high:
print (-1)
exit (0)

# najmensie cislo, ktore chceme zobrat v suvislej postupnosti

# low =1 + 2 + ... + k-1 + k, k vsak odratat nechceme
a= (s - low + k) // k
# sucet [a,a+l..a+k], teda k+1 cisel, z ktorych 1 chceme vynechat
b= (ax* (k+ 1) + (kx (k+1)// 2)
res = [x for x in range(a, a + k + 1) if s + x != Db]
print (’_.’.join(map(str, res)))
Baklazan
5. Otepl'ovanie v Absurdistane (max. 7 b za popis, 8 b za program)

Prehladavanie do sirky

V tomto rieSeni budeme hojne pouzivat standardny algoritmus prehladdvanie do sirky (po anglicky breadth-
first search, skratka BFS). O tomto algoritme existuje vela materidlov vselikde po internete®, preto ho v tomto
vzorovom rieSeni nebudeme rozoberat.

Snapriklad https://ksp.mff.cuni.cz/tasks/25/cook4.html, https://people.ksp.sk/ baklazan/UF0-Prask_2016_jar/
zbornik_Prask.pdf (od strany 20), ale aj https://en.wikipedia.org/wiki/Breadth-first_search
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Naivné rieSenie

Asi najjednoduchsie rieSenie, ktoré ndm napadne (ak dostatoéne dobre pozndme BFS) je simulovat po-
stupne jednotlivé roky zatdpania Absurdistanu a kazdy rok oznacit novozatopené oblasti tak, ako by to urobila
Kartografickd Spolo¢nost Patriotov (KSP). Kazdy rok pri tom moZeme postupovat nasledovne:

1. Spustime BFS, ktorému povolime prehladévat iba zatopené policka, naraz zo vSetkych poli¢ok, ktoré boli
zatopené uz minuly rok*. Ked v tomto BFS z policka A objavime dosial neobjavené novozatopené policko
B, zaznac¢ime si, Ze B patri do rovnakého jazera ako A. Takymto spdsobom bude kazdé novozatopené
policko priradené tomu jazeru, ktoré sa k nemu ,dostalo najskér”, teda jazeru, ku ktorému bolo dané
policko po vode najblizsie (o je presne to, ¢o podla zadania chceme).

sV ~

Ostéva este doriesit, ako zabezpecit, aby v pripade remizy vyhralo jazero s niz$im ¢islom. To sa d4 vyriesit
napriklad nasledovne:

e BFS neimplementujeme s frontou, ale budeme ho robif po koldch. V kazdom kole vezmeme vSetky
policka, ktoré boli objavené v predchadzajticom kole ($peciélne v prvom kole vezmeme vsetky policka
zatopené uz minuly rok) a pozrieme sa na vSetkych ich novozatopenych susedov. Tych z nich, ktorych
sme doteraz neobjavili, si zazna¢ime ako objavenych v tomto kole. V prvom kole teda objavime
novozatopené policka, ktorych vzdialenost od najbliz§ieho policka zatopeného v minulych rokoch je
1, v druhom kole objavime policka vzdialené 2 atd.

e Ak v nejakom kole objavime jedno poli¢ko P viackrat (z réznych smerov), pricom policka, z ktorych
sme ho objavili, patria do roznych jazier, policko P priradime tomu z nich, ktoré ma najmensie ¢islo.

2. Néasledne prejdeme cez vietky policka obdiznika v rovnakom poradi ako KSP (teda zhora nadol, zlava
doprava). Vzdy, ked najdeme novozatopené policko R, ktoré este nemd urcené ¢islo jazera, ktorému patri
(teda sme nasli novovzniknuté jazero), vezmeme najmensie ¢islo, ktoré sme pri oznacovani jazier eSte
nepouzili a tymto ¢islom oznacime policko R. Nésledne spustime z policka R BFS idice iba po novozato-
penych polickach. VSetky policka, ktoré toto BFS objavi, ozna¢ime rovnakym ¢islom jazera ako R.

Odhad zloZitosti

Prva ¢ast nasho postupu (rozsirovanie uz existujicich jazier) je BFS na grafe s najviac - s vrcholmi a 2-r-s
hranami, teda mé zlozitost O(r - s). V druhej ¢asti musime prejst cez celi mapu, ¢o nas bude stat O(r - s) ¢asu a
okrem toho este robime nejaké BFS-ké. Kedze tieto BFS-k4 pustame v kazdom novovzniknutom jazere iba raz
(ked objavime prvé jeho policko), navstivia dokopy kazdé novozatopené policko neoznacené v kroku 1 préve raz,
teda dokopy ndm budu trvat nanajvys O(r - s) ¢asu. Odsimulovanie jedného roka ndm teda bude trvat O(r - s)
¢asu a potrebujeme odsimulovat H rokov, preto ¢asova zlozitost celého algoritmu je O(H - r - s).

Pamitova zlozitost je O(r - s), nakolko pre kazdé policko si pamitame iba konstantne vela idajov a pocas
BFS méame v zozname vrcholov uréenych na prehladanie vzdy najviac r - s vrcholov.

Rychlejsie riesenie

Nage rieSenie sa eSte d4 podstatne zrychlit. Staci si uvedomit, Ze vela veci pocitame zbytocne.

Prva zbytocna vec, ktort robime, je, Ze aj v rokoch, ked sa ni¢ neudialo (ziadne policko nebolo zatopené)
sa snazime oznacovat novozatopené policka a stravime tym O(r - s) ¢asu. Prvou optimaliziciou by teda mohlo
byt na zadiatku si nejako poznacit, v ktorych rokoch sa ni¢ neudialo a tieto roky vynechat. To mdZzeme urobit
napriklad nasledovne:

1. Na zagiatku si vyrobime pomocné pole dlzky H + 1, kde si budeme pre kazdy rok pamiitat, ¢i sme videli
nejaké policko, ktoré bude zatopené v danom roku.

2. Nésledne postupne prejdeme vietky policka obdlZnika a pre kazdé policko sa pozrieme, v ktorom roku
bude zatopené (aktt ma nadmorskt vysku). K prislusnému roku si potom v naSom poli poznacime, Ze sa
v niom nieco udeje.

Toto celé ndm bude trvat ¢as O(r - s + H) (+H je tam preto, lebo aj vytvorenie (vynulovanie) pola stoji
nejaky ¢as) a urobime to za cely algoritmus iba raz, na zacdiatku. Nésledne budeme tlohu riesit rovnako ako
predtym, teda simulovat situdciu rok po roku. Na zaciatku simulovania jedného roka sa ale najprv pozrieme, ¢i
sa v danom roku nieco zmeni a ak nie, dany rok presko¢ime. Takto teda roky, ked sa nieco deje, odsimulujeme
v ¢ase O(r - s) a roky, ked sa ni¢ nedeje, v éase O(1). Casové zlozitost nasho algoritmu je teda O(r - s-h + H)

4Toto vieme jednoducho dosiahnut tak, Ze na zadiatku do fronty vlozime vsetky zatopené policka.
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(tentoraz je tam to +H preto, lebo aj v rokoch, ked sa ni¢ neudialo, sme minuli O(1) ¢asu), kde h je pocet rokov,
ked sa nieco stane. KedZe roznych nadmorskych vySok moze byt na mape najviac r - s, plati h < r - s, preto je
zlozitost nasho algoritmu v najhorSom pripade O(r - s-min(H,r - s) + H). Zlepsili sme sa teda v pripadoch, ked
je H daleko viiésie ako r - s a v pripadoch, ked je na mape mélo réznych nadmorskych vysSok.

Vidime, Ze v pripadoch, ked je na mape vela réznych nadmorskych vysok, sme si velmi nepolepsili. V takjchto
pripadoch bude totiz vela rokov, v ktorych sa zatopi iba malické izemie, ale my kvo6li nemu urobime vela prace.
To ale tiez vieme zlepsit. V prvom kroku simulécie jedného roka spustame BFS zo vSetkych doteraz zatopenych
poli¢ok. Mnohé z nich ale nemusia susedit so Ziadnym novozatopenym polickom a preto ich prehladanim nié¢
neobjavime.

V skuto¢nosti by nam teda stacilo BFS spustif iba z tych policok, ktoré susedia s niektorym novozatopenym
poli¢kom. Tychto poli¢ok méze byt najviac Styrikrat viac ako novozatopenych poli¢ok, kedZe kazdé novozatopené
policko susedi s najviac $tyrmi, preto by nam BFS trvalo iba O(Z;) ¢asu, kde i je poradové ¢islo daného roku
a Z; je pocet policok zatopenych v tomto roku.

V druhom kroku simuldcie jedného roka prechddzame celt mapu a hladdme neoznadené novozatopené po-
licka, ¢o ndm trva O(r - s) ¢asu. Ak by sme namiesto toho prechddzali iba cez novozatopené policka a ostatné
preskakovali, trvalo by ndm to iba O(Z;) ¢asu.

Nakoniec z niektorych poli¢ok pustame BFS. Vsetky tieto BFS-kd ale dokopy prehladaja iba vSetky ne-
oznadené novozatopené policka, ktorych je najviac O(Z;), teda dokopy trvaja najviac O(Z;) ¢asu. VylepSeny
algoritmus teda moze vyzerat nasledovne:

1. Uplne na zadiatku si vytvorime zoznam H + 1 zoznamov: pre kazdy rok zoznam poli¢ok, ktoré budu v
tomto roku zatopené, v poradi, v akom ich navstivi KSP (teda po riadkoch zhora nadol, v ramci riadka
zlava doprava).

2. Prejdeme celtit mapu, pricom kazdé policko zapiSeme do zoznamu prislichajicemu roku, v ktorom bude
dané policko zatopené.

3. Nasledne simulujeme rok po roku, pricom simuldcia jedného roka vyzera nasledovne:

1. Pozrieme sa na zoznam policok zaplavenych v tomto roku. Ak je prazdny, dany rok modZeme preskodit.
Ak nie, pre vSetky policka z tohto zoznamu sa pozrieme na vSetkych ich susedov. Z tych susedov, ktori
boli zatopeni uz skor, spustime BFS, v ktorom popriradujeme novozatopené policka ich jazeram.

2. Prejdeme znova zoznam poli¢ok zatopenych v danom roku a vzdy ked ndjdeme nejaké este neprira-
dené policko, oznacime toto policko novym ¢islom jazera a spustime z neho BFS, kde pooznac¢ujeme
aj zvysok tohto novovzniknutého jazera.

Rok ¢islo ¢ takto odsimulujeme v ¢ase O(Z;), teda dokopy nam vsetky simulécie zaberta O(Z; + Zo + -+ - +
Zgi+1) = O(r - ¢) Easu. Cely algoritmus teda pobezi v ¢ase O(r - ¢+ H).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <utility>
using namespace std;

int r, s, h;

vector< vector< pair<int, int > > > zaplavime; // zaplavime[kedy] = zoznam policok

vector< vector<int> > vyska; // sentinely maju vysku h+1l, uz vyriesene -1
vector< vector<int> > jazero; // sentinely su NEZAPLAVENE

int NEZAPLAVENE;

int cislo_jazera = 0;

int dx[] = {-1, 0, 1, 0};

int dy!(] = {0, -1, 0, 1};

vector<int> zaplav_susedov (vector<int> &v, int uroven) {
vector<int> susedia;
for (int i=0; i<v.size(); 1+=2){
int yv = v[i], x = v[i+1];
for (int s=0; s<4; s++){
int ny = y + dyl[s];
int nx = x + dx[s];
if (vyskalny][nx] == uroven && jazerol[ny] [nx] > jazerol[y][x]) {
susedia.push_back (ny);
susedia.push_back (nx);
jazerol[ny] [nx] = jazeroly] [x];

}

vector<int> unikatni_susedia;
for (int i=0; i<susedia.size(); 1i+=2){
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int y = susedia[i], x = susedial[i+l];
if (vyskalyl[x] != -1){
vyskalyl [x] = -1;
unikatni_susedia.push_back (y);
unikatni_susedia.push_back (x);
}
}
return unikatni_susedia;

}

void zaplav_hladinu (int hladina) {
// najdeme tych, co susedia so zaplavenymi
vector<int> na_zaplavenie;

for (int i=0; i<zaplavime[hladinal].size(); i++) {
int y = zaplavime[hladina] [i].first;
int x = zaplavime[hladinal] [i].second;

for (int s=0; s<4; s++){

int ny = y + dyl[s];

int nx = x + dx[s];

if (jazerol[ny] [nx] != NEZAPLAVENE) {
na_zaplavenie.push_back (ny) ;
na_zaplavenie.push_back (nx) ;

}

while (na_zaplavenie.size() > 0)
na_zaplavenie = zaplav_susedov (na_zaplavenie, hladina);
// najdeme tych, co sme este nezaplavili
for (int i=0; i<zaplavime[hladina].size(); 1i++){
int y = zaplavime[hladina] [i].first;
int x = zaplavime[hladina][i].second;
if (jazero[y][x] == NEZAPLAVENE) {
jazero[y] [x] = cislo_jazera;
cislo_jazerat+;
vyskaly]l [x] = -1;
vector<int> na_zaplavenie;
na_zaplavenie.push_back (y);
na_zaplavenie.push_back (x);
while (na_zaplavenie.size() > 0)
na_zaplavenie = zaplav_susedov (na_zaplavenie, hladina);
}
}
}
int main () {
scanf (”.%d_%d.%d”, &r, &s, &h);
NEZAPLAVENE = (r+2)«*(s+2);
zaplavime.resize (h+1);
vyska.resize (r+2, vector<int>(s+2, h+l));

jazero.resize (r+2, vector<int>(s+2, NEZAPLAVENE)) ;

for (int i=1; i<r+1l; i++)
for (int j=1; j<s+1;
int v;
scanf (”.%d”,
vyskali] []]

J++) {

&v) ;
= v;

zaplavime [v] .push_back (make_pair (i, 3J));
}
for (int hladina=0; hladina<=h; hladina++)
zaplav_hladinu(hladina);
for (int i=1; i<r+1l; i++)
for (int j=1; j<s+1; Jj++)
printf (”%d%c”, jazero[il[]j], (Jj==s) ? ’\n’

return 0;

6. Oddalovanie roboty

Rasto
(max. 12 b za popis, 8 b za program)

Najprv si ukdZeme, ako sa dal riesit Tahsi problém, kedy chceme stihnat vSetky tlohy. Potom si ukdZeme,

ako sa dal riesit zlozitejsi problém, kedy mozeme nejaké tlohy vynechat.

Lahsia aloha — rieSenie jednoduchou myslienkou

Intuitivne by sa mohlo zdat, ze ked chceme maximalizovat ¢as flikania sa na zaciatku, tak chceme riesit
tlohy ¢o najneskor, teda ¢o najblizsie k ich deadlajnu. Ina¢ povedané, ak méa tloha i deadline d; a jej splnenie
trva t; ¢asu, tak by sme ju idealne cheeli zacat plnif v ¢ase d; — t;.

Bohuzial toto sa nedd vzdy urobit. Napriklad, ak mame tlohu, ktort treba splnit do éasu 6 a jej plnenie
trva 3 jednotky casu a tilohu, ktorej deadline je 5 a mame na Tiu tiez 3 jednotky casu. Podla vySSie spomenute;
stratégie chceme prva tlohu zadat v ¢ase 3 a skonéit v ¢ase 6 a druhi tlohu chceme zacat v Case 2 a skondif v

¢ase 5. To je ale problém, lebo nevieme robif na dvoch tlohéch naraz.

Nevieme teda obe tlohy splnit tesne pred deadlajnom. Mame na vyber z dvoch moznosti: bud splnime tesne
pred deadlajnom prvi, alebo druhi Glohu. N&§ ciel je flakat sa ¢o najdlhSie na zacdiatku, takZe bude lepsie, ak
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splnime tesne pred deadlajnom tlohu, ktord mé neskorsi deadline. Cize druht tlohu za¢neme plnif v &ase 0,
skonéime v Case 3, a potom robime prva tlohu, ktortt dokon¢ime v Case 6 — tesne pred deadlajnom.

Ak si to zosumarizujeme, tak sme vlastne urobili dve pozorovania. Prvé pozorovanie je, Ze chceme riesit
tlohu ¢o najblizsie k jej deadlajnu. Druhé pozorovanie je, Ze obcas sa to neda, ked sa intervaly plnenia tloh
prekryvaju. Tento pripad vieme riesit tak, Ze tlohu, ktorej deadline je neskorsie, budeme koncit presne v ¢ase
deadlajnu a intervaly pre ostatné tilohy trocha popostivame dolava (na ¢asovej osi).

Lahsia Gloha — algoritmus
Tato stratégia sa da zovSeobecnit do algoritmu. Najprv utriedime vSetky tlohy podla deadlajnu zostupne,

a potom prechddzame cez takto utriedené dlohy. Pocas tohto prechodu si udrziavame cas x — kedy sme zacali
plnit poslednii lohu v naSom poradi. Zistime, kedy za¢neme plnit i-tu lohu v nasom poradi:

e Ak d; > z, tlohu nemoZzeme zacat plnif tesne pred deadlajnom, lebo v ¢ase d; uz rieSime jednu z nasledu-
jucich tloh. Za¢neme preto tuto tlohu plnit uz v éase x — t;.
e Inak za¢neme ulohu plnit v ¢ase d; — t; (tesne pred deadlajnom).

Potom nastavime x na nov hodnotu a pokracujeme dalSou tlohou. To, ¢o ndm na zdver zostane v premennej
2 je nas vysledok — ¢as, kedy sme zacali plnit prva dlohu.

Casova zlozitost tohto riesenia je O(nlogn), kde n je pocet tiloh. Triedenie je najpomalsia operacia. ZvySok
je iba prechod polom.

Pamitova zloZitost je O(n), lebo si musime pamétat vSetky tlohy.

Lahsia aloha — dékaz spravnosti

Pri takychto greedy algoritmoch je dolezité si zdovodnit, predo nas algoritmus skutoéne néjde optimélne
rieSenie.

Zoberme si lubovolné poradie tiloh, ktoré diva najlepSie rieSenie, teda nadm dovoli flikat sa na
zaciatku najdlhsie a porovnajme toto rieSenie s rieSenim, ktoré vytvori nas algoritmus. Chceme ukézat,
7e naSe rieSenie nam dovoli sa flakat na zaciatku asponl tak dlho ako optimélne rieSenie.

Zoberme si z optimélnej postupnosti tlohu 7, ktorda mé deadline najneskér a presurime ju na koniec postup-
nosti tloh. Takto dosiahneme to, Ze tato Glohu budeme konéit presne v ¢ase jej deadlajnu. Ak sme v optimalnom
poradi v ¢ase od d; — ¢; riesili int Glohu, musime posuntt interval jej rieSenia dolava (na Gasovej osi) a takisto
aj intervaly ostatnych predoslych tloh.

Dolezité je v8imnuf si, Ze intervaly neposunieme viac dolava nez bol povodny zaciatok intervalu rieSenia
tlohy ¢. Tym, Ze sme presunuli tlohu 7 na koniec sme totiz vyuzili ¢asovy interval medzi deadlajnom predpo-
slednej tlohy a deadlajnom poslednej tlohy, i. Vdaka tomu nemusime postuvat intervaly, pre tlohy ktoré sme v
optimélnom rieseni zacali rieSif pred 7, a teda touto operaciou uréite nezhorsime optimélne rieSenie.

Teraz si zoberme tlohu s druhym najneskorsim deadlajnom a presunime ju na predposlednii poziciu. Znova
platia podobné argumenty, Ze si tymto nezhor$ime naSe rieSenie. Tento postup budeme opakovat pre vSetky
intervaly. Takto dostaneme poradie tloh, v akom by ich vykonaval na$ algoritmus, ¢ize vlastne vieme prerobit
Tubovolné optimélne rieSenie na naSe rieSenie a nezhorsit ho. To znamené, Ze naSe rieSenie musi byt jedno z
optimélnych.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <climits>

using namespace std;

int main() {
int N, K;
scanf (”.%d.%d”, &N, &K);

vector<pair<int, int>> ulohy (N);
for (int i = 0; 1 < N; ++1) {

scanf (”_.%d.%d”, &ulohy[i].first, &ulohy[i].second);

}

// utried ulohy zostupne podla deadlinu.
sort (ulohy.begin(), ulohy.end(), greater<pair<int, int>>());

int zaciatok_poslednej_ulohy = INT_MAX;

for (const pair<int, int>& uloha : ulohy) {
int deadline = uloha.first;
int trvanie = uloha.second;
if (deadline > zaciatok_poslednej_ulohy) {
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if (zaciatok_poslednej_ulohy - trvanie < 0) {
printf (“Neda.sa_to.stihnut.\n"”);
return 0;
}
zaciatok_poslednej_ulohy -= trvanie;
} else {
zaciatok_poslednej_ulohy = deadline - trvanie;
}
}

printf("%d\n", zaciatok_poslednej_ulohy);
return 0;

Po6vodna aloha

Teraz sa pozrime na tlohu pre k£ > 0. V tomto pripade uz nejde riesit tito tlohu greedy spésobom. Ak by
sme napriklad pouzili stratégiu, ktorou sme riesili pripad k = 0, tak sa ndm nie vzdy musi oplatit zobraf tlohu
s najneskors$im deadlajnom. Ak praca na poslednej tlohe trva velmi dlho, oplati sa ndm ju vynechat a namiesto
nej splnif ostatné tlohy.

Greedy algoritmy sa vyznacuju tym, Ze st velmi rychle. Ked si poriadne pozrieme obmedzenia v zadani
ulohy, tak zistime, ze postac¢i aj pomalsie rieSenie. Na riesenie pouzijeme techniku zvani dynamické programo-
vanie. Pri dynamickom programovani si najprv jednoducho definujeme problém, a potom sa pomocou mensich
a vicsie problémy.

N4s problém je definovany postupnostou tloh a poctom tloh, ktoré chceme vynechat. Ako podproblém si
teda definujeme, Ze chceme zistit, ako najdlhsie sa mozeme flakat, ak chceme z prvych 7 tloh vynechat najviac
j. Pricom stale chceme spractuvat tlohy v takom istom poradi, ako sme to robili v rieSeni pre lahsi problém — od
najneskorsieho deadlajnu po najskorsi. RieSenie pre podproblémy si budeme ukladat do tabulky P, aby sme ich
nemuseli ratat viackrat. Pri¢om na P[i][j] je uloZené &islo, ako najdlhSie sa moZeme flakat ak chceme
vynechaf najviac j tloh z prvych i.

Zacnime trividlnym pripadom, ked chceme z prvych nula loh nestihntt najviac j tloh. V takom pripade sa
mozeme nekonecne dlho flakat, takze do prvého riadku dadme samé nekonecna.

Zoberme si pripad, ked ¢ > 0. V takom pripade méme dve moznosti. V optimélnom rieseni P[i][j] sa nachadza
alebo nenachadza tloha ::

e Ak sa v rieseni nenachadza tiloha i, tak je toto rieSenie zhodné s riesenim pre P[i —1][j — 1]. Cize v takom
pripade sa moézeme flakat P[i — 1][j — 1] ¢asu.

e Ak sa v tomto rieSeni nachadza tloha i, tak odobratim i dostaneme optimélne rieSenie pre podilohu
P[i — 1][j]. Toto sa da jednoducho dokézaf sporom. Ak by to nebolo optimélne riesenie, tak potom
odobratim tlohy ¢ dostaneme lepSie rieSenie pre podproblém P[i — 1][j], ¢o je spor.

Otéazkou este je, kedy zacneme (a skonéime) plnit lohu i. Bud ju skonéime skonéime v ¢ase deadlajnu,
alebo v Case, ked zacneme prva tlohu z rieSenia P[i — 1][j]. Ak je deadline pred zaciatkom prvej tlohy v
rieSeni pre P[i — 1][j], tak musime tlohu ¢ zacat v Case d; — t;. Ak uZ pocas d; rieSime jednu z neskorsich
uloh, zacneme ¢ riesit v ¢ase P[i — 1][j] — t; a skon¢ime v ¢ase P[i — 1][j].

Z oboch tychto moZnosti si vyberieme t1, ktord ndm dovoli sa najviac flikat.
Pli][j] = max(P[i — 1][j — 1], min(d; — t;, P[i — 1][j] — 1))

Tato tabulku si po¢itame po riadkoch a findlny vysledok sa nachddza na policku P[N][K] — ako najdlhsie
sa mozeme flakat ak chceme vynechaf najviac K tloh z prvych N.

Casové zlozitost tohto riesenia je O(nk) a pamitova tiez. Mozeme si viimnaf, ze na vypocitanie nového
riadku v tabulke potrebujeme iba predchadzajici riadok, takZe vieme pamitfova zlozitost vylepsit na O(k) tym,
Ze si budeme pamitat iba posledné dva riadky tabulky.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <climits>

using namespace std;

int main() {
int N, K;
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scanf (”.%d_%d”, &N, &K);

vector<pair<int, int>> ulohy(N);
for (int 1 = 0; i < N; ++1i) {

scanf (”.%d.%d”, &ulohy[i].first, &ulohy[i].second);
}

// utried ulohy zostupne podla deadlinu.
sort (ulohy.begin(), ulohy.end(), greater<pair<int, int>>());

vector<vector<int>> dp (N + 1, vector<int>(K + 1));
£i11(dp[0].begin(), dp[0].end(), INT_MAX);
for (int i = 1; 1 <= N; ++1i) {
for (int j = 0; J <= K; ++3J) {
int deadline = ulohy[i - 1].first;
int trvanie = ulohy[i - 1].second;
// zaporne cislo znamena, ze sa to neda.
int urob_ulohu = min(deadline - trvanie, dp[i - 1]1[j] - trvanie);
int vynechaj_ulohu = j > 0 ? dpl(i - 11[j - 1] : -1;
dp[i] [j] = max(vynechaj_ulohu, urob_ulohu);

}

if (dp[N][K] < 0)
printf ("Neda.sa_to_stihnut.\n”);

else
printf (”$d\n”, dp[N][K]);
return 0;
}
Miso
7. Obézni brankari (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Téato tloha na prvy pohlad vyzerala ako nejakéd komplikovand kombinatorika. V skutocnosti to tak vobec
nebolo, islo len o efektivne spocitanie vSetkjch moznosti vyplnenia obdlZznika. Podme sa najprv pozriet na
sposob, ako tieto moznosti spo¢itat hrubou silou. (Odpora¢am nepreskakovat rieSenie hrubou silou, st v tiom
velmi dolezité myslienky potrebné pre pochopenie vzorového rieSenia.)

Hruba sila - vypiﬁanie po jednotlivych polickach

Poviete si: ,Podme vygenerovat vSetky moznosti!”, otdzka vSak je ako. Jeden zo spésobov by mohol byt, Ze
si zoberieme prazdnu branku a budeme do nej postupne vSetkymi moznostami umiesttiovat stvorce. Vzdy, ked je
branka plnd, zapo¢itame toto rozlozenie do vysledku. Musime ale najst taky spdsob vytvarania (prehladévania)
vSetkych rozlozeni, aby sme kazdé rozloZenie navstivili len raz.

Jeden zo spdsobov by mohol byt taky, Ze postupne prechddzame policka branky zhora dole, zlava doprava. Ak
najdeme nevyplnené policko, sktisime sem vlozit Stvorce vSetkych moznych velkosti tak, aby na tomto policku
lezali lavym hornym rohom (vzdy skisime vlozif 1 Stvorec a potom rekurzivne zavoldme funkciu, o vyplni
zvy$ok branky). Takto vidy zapliiame policka len smerom dole a doprava od nasej pozicie a vietky policka
smerom hore a dolava od nés st uz uréite vyplnené. Pri vytvarani rozloZeni nevytvorime ziadne viackrat (lebo
kazdé dve sa lisia velkostou brankdra aspoi na jednom policku — lavom hornom rohu nejakého brankéra) a
takisto vytvorime kazdé.

Toto riesenie sa lahko vymysli, aj implementuje, no navstivi vSetky rozlozenia, ktorych je exponencidlne
vela.

Hruba sila - vypiﬁanie po stipcoch
Co ak by sme mali uz vygenerované vietky branky velkosti 4 x n? Dokazeme z tychto branok vygenerovat

v8etky branky velkosti 4 x (n + 1)? Odpoved znie, 4no, a budeme to robif nasledovne. Predstavme si, ze méme
uZ vygenerované konkrétne rozloZenie velkosti 4 X n:

Oblast jednej farby je jeden brankéar. Otédzniky v poslednom stipci reprezentuji novy stipec, ktorj chceme
pridaf (teraz budeme pridavat brankérov do stipca tak, aby boli zarovnani podla pravého kraja — teda aby sme
presne vyplnili obdlznik 4 x (n 4 1)). Je jasné, Ze v povodnom rozlozeni musime aj nie¢o zmenif, inak by sme
mohli predsa pridaf len samych jednotkovych brankarov. AvSak, ak budeme menif lubovolne, mozme dojst k
problému generovania rovnakého rozlozenia viackrat.
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Do stlpca s otaznikmi umiestnime fubovolne velkjch brankéarov, ktori sa tam zmestia. V pévodnom rozlozeni
budi v8ak moct prekryt (a teda nahradif) len jednotkovych brankarov. Na nasom obrazku méme napravo
celkom pekné mnozstvo jednotkovych brankarov. Jediného brankara, ktorého si nemézeme dovolit do stipca s
otdznikmi umiestnit je brankér velkosti 4 x 4, pretoze ten by musel prekryt tyrkysového brankara 2 x 2 a vieme,
ze takého prekryt nemozeme.

Vizdy je najviac osem moznosti, ako umiestnif brankirov do stipca s otdznikmi (odportiéam si ich vypisat
na papier), pre kazdu branku velkosti 4 x n je teda celkom Tahko mozné vygenerovat najviac 8 branok velkosti
4% (n+1).

Ukazme si eSte, ze takymto spdsobom vygenerujeme kazdé rozlozenie a ziadne nevygenerujeme dvakrat.
Zoberme si nejaké konkrétne rozlozenie 4 x n a kazdého brankara, ktory sa dotyka pravého okraja branky
nahradme jednotkovymi brankarmi a potom odstrafime posledny stipec. T§mto sposobom dostaneme rozlozenie
velkosti 4 x (n — 1), z ktorého bolo naSe rozloZenie velkosti 4 X n vygenerované. Vidime teda, ze kazdé rozloZenie
4 x n vieme vygenerovat, ak uz mame vygenerované vsetky rozloZenia velkosti 4 x (n —1). Kazdé dve rozloZenia
velkosti 4 x n sa budi ligit bud v poslednom stlpci, alebo v rozlozeniach 4 x (n — 1), z ktorych boli vygenerované.

Budeme si teda postupne generovat rozloZenia pre stale dlhsiu a dlhsiu branku, aZz sa nakoniec dostaneme
po naSu cielovi Sirku branky. Toto rieSenie je v8ak pomerne pomalé. Z kazdej branky 4 x n vygenerujeme
prinajhorsom az 8 branok velkosti 4 x (n + 1) a tak ¢asova zlozitost moze byt az exponencidlna (aj pamétova,
ak si udrziavame vSetky doteraz vygenerované rozlozenia).

Podme sa teda pozrief na to, ako toto rieSenie vyrazne zefektivnif. (Pre porozumenie dal$im rieSeniam je
vSak velmi dolezité v prvom rade porozumiet aktudlnemu.)

Brankari si udrzujd liniu — linedrne rieSenie

V predchédzajiicom rieSeni mozeme spravit nasledujice pozorovanie: to, akych brankarov mozeme pridat do
posledného stipca s otaznikmi zavisi len a len od poétu jednotkovych brankarov tplne napravo v kazdom riadku.
Napriklad, ak pravy okraj nejakej branky vyzerd takto (prazdne poli¢ka bez otdznikov znamenaju hocijakych
nejednotkovych brankarov):

tak tam vieme doplnit nejakych jednotkovych, dvojkovych a dole aj trojkového brankara.

Uplne vsetky rozloZzenia, ktoré koncia takto, sa daji do otaznikov doplnit rovnakymi sposobmi. Kolko je
sposobov, ktorymi mozu rozlozenia koncit? Kedze to zavisi len od poctu jednotkovych brankérov tplne napravo
v kazdom riadku, a zaleZi ndm len na poslednych troch (lebo dalsich uZ nezvlddame prekryt), tak moznosti je
44 (styri riadky a v kazdom 0 — 3 jednotkovych brankarov).

Slabina predchadzajticeho riesenia hrubou silou bola, Ze sme si pamétali Gplne vSetky rozloZenia, aj tie, ktoré
sa kondili rovnako. Peknym vylepSenim teda bude, Ze namiesto toho si budeme pamétat len pocet rozlozeni pre
kazdé mozné ukondenie. Tym sa ndm zlepsi priestorova zlozitost na konStantni, éasova sa vSak nezmeni.

Na to musime spravit eSte jedno vylepsenie. Zavedme si mal( terminoldégiu: stavom budeme nazyvat lubo-
voInt z tych 256 moznosti, ktorymi moze koncit rozlozenie. Co ak by sme si pre kazdy stav dopredu vypoéitali,
na aké daldie stavy sa moze zmenif doplnenim stipca s otdznikmi? Predpocitat to je pomerne jednoduché.
Vsetky prechody medzi rozloZeniami si mozeme ulozit do velkej tabulky 256 x 256, kde j-te policko v i-tom
riadku bude urcovat, kolkymi spdsobmi sa dé dostat zo stavu ¢islo j do stavu éislo ¢ (preco nie naopak, z ¢ do
J uvidime ¢oskoro). Nazvime si tto tabulku M. (Situdciu si mozete predstavit aj tak, Ze vytvorime graf, kde
stavy st vrcholy a prechody medzi stavmi st orientované hrany. i-ty riadok tabulky hovori, z ktorych vrcholov
(stavov) sa da dostat do stavu i a ¢islo na pozicii (4, j) hovori kolko hran vedie z j do i.)

V dalom jednorozmernom poli velkosti 256 si budeme pamétat pocty rozlozeni pre kazdy z 256 stavov.
Nazvime si toto pole u. Na zaciatku mame len jeden stav (0,0, 0,0). Vzdy, ked uz mame spoéitané pocty stavov
pre Sirku branky n, tak pre Sirku n + 1 spoc¢itame lahko. Oznacme si nové pole poctov stavov ako v. Toto pole

" . 255 . . " , . . .
vypocitame jednoducho ako v; = > im0 Uj - M; ;. Inymi slovami, pocet novych rozloZeni v stave i vypocitame
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tak, ze spocitame vSetky moZnosti, ako sa doitho vieme dostat zo starych rozloZeni. KedZe tie mame ulozené,
ako poc¢ty v jednotlivych stavoch a pre kazdy stav vieme podla tabulky M, kam sa z neho vieme dostat, tak
nam stadéi vzdy vynasobif pocet rozlozeni v kazdom stave j s po¢tom moznosti, ako sa z tohoto stavu dostat do
stavu i a celé to séitaf.

Celkovy vysledok bude sucet poctov rozloZeni vo vSetkych stavoch.

Tymto sposobom dostaneme pekné linedrne riesenie. Vypocet rieSenia pre kazda dalSiu $irku nam zaberie
len konstantny cas, kedZe pocet stavov je konStantny a nijako nezévisi od vstupu.

Znizme pocet stavov

RieSenie je sice linedrne od velkosti n, no konstanta, ktorou n nisobime je (44)2 = 2562 = 65536, teda toto
rieSenie je prakticky pouzitelné pre n rddovo 100.

Ak si ale maticu M vypiSeme na vystup, zistime, Ze je pomerne riedka. Inymi slovami, vela stavov je tplne
nedosiahnutelnych. Ako sa tychto stavov zbavit? Jedno z rieSeni by bolo spravit prehladévanie do $irky na grafe,
ktory matica reprezentuje a takym sposobom najst vSetky stavy dosiahnutelné zo stavu (0,0, 0,0).

Existuje v8ak aj jednoduchsie rieSenie. Kazdy riadok v matici M uréuje spdsob, ako vypocitat novy stav z
predchédzajicich stavov. Pokial je cely riadok v matici nulovy, tak stav, ktory reprezentuje tento riadok nikdy
nenadobudne Ziadne rozlozenie. Takyto stav je nedosiahnutelny. Odstranime teda vsetky nulové riadky a im
prislichajice stipce. Tymto spésobom nam mézu vznikntf dalsie nulové riadky a teda odstranime aj tie a tiez
im prislachajuce stlpce. Tento proces opakujeme, az kym sa v matici nenachadzaju ziadne nulové riadky. Takto
sa nam obrovska matica 256 x 256 zredukuje na celkom prijemnti maticu 30 x 30, ¢ize nase rieSenie vyriesi tilohu
aj pre n radovo 10000. Konstanty st niekedy podstatné :)

Smer ¢&ierna matematika (ale vébec nie az tak)

Mame linedrne rieSenie, ale to zjavne nestaci, kedZe Sirka branky moze dosahovat pomerne zévratné hodnoty.
Ked sa vSak pozrieme na to, ¢o vlastne robime v nasom linedrnom rieSeni, tak nie je to ni¢ iné, ako nasobenie
vektora maticou! (V podstate, vypocet poctu novych rozloZeni zo starych pomocou tabulky je tak ¢astd mate-
matickd operacia, Ze ju Iudia dobre preskiimali a nazvali sticinom matic. Pouzite Google a Wikipédiu, ak ste
este o nasobeni dvoch matic a o ndsobeni vektora maticou nepoculi.)

Pozrime sa opif na to, ako z pola (vektora) u vypocitame pole (vektor) v. N4S vzorec bol:

255

(O ZIEE:’Uj' Alﬁj
j=0
Ale toto je predsa ndsobenie vektora maticou! Lahko to prepiSeme na:

v=M-u
Takto vypoditame pocty stavov v branke o jedna vicsej. Co ak chceme vypoéitat poéty stavov v branke o
2 viacsej? Jednoducho:
v=M-M-u

Tu sa ndm zacdina rysovaf celkom jednoduchy pattern. Ak chceme vypoditat poéty stavov v bréanke o n
vicsej, tak to spravime takto:

Hur4, tym sme sa naozaj posunuli dalej, pretoZe matice vieme umoctiovat v logaritmickom ¢ase®! Takymto
sposobom sme dostali riesenie s ¢asovou zlozitostou O(logn) a pamifovou O(1).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

long long MOD;

5Napriklad ak n = 14, potom M™ = M = M8 + M* + M? Stad nam teda vypodcitat mocniny Mzk a vhodné mocniny
séitat. Ak si zapiSeme n v dvojkovej stustave 1419 = 11102, vidime, ktoré mocniny potrebujeme. Mocniny spoéitame jednoducho,
opakovanym nasobenim M*+t = Mk « M!
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// datova struktura reprezentujuca maticu a peknymi operaciami
// podporuje len stvorcove matice, ale tie nam v tejto ulohe stacia
struct matrix {

int size;

vector<vector<long long>> fields;

matrix (int size) {
this->size = size;
fields = vector<vector<long long>>(size, vector<long long>(size, 0));

}

// vygeneruje nam diagonalnu (jednotkovu) maticu
static matrix diagonal (int size) {
matrix d(size);
for (int k = 0; k < size; ++k) {
d.fields[k] [k] = 1;
}
return d;

}

// vynasobi dve matice v case 0(n"3), kde n je velkost matice
matrix operator x (const matrix &other) const {
matrix result (size);

for (int i1 = 0; i < size; ++i) {
for (int j = 0; j < size; ++3) {
for (int k = 0; k < size; ++k) {
result.fields[i] [j] += fields[i][k] = other.fields[k][]];
result.fields[i][j] %= MOD;

}

return result;

}

// vynasobli maticu s vektorom v case O(n"2), kde n je velkost matice
vector<long long> operator * (const vector<long long> &v) const {
vector<long long> result (v.size(), 0);

for (int i = 0; 1 < size; ++1) {
for (int j = 0; j < size; ++3) {
result[i] += fields[i][]J] * v[]j];
result[i] %= MOD;

}

return result;

}

// logaritmicke umocnovanie matice
// algoritmus je uplne rovnaky, ako ked umocnujeme normalne cisla v logaritmickom case
matrix exp(long long n) const ({

matrix result = matrix::diagonal (size);

matrix mul = *this;

while (n > 0) {
if (n & 1) result = mul % result;
n >>= 1;
mul = mul * mul;

}

return result;
i

// struktura reprezentujuca stav praveho konca branky
// pocty jednotkovych brankarov uplne napravo

struct state {
int rows[4]; // tu su ulozene samotne pocty jednotkovych brankarov v kazdom riadku

// vyrobi stav z indexu stavu
// stavy potrebujeme vediet indexovat, aby sme vedeli, v ktorom riadku matice sa nachadza

static state from_index (int index) {

state s;

for (int 1 = 3; i >= 0; —--1i) {
s.rows[i] = index % 4;
index /= 4;

}

return s;

}

// opacna operacia, ako predchadzajuca funkcia
// vrati index daneho stavu
int index() {
return rows|[0] * 4 x 4 x 4 + rows[l] * 4 x 4 + rows[2] * 4 + rows[3];

// rekurzivne vypocitame, do akych vsetkych stavov sa priamo vieme dostat z daneho stavu
// ak sa do jedneho stavu vieme dostat dvoma roznymi sposobmi, tak tento stav sa
// vo vysledku bude nachadzat dva krat
// v parametri done_rows si pamatame, kolko hornych riadkov z praveho stlpca sme uz doplnili
vector<state> next_states(int done_rows = 0) {
if (done_rows == 4) return { *this }; // uz sme doplnili cely pravy okraj

vector<state> result;

// vyskusame umiestnit vsetkych moznych brankarov na najvyssiu nezaplnenu poziciu
for (int square_size = 1; square_size <= 4 && square_size <= 4 - done_rows; ++square_size)
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bool fits = true;

// overime, ci sa da dany brankar doplnit

for (int row = done_rows; row < done_rows + square_size; ++row) {
if (rows[row] < square_size - 1) {
fits = false;
break;

}

// ak ano, tak ho doplnime a rekurzivne doplnime zvysok

if (fits) |
state partial_next_state = xthis;
if (square_size == 1) {
partial_next_state.rows[done_rows] = min(3, rows[done_rows] + 1);
} else {
for (int row = done_rows; row < done_rows + square_size; ++row) {

partial_next_state.rows[row] = 0;
}
}

for (state next_state: partial_next_state.next_states (done_rows + square_size)) {
result.push_back (next_state);

}
}

return result;
bi

// tato funkcia nam spocita kompletnu maticu 256x256, tak, ako je popisana
// vo vzorovom rieseni
// j-—te policko v i-tom riadku urcuje pocet sposobov, ako sa da zo stavu j
// dostat priamo do stavu i
matrix full matrix() {

matrix m(256);

for (int state_index_a = 0; state_index_a < 256; ++state_index_a) {
state state_a = state::from_index(state_index_a);
for (state state_b: state_a.next_states()) {
int state_index_b = state_b.index();

m.fields[state_index_b] [state_index_a] += 1;

}

return m;

}

// tato funkcia odstrani z matice vsetky nulove riadky a im
// prisluchajuce stlpce
matrix reduce_matrix (matrix m) {

vector<int> nonzero_states;

// najprv si najdeme indexy vsetkych nenulovych riadkov

for (int 1 = 0; i < m.size; ++1)
bool zero_row = true;
for (int j = 0; J < m.size; ++3) {
if (m.fields[i][3j] != 0) {
zero_row = false;
break;

}

if (!zero_row) nonzero_states.push_back(i);

}
matrix reduced(nonzero_states.size());

// nasledne vybudujeme maticu, ktora obsahuje len tie nenulove riadky

for (int i = 0; 1 < nonzero_states.size(); ++i) {
for (int j = 0; j < nonzero_states.size(); ++7J) {
reduced.fields[i] []j] = m.fields[nonzero_states([i]] [nonzero_states[]J]];

}
}

return reduced;
int main() {
matrix m = full_matrix();

// kompletnu maticu redukujeme az kym sa neprestane zmensovat
while (true) {

int orig_size = m.size;
m = reduce_matrix (m);
if (m.size == orig_size) break;

}

// pociatocny vektor poctov stavov

// na zaciatku je len jeden stav (0, 0, 0, 0)
vector<long long> initial_counts(m.size, 0);
initial_counts([0] = 1;

long long n;
cin >> n >> MOD;
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// vypocitame konecne pocty stavov v branke 4 x n peknym umocnenim matice
vector<long long> final counts = m.exp(n) x initial_counts;

// a nakoniec scitame pocty konecnych stavov do samotneho vysledku
long long result = 0;
for (long long count: final_counts) {
result += count;
result %= MOD;
}

cout << result << endl;

Buj
8. Opity za volantom (max. 12 b za popis, 8 b za program)

V prvej éasti vzoraku si ukazeme, ako sa postupnym zlepSovanim vieme dopracovat k optimélnemu rieseniu
pomocou checkpointov. Ku koncu si ukdzeme pomalSie, ale pomerne rychle rieSenie pomocou intervalového
stromu a pre fajnsmekrov aj optiméalne riesenie, ktoré pouziva karteziansky strom.

Vystraha: Odportiéame vam éitat vzorak od zaciatku. Jednotlivé sekcie na seba niekedy netrividlne nadvi-
zuju. Pri odhadoch ¢asovych zlozitosti sa budit vyskytovat hlavne pismenké n = podet obmedzeni, ¢ = pocet
otazok a o = velkost vystupu. Ak nebude uvedené inak, pamitova zlozitost je O(n).

Priamociare O(n + gn + o)

Na zaciatku nacéitame vSetky dopravné obmedzenia a uloZime si ich v skoro fubovolnej datovej Struktire —
pole, vektor, spadjany zoznam,... Cokolvek, ¢o nam umoziiuje prejst vSetkymi prvkami.

Ked sa neskor vodi¢i pytaji na dopravné obmedzenia, ktoré sa ich tykaja, jednoducho pre kazdé dopravné
obmedzenie zistime, ¢i sa vodi¢ nachddza v jeho aktivnej zone. Ak dno, obmedzenie si zapamitame. Na konci
vSetky zapamiitané dopravné obmedzenia vypiSeme v pozadovanom formate.

Pre kazdt otézku prechddzame zoznam vsetkych obmedzeni, ¢iZe najpomalSia ¢ast algoritmu si vyZzaduje
¢as O(gn).

Neskasajme obmedzenia zadinajice za poziciou vodi¢a O(n + qn + o)

Vsimnime si, Zze nem4 zmysel skisat dopravné obmedzenia, ktorych zadiatok je na ceste neskor ako pozicia
vodica. ModZeme tak vyskusat nasledujtce vylepSenie:

Na zaciatku si vSetky obmedzenia utriedime podla pozicie ich za¢iatku. Na otazky potom vieme odpovedat
efektivnejsie — ak je panikariaci vodi¢ na pozicii p, postupne overujeme obmedzenia v poradi, ako st utriedené.
Ked narazime na obmedzenie zadinajtice na | > p, vieme, ze dalej nem4 zmysel skisat.

Ak vSetky obmedzenia pokryvaji len kratke tseky cesty a vodic¢ spanikaril skoro na konci cesty, tento
algoritmus za¢ne pekne poporiadku testovat obmedzenia, ktoré zacinaju na zacdiatku cesty. VicéSina obmedzeni
vsak vdaka ich zanedbatelnej dlzke nebude aktivna. V najhorSom pripade tak stile mozeme potrebovaf pre
kazdu otézku prechidzat vicsSinu obmedzeni, hoci vystup moze byt pomerne maly.

Neski($ajme obmedzenia zacinajlice za a konéiace pred poziciou vodi¢a O(n? + q + o)

Co ak by si ale algoritmus pamsital len obmedzenia, ktoré boli aktivne iba maly ktsok pred vodicovou
poziciou p? Povedzme, Ze tie, ¢o boli aktivne na pozicii ¢ < p. Potom by algoritmus nemusel skisat obmedzenia
koncéiace pred poziciou ¢. Sta¢i mu vyskisat len obmedzenia aktivne na g a obmedzenia zadinajtce v intervale
(¢, p)-

Ked predchéadzajicu myslienku dotiahneme do totélneho extrému, dostaneme algoritmus, ktory po nacitani
dopravnych obmedzeni pre kazda poziciu vypocita, ktoré obmedzenia st na nej aktivne.

Ako to spravime? Tak, ako to robia Iudia za volantom:

Na cestu si umiestnime znacky dvoch typov — zaciatok dopravného obmedzenia a jeho koniec. Pri kazdej
znacke si tiez pamétdme poradové ¢islo obmedzenia, ku ktorému sa vzfahuje. Dopravné znacky si utriedime
podla ich pozicii. Nésledne simulujeme jazdu od zaciatku cesty po jej koniec, priGom si udrzujeme mmnozinu
aktivnych obmedzeni. Ked sa posunieme o 1 poziciu vpred, pozrieme sa na vSetky dopravné znacky na novej
pozicii, a podla nich upravime mnozinu aktivnych obmedzeni — priddme alebo odstranime obmedzenie z mnoziny.
Nasledne si pre dant poziciu ulozime vsetky aktivne obmedzenia.

Celkové mnozstvo toho, ¢o si algoritmus zapamiita, moze ale byt az O(n?) — napriklad, ked mame n ob-
medzeni, a i-te z nich je aktivne na intervale (i,i + n). Mnozinu aktivnych obmedzeni si tak sta¢i pamétat v
jednoduchom poli, kde pridanie a odobranie zéznamu bude trvat O(n). Ak by sme nepotrebovali ukladat ak-
tivne obmedzenia pre kazda poziciu, vieme mnozinu upravovat v ¢ase O(logn), ked mnoZinu implementujeme
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ako bindrny vyhladavaci strom (std::set v C++4). Tato optimalizdciu budeme pouzivat v dalsich zlepSeniach
algoritmu.

Ked uz pre kazda poziciu vieme, ktoré obmedzenia st na nej aktivne, kazdi otdzku vieme spracovat v Case
O(1 + velkost vystupu). Pamiifova zlozitost je O(n?).

Nieco prijatelnejsie O(n+/n + ¢y/nlogn + ologn)

Nebudeme si ukladat aktivne obmedzenia pre kazdu poziciu, ale iba pre niektoré. Opif simulujeme jazdu od
zacCiatku cesty po jej koniec. Poziciu, pre ktort sa rozhodneme ulozit si aktivne obmedzenia, nazveme check-
point. Ako prvy checkpoint zvolime zaciatok cesty. Ked sa potom posivame vpred, Standardne si udrzujeme
mnozinu aktivnych obmedzeni. Ak sme od posledného checkpointu videli aspoii v/n znaciek, ulozime si pre tito
poziciu aktivne obmedzenia a prehlasime ju za novy checkpoint. Pre kazdy checkpoint si pamétame najviac
n obmedzeni a Tahko vidno, Ze checkpointov je rddovo y/m. Preto toto predspracovanie vieme spravif v ¢ase

Ako odpovedame na otdzky? Ked je panikariaci vodi¢ na pozicii p, ndjdeme najblizsi checkpoint, ktory je
pred alebo na pozicii p. To vieme spravit napriklad tak, Ze si pamétdme zoznam vSetkych checkpointov utriedeny
podla ich pozicie, a bindrne v fiom vyhladdme v ¢ase O(log/n) = O(logn).

Vsetky obmedzenia aktivne v checkpointe vlozime do mnoziny (v ¢ase O(alogn), kde a je pocet tychto
obmedzeni). Nésledne sa posivame vpred, kym nie sme za poziciou p a podla znafiek upravujeme mnozinu.
Vieme, ze znafiek bude najviac /n, takze toto spravime v éase O(y/nlogn). Nakoniec eSte vypisanie Casti
vystupu trva O(v).

Dokopy potrebujeme na jednu otazku ¢as O(logn+ alogn+ /nlogn+v). Podla nasledujiiceho pozorovania
to prevedieme do krajsieho tvaru, v ktorom uZ nebude vystupovat a.

Pozorovania o lokalnosti

Nech na pozicii p je aktivnych a obmedzeni, a na tuseku (p, ¢) je s znac¢iek. Potom na pozicii ¢ je aktivnych
aspon a — s a najviac a + s obmedzeni.

Cestou od najblizsieho checkpointu k pozicii vodi¢a narazime na najviac v/n znaciek, teda a —/n < v, odkial
dostdvame horny odhad pre a: a < v + y/n. Dosadenim dostaneme odhad ¢asu na jednu otdzku O(v/nlogn +
vlogn). Pamitova zlozitost je O(n+/n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <cmath>
#include <algorithm>
using namespace std;

void vloz_do_setu (vector<int>& src, set<int>§& dest) {
for (unsigned i=0; i<src.size(); i++) {
dest.insert (srclil]);
}
}

void zmaz_zo_setu (vector<int>& src, set<int>& dest) {
for (unsigned i=0; i<src.size(); i++) {
dest.erase(src[i]);
}
}

void uloz_do_vektora (set<int>& src, vector<int>& dest) {
for (set<int>::iterator it = src.begin(); it != src.end(); it++) {
dest.push_back (xit);
}
}

int n, len;

vector<vector<int> > zac; // znacky zaciatku obmedzenia na pozicii
vector<vector<int> > kon; // znacky konca obmedzenia na pozicii
vector<int> nextnonempty; // najblizsia dalsia pozicia, na ktorej su znacky

vector<vector<int> > check;
vector<int> checkpoint_positions;

void spocitaj_nextnonempty () {
nextnonempty.resize (len);

nextnonempty[len-1] = len;
for (int i=len-2; i>=0; i--) {
if (zac[i+1l].size() > 0 || kon[i+1l].size() > 0)
nextnonempty[i] = i+1;
else
nextnonempty[i] = nextnonempty[i+1];

}

void spocitaj_checkpointy () {
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int sgn = ceil(sqgrt(n));
check.resize(len);

set<int> aktivne;
vloz_do_setu(zac[0], aktivne);
zmaz_zo_setu(kon[0], aktivne);
uloz_do_vektora (aktivne, check[0]);
checkpoint_positions.push_back (0);

int pocet_znaciek = 0;
for (int i=1; i<len; i++) {
vloz_do_setu(zac[i], aktivne);
zmaz_zo_setu(kon[i], aktivne);
)

pocet_znaciek += zac[i].size(

if (pocet_znaciek >= sqgn) {
uloz_do_vektora (aktivne, check[i]);
checkpoint_positions.push_back (i) ;
pocet_znaciek = 0;

+ kon[i].size();

}

set<int> zisti_aktivne_obmedzenia (int vodic) {
if (vodic < 0 || vodic >= len)
return set<int>();

int pos = x (upper_bound (checkpoint_positions.begin(), checkpoint_positions.end(), wvodic) - 1);
set<int> aktivne;
vloz_do_setu(check[pos], aktivne);
for (pos = nextnonempty|[pos]; pos <= vodic; pos = nextnonempty[pos]) {
vloz_do_setu(zac[pos], aktivne);
zmaz_zo_setu(kon[pos], aktivne);
}
return aktivne;

}

int main () {
cin >> n;
len = 2%n + 1;

zac.resize(len); kon.resize(len);

for (int i1=0; i<n; i++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
if (b <= a) continue;
zac[a] .push_back (1) ;
kon[b] .push_back (i) ;
}

spocitaj_nextnonempty () ;
spocitaj_checkpointy();

int qg;

cin >> qg;

int maska = 0;

for (int i=0; i<qg; i++) {
int vodic;
cin >> vodic;
vodic "= maska;

set<int> aktivne = zisti_aktivne_obmedzenia (vodic);

cout << aktivne.size();

for (set<int>::iterator it = aktivne.begin(); it != aktivne.end(); it++) {
cout << .7 << *it;
maska "= *it;

}
cout << "\n”;

}

return O;

Lepsie? Lepsie. O(ny/n + g\/n + o)

Zamyslime sa nad tym, preco sme mali v predchédzajicom rieSeni v ¢asovej zloZitosti tak vela logaritmov. Pri
kazdej otdzke na poziciu p sme museli zostrojit mnozinu, a potom ju upravovat. Pritom nés ale vobec nezaujima
obsah mnoziny na pozicidch inych ako p. Ide to teda spravit aj lepSie — zostrojime si zoznam vSetkych kandidatov
— obmedzeni, ktoré by mohli byt aktivne na p. Tych je O(a + /n). Pre kazdého kandidata vieme v konstantom
Case povedat, ¢ je aktivny na pozicii p.

Dostaneme tak ovela prijatelnejsi ¢as na jednu otdzku O(logn + a + /n +v) = O(y/n + v).

Celé satodav O(n+q+o0)

Na prvy pohlad vyzerd tato Gasové zloZitost nedosiahnutelne — ved na upravovanie mnoziny aktivnych
obmedzeni potrebujeme O(nlogn) ¢asu a hladanie najblizsich checkpointov nam trva O(qlogn)! Ukazeme si
teda najprv, ako tieto veci vieme robit rychlejsie.

Pri udrziavani mnoziny, nas nezaujima jej obsah na poziciach, ktoré nie st checkpoint. Predstavme si teda, ze
pozname vsetky aktivne obmedzenia pre checkpoint na pozicii p, a nasledujtci checkpoint polozime na poziciu
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q. Ako vypocitame mnozinu aktivnych obmedzeni pre ¢q7 Tak, ako sme v predchadzajicom rieSeni odpovedali
na otézky — vyskiSame vSetky obmedzenia aktivne na p, a vSetky obmedzenia za¢inajtce v (p, q).

Casova zlozitost zostrojenia jedného checkpointu je teda O(a + b), kde a je pocet obmedzeni aktivnych
v predchadzajicom checkpointe a b je poet obmedzeni zaéinajucich v (p,q). Ked takto zostrojime vsetky
checkpointy, dostaneme ¢asovt zlozitost O(c + n), kde ¢ je podet obmedzeni zapamitanych v checkpointoch
(stcet a-cok).

Nakoniec, hladanie najbliz§ieho checkpointu vieme robif rychlejsie vdaka tomu, Ze vSetky pozicie st od 0
po 2n. Pre kazdu poziciu zistime, ktory checkpoint je najblizsie. Ak ozna¢me najblizsi checkpoint pre poziciu x
ako P[x], Tahko vidno, Ze ak pozicia p je checkpoint, tak P[p] = p, inak P[p] = P[p-1]. Sta¢i ndm teda raz
vypoditat pole P v O(n).

A staci na to tato jednoducha aprava

Vsetky prerekvizity uz mame, a dostavame sa tak k jadru celého rieSenia — k rozumnému umiestiovaniu
checkpointov. Prvy checkpoint umiestnime Standardne na zaciatok cesty. Ako umiestiiujeme nasledujtice check-
pointy? Ozna¢me a pocCet obmedzeni v predchadzajicom checkpointe. Vydame sa z neho smerom dopredu,
pri¢om si poc¢itame podet znadiek, ktoré sme cestou videli. Ked tento pocet presiahne 5, nasu poziciu prehla-
sime za nasledujuci checkpoint.

A to je celé! Iba drobnou tpravou odmocninového rieSenia dostaneme optimdlne linedrne. Patri sa ale
dokézat, Ze je to naozaj linearne.

Zamyslime sa nad tym, kolko si toho v checkpointoch pamétame. V prvom checkpointe si pamétame vSetky
obmedzenia zacinajice na pozicii 0, ktorych je najviac n. Pre kazdy dalsi checkpoint méme z pozorovania o
lokalnosti nasledujuci odhad:

Nech predchadzajici checkpoint na pozicii p ma a aktivnych obmedzeni, a aktualny checkpoint je na pozicii
q a mé b aktivnych obmedzeni. Na intervale (p,q) je s > § znaciek. Potom b < a + s < 3s.

Teda pocet zapamitanych obmedzeni v aktudlnom checkpointe je rddovo najviac tolko, kolko znadéiek
sme stretli cestou z predchadzajiceho checkpointu. Kazda znacka sa ale zrejme nachédza najviac v jed-
nom tseku (pozicia checkpointu, pozicia nasledujiceho checkpointu>. Znadiek je O(n), takze celkovo
si vo vSetkych checkpointoch pamitame O(n) obmedzeni a tak vieme spocitat vSetky obmedzenia v checkpoin-
toch v ¢ase O(n).

Nakoniec sa zamyslime, ako dlho ndm trva odpovedat na otdzku. Nech je panikériaci vodi¢ na pozicii p a
najblizsi predosly checkpoint je na g. Ozna¢me a pocet obmedzeni v g. Vieme, ze na intervale (¢,p) je s < §
znaciek. Podla pozorovani o lokalnosti vieme, Ze pocet obmedzeni v p je aspoii a — s > a — 5= %a. Ak teda
oznacime velkost vystupu pre tito otdzku v, plati v > %a. Podet sktiSanych kandidatov je a+s < % < 3v =0(v).
Takze na kazdt otdzku vieme odpovedat v ¢ase O(1 + v).

Potrebujeme teda ¢as O(n) na predpocitanie a ¢as O(q + o) na odpovedanie — dokopy O(n + g + 0).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

struct Obmedzenie {
int 1, r, por;

Obmedzenie (int 1, int r, int por) : 1(1), r(r), por(por) {}
Obmedzenie () {}
bool aktivne (int vodic) { return (vodic >= 1 && vodic < r); }

i

void pridaj_aktivne_obmedzenia (int vodic, vector<Obmedzenie>& kandidati, vector<Obmedzenie>& dest) {
for (unsigned i=0; i<kandidati.size(); i++)
if (kandidati[i].aktivne (vodic))
dest .push_back (kandidati[i]);
}

int n, len;

vector<int> nextnonempty;

vector<int> znacky_na_pozicii, predosly_checkpoint;

vector<vector<Obmedzenie> > obmedzenia_od_pozicie, obmedzednia_v_checkpointe;

vector<Obmedzenie> obmedzenia_na_pozicii (int pozicia, int checkpoint) {
vector<Obmedzenie> obmedzenia;

pridaj_aktivne_obmedzenia (pozicia, obmedzednia_v_checkpointe[checkpoint], obmedzenia);
for (int j = nextnonempty[checkpoint]; j<=pozicia; j = nextnonempty[j]) {
pridaj_aktivne_obmedzenia (pozicia, obmedzenia_od_pozicie[]j], obmedzenia);

}

return obmedzenia;

}

void spocitaj_nextnonempty () {
nextnonempty.resize (len);
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nextnonempty[len-1] = len;

for (int i=len-2; i>=0; i--) {
if (znacky_na_pozicii[i+1] > 0)
nextnonempty[i] = i+1;
else
nextnonempty[i] = nextnonempty[i+1];

}

void spocitaj_checkpointy () {
obmedzednia_v_checkpointe.resize (len);
predosly_checkpoint.resize (len);

obmedzednia_v_checkpointe[0] = obmedzenia_od_pozicie[0];
predosly_checkpoint [0] = 0;
int pocet_znaciek = 0;

for (int i=1; i<len; i++) {
pocet_znaciek += znacky_na_pozicii[i];
int predosly = predosly_checkpoint[i-1];

if (pocet_znaciek >= (int)obmedzednia_v_checkpointe [predosly].size() / 2) {
obmedzednia_v_checkpointe[i] = obmedzenia_na_pozicii (i, predosly);
pocet_znaciek = 0;
predosly_checkpoint [i] = 1i;
}
else {
predosly_checkpoint[i] = predosly;
}
}
}
int main () {
cin >> nj;
len = 2%n + 1;

znacky_na_pozicii.resize(len, 0);
obmedzenia_od_pozicie.resize(len);

for (int i=0; i<n; 1i++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
if (b <= a) {
continue;
}
obmedzenia_od_pozicie[a].push_back (Obmedzenie(a, b, 1));
znacky_na_poziciila]++;
znacky_na_pozicii[b]++;

}

spocitaj_nextnonempty () ;
spocitaj_checkpointy () ;
int qg;
cin >> qg;
int maska = 0;
for (int i1=0; i<qg; i++) {
int vodic;
cin >> vodic;
vodic "= maska;

vector<Obmedzenie> ans (0);
if (vodic >= 0 && vodic < len) {
ans = obmedzenia_na_pozicii (vodic, predosly_checkpoint[vodic]);

}

cout << ans.size();

for (unsigned i=0; i<ans.size(); i++) {
cout << ”_” << ans[i].por;
maska "= ans[i].por;

}

cout << ”\n”;

}

return 0;

Cestné uznania. ..

... ziskavaju nasledujuce rieSenia. Prvé je zaloZené na intervalovom strome, bezi v ¢ase O(nlogn+qlogn+o)
a bolo oblibené medzi riesitelmi. Druhé je takisto optimélne, a zaloZzené na kartezidnskom strome.

RieSenie intervalovym stromom

Na pozicii [ si budeme pamitat vSetky obmedzenia, ktoré zac¢inaji na pozicii . Nad takymto polom zostro-
jime nasledovny intervalovy strom — v kazdom intervale si pamétame vSetky obmedzenia, ktoré maji zaciatok
v tomto intervale. Navyse si ich paméitame usporiadané podla pozicie konca obmedzenia. Takyto intervalovy
strom vieme lahko zostrojit — ak uz vieme, aké obmedzenia za¢inaja v intervale (I, s) a v akom poradi konéia,
a rovnaku informéciu méame aj pre interval (s,r), tak tieto dva intervaly vieme spojit v linedrnom céase do
intervalu (I, r). (Podobne, ako to robi merge sort.)

Ked chceme odpovedat vodi¢ovi na pozicii p, chceme vlastne najst vSetky obmedzenia zacinajice v (0,p +

http://ksp.sk/ strana 20 z 23



1), ktorych koncovy bod je > p. Rozlozime teda Standardne interval (0,p + 1) na O(logn) intervalov, ktoré
zodpovedaju vrcholom v nasom strome. Pre kazdy z tychto intervalov vieme, ktoré obmedzenia v iom zacinaju,
a v akom poradi koncia. Tak za¢neme tymi, ktoré koncia najneskdr, a postupne ich skisame, kym nenajdeme
prvé obmedzenie konéiace na r < p. Dalej vieme, Ze nem4 zmysel sktsat.

Casova zlozitost jednej odpovede je teda O(logn + v) — potrebujeme O(logn) ¢asu na rozklad na jednotlivé
intervaly, a v kazdom spravime aspoti jednu operaciu. Cas na zostrojenie intervalaca je O(nlogn) — dokopy
mame ¢as O(nlogn + qlogn + o). Pamiitova zlozitost je O(nlogn) — na kazdej Grovni intervalového stromu si
totiZ pamiitame vSetky obmedzenia, a trovni je O(logn).

Kartezianske riesenie

Verime, ze Citatel si sdm doplni znalosti o tom, ¢o to je kartezidnsky strom, a ako sa zostrojuje. Najlepsie
predtym, nez sa pusti do ¢itania tohto rieSenia.

Kazdé dopravné obmedzenie mozeme interpretovat ako bod v rovine — ak zacéina na pozicii [ a konéi na r, tak
mu bude zodpovedat bod so stradnicami [, r. Predstavme si pre zaciatok, Ze ziadne dve obmedzenia nezacdinaji
ani nekoncia na tej istej pozicii. Nech je vodi¢ na pozicii p, a uz mame zostrojeny kartezidnsky strom nad bodmi
s z-sturadnicou < p. Ako nidjdeme odpoved?

Jednoducho — za¢neme v koreni kartezianskeho stromu, spracujeme ho, a pripadne sa posunieme do jeho
Tavého a pravého syna. Co to znamend ,spracovat” a ,posunat” ? Vieme, ze body v lavom aj v pravom pod-
strome maju y-suradnicu mensiu ako spracovavany vrchol. Takze ak aktualne spracovavany vrchol nevyhovuje
(zodpoveda nejakému obmedzeniu [, r pre r < p), tak nemd zmysel pokracovat so synom. Ak vyhovuje, tak ho
priddme do zoznamu aktivnych obmedzeni, a pokra¢ujeme so synmi. Lahko vidno, Ze takto spravime radovo
O(1 + v) operécii.

Vidime teda, Ze by sme chceli nejaky perzistentny kartezidnsky strom. To vieme dosiahnuf nasledovne —
Standardne pomocou zdsobniku zostrojujeme kartezidnsky strom nad polom. Kazdy vrchol niekedy priddvame
do stromu. Pozrime sa na tento moment — priddvany vrchol je najpravejsi vrchol stromu, takZe moze maft iba
Tavého otca. Toho si v danom vrchole zapamitame.

Ako teraz odpoveddme panikariacemu vodicovi na pozicii p 7 Predpokladajme, Ze existuje obmedzenie zaci-
najiice na p, a ozna¢me jemu zodpovedajuci vrchol ag. Spracujeme jeho Tavy podstrom, a najdeme lavého otca
ag. Nech to je ay, spracujeme lavy podstrom ai, ndjdeme lavého otca ai, a opakujeme. A tak dalej, az kym
nenarazime na niekoho, kto uz lavého otca nema.

Lahko vidno, Ze takto sme naozaj spracovali na$ strom v takom stave, v akom bol po pridani vrcholu p, p.
Konstrukcia stromu z pola trva O(n), a odpovedanie trva dokopy O(g+0) — dokopy O(n+g+o). Este potrebujeme
rozsirit nase rieSenie o technické detaily. Konkrétne, ked obmedzenia mozu zaéinat aj koncit na rovnakej pozicii,
a ked nemusi pre kazdd poziciu p existovat obmedzenie zaéinajtice na p. Prenechéavame éitatelovi.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

struct Node {
vector<pair<int, int> > obm; // konce a id
// na pozicii 0 je najpravejsi koniec, a dalej zostupne

// pridame do zoznamu obmedzeni

void push (pair<int, int> par) {
obm.push_back (par) ;

}

// ziskame obmedzenia konciace po p

void get (int p, vector<int>& ans) {

for (unsigned i = 0; i < obm.size(); i++) {
if (obm[i].first <= p) {
break;

}
ans.push_back (obm[i].second);
}
}
// vrati y suradnicu reprezentanta —-- najvacsia y suradnica
int v () {
if (obm.empty()) {
return -1;
}

return obm[0].first;
}i
struct CarTree ({
vector<Node> V; // pre kazdu poziciu si pamatame obmedzenia zacinajuce na nej

vector<int> lsyn, rsyn, lotec; // lavy/pravy syn, lavy otec v strome

CarTree (vector<pair<int, int> >& obm) ({
// obmedzenia podla ich konca
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}

vector<vector<pair<int, int> > > sorted;

for (unsigned i = 0; i < obm.size(); i++) {
int kon = obm[i].second;
while ((int)sorted.size() <= kon) { // zvacsime sorted, aby bol koniec vnutri rozsahu
sorted.push_back (vector<pair<int, int> >());
}
sorted[kon] .push_back (make_pair (obm[i].first, 1)); // zaciatok obmedzenia a jeho id

}

// pomocou sorted naplnime V

for (int i = (int)sorted.size() - 1; 1 >= 0; i--) {
for (unsigned j = 0; j < sorted[i].size(); J++) {
// najprv dostatocne zvacsime V
int zac = sorted[i][]j].first;
while ((int)V.size() <= zac) {
V.push_back (Node () ) ;
}
// vlozime
int id = sorted[i][]].second;
V[zac] .push (make_pair (i, id));
}
}
// pridame virtualne obmedzenia
for (unsigned i = 0; i < V.size(); i++) {
V[i].push (make_pair(i, -1));
}
// nakoniec zostrojime samotny strom -- lsyn, rsyn, lotec
vector<pair<int, int> > S; // stack, pamatame si (max y sur, X sur)
for (unsigned i = 0; i < V.size(); i++) {
int last = -1; // posledny vybrany zo stacku
while (!S.empty() && S.back().first < V[i]l.y()) {
last = S.back () .second;

S.pop_back () ;

if (!S.empty()) {
int j = S.back() .second;
rsyn[j] = i;

lotec.push_back (3);
}
else {
lotec.push_back (-1);
}
lsyn.push_back (last);
rsyn.push_back (-1);
S.push_back (make_pair (V[i].y (), 1));
}

// spracuje zadany vrchol
void spracuj (int v, int p, vector<int>& ans) {

}

if (v < 0 || v >= (int)V.size()) {
return;

}

if (VIvl.y() <= p) |
return;

}

V[v].get (p, ans);
spracuj(lsyn[v], p, ans);
spracuj(rsyn[v], p, ans);

// odpovie na otazku
void query (int p, vector<int>& ans) {

int i = p;
if (i >= (int)V.size()) {
i = (int)V.size() - 1;

}

if (i < 0) |
return;

}

while (i !'= -1) {
V[i].get (p, ans);
spracuj(lsyn[i], p, ans);

i = lotecl[i];
}
}
bi
int main () {
int n;
cin >> n;

vector<pair<int, int> > obm; // obmedzenia

for

}

(int 1 = 0; 1 < n; i++) {

int a, b;

cin >> a >> Db;

obm.push_back (make_pair(a, b));

CarTree ct (obm) ;

int
cin
int
for

q;

>> qg;

maska = 0;

(i a>0; g--) |
int t;

cin >> t;

t "= maska;

vector<int> ans;

ct.query(t, ans);

cout << ans.size();

for (unsigned i=0; i<ans.size(); i++) {
cout << ”_" << ans[i];
maska "= ans[i];
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}
cout << ”\n”;

}

return 0;
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