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Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 1. kola letnej cCasti

- Sandyna
1. Zrati (max. 6 b za popis, 4 b za program)

KedZe predétorov je vo vSetkych koldch rovnako vela, kazdé kolo zoZert rovnako vela koristi (pokial nevymreli
od hladu). Mnozstvo vzniknutej koristi viak zévisi od toho, kolko jej je. Cim viac koristi je, tym viac jej vznikne.
To vSak znamené, Ze pokial v prvom kole mnozstvo koristi stipne, musi stipnut aj v druhom kole a kazdom
neskorsom, pretoZe ich ubudne rovnako vela ale pribudne ich viac. Podobne, pokial v prvom kole mnoZstvo
koristi klesne, musi jej mnozstvo klesnit aj v dalsich kolach.

Na vyrieSenie tejto tlohy ndm teda stac¢i odsimulovat jediné kolo ekosystému a pozriet sa, kolko koristi sme
mali predtym a kolko mame po kole.

Ak méame teda na zaciatku a predatorov a b kusov koristi, tak za jedno kolo ndm najprv zmizne a - p kusov
koristi, ¢ize nam ich ostalo b — (a - p) kusov. Této korist sa rozmnozi a budeme mat (b — (a-p)) - k kusov koristi.
Porovname teda b a (b— (a-p)) - k. Podla toho, ktoré ¢islo je viésie alebo ¢&i st ¢isla rovnaké lahko urcime, ¢o sa
stane s ekosystémom. Musime sa ale uistif, Ze pouzivame dostatoéne velké premenné, aby sa ndm do nich éislo
zmestilo.

Casova a pamatova zlozitost

Riesenie tlohy zahftia len spoéitanie a porovnanie niekolkych &isel, ktorych je vidy rovnako vela, bez ohladu
na vstupné data. Casové zlozitost bude konstantna, ¢ize O(1). TaktieZ si nemusime pamiitat ni¢ iné, len danych
par Cisel. Pamétova zlozitost bude teda tiez konstantna: O(1).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
long long pocet_predatorov, pocet_koristi, p, k;
cin >> pocet_predatorov >> pocet_koristi >> p >> k;

long long zozrata_korist = pocet_predatorov * p;
long long nova_korist = (pocet_koristi - zozrata_korist) =* k;
if (nova_korist == pocet_koristi) {

cout << ”rovnovaha\n”;

} else if (nova_korist > pocet_koristi) {
cout << "rastie\n”;

} else if (nova_korist < pocet_koristi) {
cout << ”vymrie\n”;

}

Listing programu (Python)

a, b, p, k = map(int, input () .split())
c= (b -axmp) ~k
if (¢ > b):
print (' rastie’)
elif (c < b):
print (' vymrie’)
else:
print (' rovnovaha’)

Siegrift
2. Zajova paranoja (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Zajo chce mat postel umiestnent v bezpeéi. To st také Casti tizemia, cez ktoré nemieri ziaden ostrelo-
vaé. Véimneme si, Ze priestor medzi dvomi susednymi ostrelova¢mi je vidy bezpeény. Podobne tizemie medzi
nesusednymi ostrelova¢mi je vzdy nebezpecné, lebo sa medzi nimi nachddza nejaky iny ostrelovac.
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Pomalsie rieSenie

Pre kazda dvojicu susednych ostrelovacov zo severu, prejdeme kazdt dvojicu susednych ostrelovacov z vy-
chodu. Sirku medzery medzi ostrelova¢mi zo severu oznaéme a, $irku medzery medzi ostrelova¢mi z vychodu
ozna¢me b. Cast miestnosti ohrani¢ena tymito dvojicami je tvorena obdlznikom so stranami a a b. Obsah tohto
obdlznika je zrejme a - b. Pri prechddzani vSetkymi tymito moznostami, si po¢itame maximalny obsah, ktory
sme doposial nasli. Nakonci iba vypiSeme toto ¢éislo. Takéto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O(m - n), lebo tychto
dvojic je rddovo m - n a kazdu spracujeme v konstantnom case. Pretoze si pamétdme cely vstup, paméitova
zlozitost je stale O(m + n).

Trik na oSetrenie okrajov

Treba si este dat pozor na to, Ze idedlne miesto pre postel moZe byt aj pri okrajoch miestnosti. Toto treba
oSetrif bud manuélne (pridat podmienky), alebo si pomdéZeme trikom. Vyrobime si dvoch ostrelovacov v kazdom
smere takych, Ze budi na okrajoch miestnosti. Riesenie bude rovnako spravne a rychle, ale sprehladnime si tym
nas kéd.

Vsimnime si tiez, ze pri vSetkych premennych okrem vyslednej plochy nam staéi pouzit v C++ typ int,
pretoze podla zadania sa ndm do neho vSetko zmesti. Pri vyslednej ploche ale ndsobime dve &isla, ktoré mozu
byt velké az 10° a vtedy by ndm uz int nestadil.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector> // namiesto vectora mozeme pouzit aj obycajne pole
using namespace std;

int main() {
int x, y, m, n;
cin >> x >> y >> m >> n;

// zadefinujeme vstupne polia aby sa nam tam zmestili ’okraje’

vector<int> sever (m + 2); // pozicie okien na severe
vector<int> vychod(n + 2); // pozicie okien na vychode
// nastavime ’okraje’
sever[0] = vychod[0] = 0;
sever[m + 1] = x;
vychod[m + 1] = y;
for (int 1 = 1; i <= m; ++1i) cin >> sever[i];
for (int 1 = 1; i <= n; ++i) cin >> vychod[i];
long long odpoved = -1; // cast izby vacsia ako -1 sa urcite najde
for (int sever_i = 1; sever_i < sever.size(); ++sever_1i) {
for (int vychod_i = 1; vychod_i < wvychod.size(); ++vychod_i) {
int dlzka_sever = sever([sever_1i] - sever[sever_i - 1];
int dlzka_vychod = vychod[vychod_i] - vychod[vychod_i - 11];

odpoved = max (odpoved, (long long) dlzka_sever x dlzka_vychod);

}
cout << odpoved << endl;

return O;

Vzorak

Na plny pocet bodov bolo nutné spravit este jeden myslienkovy krok. NaSe povodné rieSenie prechadzalo
zbytoéne vela moznostami. Stacilo si uvedomit, Ze najvéicésie tizemie sa vzdy nachédza na prieniku izemi medzi
dvomi najvzdialenejSimi ostrelovaémi na vychode a dvomi najvzdialenej$imi na severe. Poditanie maximalneho
lzemia je preto ekvivalentné s hladanim maximadlnej vzdialenosti medzi ostrelovaémi zo severu a z vychodu.
Hladané tizemie je potom rovné stc¢inu tychto &isel. Casova zlozitost tohto riesenia je teda O(m + n), pretoze
sta¢i raz prejst cez obe polia. Pamétova zlozitost je stale O(m + n), lebo si musime pamétat vstup (t uz preto
nezlepsime).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector> // namiesto vectora mozeme pouzit aj obycajne pole
using namespace std;

int main() {
int x, y, m, n;

cin >> x >> y >> m >> n;

// zadefinujeme vstupne polia aby sa nam tam zmestile ’okraje’
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vector<int> sever (m + 2); // pozicie okien na severe
vector<int> vychod(n + 2); // pozicie okien na vychode
// nastavime ’okraje’

sever[0] = vychod[0] = 0;

sever[m + 1] = x;

vychod[m + 1] = y;

for (int 1 = 1; i <= m; ++1i) cin >> sever[i];
for (int 1 = 1; i <= n; ++1i) cin >> vychod[i];

// vypocitame maximalnu vzdialenost medzi susednymi ostrelovacmi na severe

long long sever_max = -1;
for (int i = 0; 1 < sever.size(); ++i) {
sever_max = max (sever_max, (long long) sever[i] - sever[i-1]);

}

// vypocitame maximalnu vzdialenost medzi susednymi ostrelovacmi na vychode

long long vychod_max = -1;
for (int i = 0; i < vychod.size(); ++1i) {
vychod_max = max(vychod_max, (long long) vychod[i] - vychod[i-1]);

}

// uzemie je velkostou sucinu tychto cisel
cout << sever_max * vychod_max << endl;

return O;

Listing programu (Python)

# rozsekame vstupny riadok podla medzier, skonvertujeme na inty a ulozime do premennych.
X, y, m, n = map(int, input().split())

# pridame ’okraje’ miestnosti na severnej strane
sever = [0] + list (map(int, input().split())) + [x]

# pridame ’okraje’ miestnosti na vychodnej strane
vychod = [0] + list (map(int, input().split())) + [y]

# inicializujeme premenne na nieco male
sever_max, vychod_max = -1, -1

# zistime maximum na severe
for i in range(l, len(sever)):
sever_max = max(sever_max, sever[i] - sever[i-1])

# zistime maximum na vychode
for i in range(l, len(vychod)):
vychod_max = max (vychod_max, vychod[i] - vychod[i-1]

# odpovedou je obldznik zo zistenymi rozmermi
print (sever_max * vychod_max)

Ceresnicka na torte

Na ziskanie plného poctu bodov stacilo predoslé riesenie, avSak aj to sa da este zlepsit. Uz nevieme zlepsit
Casovu zlozitost (lebo musime aspori nacitat vstup), vieme v8ak zlepsit pamiitovi zlozitost. Na vyrieSenie prob-
lému totiz hladdme maximum z nejakého poctu &isel, a to vieme robif popri tom, ako naéitavame vstup. Takéto
rieSenie ma zlozitosti O(m + n) ¢asovi a O(1) paméitovi.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector> // namiesto vectora mozeme pouzit aj obycajne pole
using namespace std;

int main() {
int x, y, m, n;
cin >> x >> y >> m >> n;

long long sever_max = -1;
long long vychod_max = -1;

// potrebujeme si pamatat predchadzajuce hodnoty, aby

// sme vedeli zistit medzeru medzi nim a sucasnym ostrelovacom
// na zaciatku ich nastavime na zaciatok miestnosti

long long sever_pred = 0, vychod_pred = 0;

// najdeme maximum na severe
for(int i = 0; 1 < m; ++1) {
long long teraz;
cin >> teraz;
// upravime maximum
sever_max = max(sever_max, teraz - sever_pred);
// cislo, ktore sme prave spracuvali, bude v dalsom prechode cyklom predchadzajuce
sever_pred = teraz;

}

// najdeme maximum na vychode
for(int i = 0; 1 < n; ++i) {
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long long teraz;

cin >> teraz;

// upravime maximum

vychod_max = max (vychod_max, teraz - vychod_pred);

// cislo, ktore sme prave spracuvali, bude v dalsom prechode cyklom predchadzajuce
vychod_pred = teraz;

}

// musime este manualne skontrolovat druhy kraj(koniec) miestnosti

// premenne ’sever_pred’ a ’vychod_pred’ obsahuju posledne nacitane cislo
sever_max = max(sever_max, X — sever_pred);

vychod_max = max (vychod_max, y - vychod_pred);

// vypiseme obsah hladaneho uzemia
cout << sever_max * vychod_max << endl;

return 0;

Kubo
3. Zanedbané zastavky (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Aj v tejto sérii sa tretia tloha dala vyrieSit prekvapivo jednoduchym algoritmom so zaujimavou myslienkou.

Je zjavné, Ze niekedy nam nastane deii, kedy pri niektorej linke nebude prerabané ani jedna zastavka. Kedze
kazdy deil prerobime aspon jednu zastavku, po n diioch budu urcite vsetky hotové.

Podobne sa mdzeme pozriet na nejakt konkrétnu linku s ¢ zastdvkami. Podobni Gvahu ako pre celé Koctrkovo
vieme spravit aj pre tuto linku. Na trase tejto linky najneskor v i-ty deni nebude prerdband ani jedna zastavka.
Oznacéme si k pocet zastavok na najkratsej linke. Na tejto linke sa najneskor k ty deni nebude prerébat zastévka,
tym padom odpoved na tlohu bude najviac k.

Teraz si ukdzeme Ze pléan rekonstrukcie da naozaj spravit tak, Ze prva linka bez prerabanej zastavky sa zjavi
az v k-ty den.

Uvaha

Pre lep$iu ¢itatelnost si oéislujeme zastavky 0 az n — 1 namiesto 1 az n.

Predstavme si, Ze od prvjch dvoch Koctrkovskych zastavok jazdia linky dizky k. Prva linka jazdi medzi
zastavkami 0 a k — 1. KedZe mame k dni, k zastdvok a chceme kazdy den rekonstruovat aspor jednu zastavku,
tak moézeme napriklad rekonstruovat i-tu zastavku v den éislo .

Teraz sa pozrime na druh linku, ktora jazdi medzi zastavkami 1 az k. Rekonstrukciu zastavok 1 az k —1 uz
méame naplanovani z prvej linky, a chyba v nej len deii ¢islo 0. Neméme teda in moznost, ako rekonstruovat
zastavku k v den 0.

Podobne, ak by sme mali linku aj medzi zastdvkami 2 a k+1, tak zastavka k+1 by musela byt rekonstruované
v ten isty den ako zastavka 1, ¢ize v deni 1. V tomto vzore vieme Tahko pokracovat aj dalej, vo vSeobecnosti sa
zastavka 7 bude rekonstruovat v den i mod k, ¢o znamend zvySok po deleni i ¢islom k.

Takyto plan ndm zarudi, ze lubovolnych k po sebe iducich zastdvok bude rekonstruovanych v kazdom dni od
0 az po k — 1 v nejakom poradi. Tym padom Iubovolna linka dizky aspoii k bude maf pocas kazdého z prvych
k dni rekonstruovant aspon jednu zastavku.

Implementacia

Zo vstupu potrebujeme okrem poétu zastavok n a poctu liniek m len dlzku najkratsej linky k. Pocet dni na
vystupe potom bude préave k. Plan rekonstrukcie vyrobime jednoducho. Zastavku ¢islo ¢ budeme prerabat v dni
i mod k.

Casové zlozitost takéhoto riesenia je O(m) na nacitanie vstupu a O(n) na vypisanie odpovede, dokopy
O(n +m).

Pamitova zlozitost je O(1). Vo vzorovom kéde kéde v C++ si modZeme vSimnif, Ze na vypocet najkratsej
dlzky linky a vypisanie planu rekonstrukcie nepotrebujeme ziadne polia *.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <algorithm> // tu je definovane min

using namespace std;
int main() {

int n, m;
cin >> n >> m;

1Kéd v Pythone ich pre prehladnost pouziva.
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// prve ohranicenie riesenia
int k = n;

for (int 1 = 0; i < m; i++) {
int a, b;
cin >> a >> b;
// ak mame kratsiu linku nez doteraz tak zapiseme jej dlzku
k = min(k, b-a+l);
}

cout << k << endl;

for (int i=0; i<n; 1i++) {
if (i !'= 0) {
cout << "_.";

}

cout << i % k;

}

cout << endl;

Listing programu (Python)
n, m = [int(x) for x in input().split ()]

# nacitame konecne zastavky, ulozime ich ako dvojice v liste
konecne_zastavky = [input () .split() for _ in range (m)]

# tieto dvojice postupne odcitame od seba
# dostaneme dlzky liniek a z nich vezmeme najkratsiu

k = min([int (b) - int(a) + 1 for a, b in konecne_zastavky])
print (k)
plan = [1 % k for i in range(n)]
print (.’ .join (map (str, plan)))
MikX
4. Zakazané ohnostroje (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Na zaciatku si ukaZeme jedno korektné rieSenie, ktoré sice spravne vyriesi kazdy vstup, no je prili§ pomalé pri
velkych rozmeroch. Na toto rieSenie dalsie nenaviizuja, preto, ak chcete, mozete toto preskocit (bude oznacené
hviezdickou). Nésledne si ukdzeme, ako bolo mozné vyuzit spominané obmedzenia na jednotlivé sady a na zaver
si predstavime algoritmus, ktory rychlo a spravne vyriesi vSetky sady vstupov.

Pri implementacii vSetkych rieSeni pouzivame dva triky ¢asto pouzivané pri tlohach s mriezkami: zarazky a
polia zmien stradnic k susedom. Ak ste sa s tymito trikmi doteraz nestretli, viac sa o nich dozviete v Kuchéarke?.

Bratislava ako bludisko (*)

Predstavme si Bratislavu, ktorti dostaneme na vstupe, ako bludisko. Ako nédjst cestu z bludiska? Jedna z
moznosti je predstavit si, ze mame k dispozicii nif, ktorou si zna¢ime kade chodime®. Na kazdej krizovatke
odbo¢ime doprava. Akondhle prideme do slepej ulicky alebo na miesto, kde sme uZ boli, vratime sa spit a
p6jdeme odbockou, ktorou sme eSte nesli a zaroven je najviac napravo. Tento postup opakujeme, kym sa z
bludiska nedostaneme von.

Poktisme sa aplikovat tento postup na hladanie najlacnejSej cesty na intrédk. Potrebujeme si pri kazdom
odbodovani ratat sumu doteraz zaplatenych pokut, a Ze ¢i sme presli cez nejaké kontroly. Ako nit pouZijeme
pole booleanov vis. Na rieSenie pouZijeme rekurzivnu* funkciu, ktora bude prehladévat vSetky cesty. Nech sme
na policku (z,y). Ak je toto cielové policko, tak sme vyhrali a sta¢i ndm obnovit globalnu premennti, v ktorej
si udrziavame cenu doteraz najlacnejsej najdenej cesty do ciela. V opacnom pripade skontrolujeme, Ze ¢i toto
poli¢ko ndhodou nie je Dunaj alebo poli¢ko, na ktorom sa nachddza nasa nif. V takom pripade nechcem dalej
pokracovat v ceste a vraciame sa spif. Inak nastavime vis[x] [y] = true a ski8ame sa rekurzivne zavolat na
vsetkych susedov tohto policka. Vracanie sa po niti predstavuju navraty z rekurzivnych volani. Pri navrate z
rekurzivneho volania sa poktsime ist dalsim smerom. Ak uz sme presli vSetky smery, tak nastavime vis [x] [y]
= false, ¢o prestavuje to, Ze nif sa uz na tomto policku nebude nachédzat, lebo ideme spif. Tento algoritmus
sa vola aj backtracking.

Casova a pamatova zloZitost
RieSenie backtrackingom je pekné a jednoduché, ale ma jednu nevyhodu — je pomalé (samozrejme aj pomalé,

2https://ksp.sk/kucharka/mriezky_implementacia
3 Ariadnina nif
“https://ksp.sk/kucharka/rekurzia
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spravne rieSenie dostane nejaké body). Cesta, pri ktorej Emo najmenej minie moZe byt ozaj ktordkolvek, a teda
musime vyskasat vSetky, ktoré existujua. Na kazdej krizovatke rozoberieme 4 moznosti. Pre kazdi moznost
rozoberieme na dalsej krizovatke 4 moznosti, atd. Casovéa zlozitost tohto rieenia je teda O(4™). Pamitova
zlozitost je O(r - s) — velkost mapy Bratislavy a hibka zasobnika pri rekurzii.

Vysledny program by mohol vyzerat takto:

Listing programu (C++)

// B = mapa Bratislavy

// vis = nasa nit, pole vis urcuje ci sme na krizovatke uz boli
// surX = suradnica x, surY obdobne

// vysledok = cena doteraz najlacnejsej cesty

// pair<> I = suradnice internatu

long long vysledok = NEKONECNO;

void spocitaj(int surX, int surY, long long cena, bool presli_kontrolu) {
// Ak som tu uz na tejto ceste boli alebo tu je dunaja.
if (vis[surX][surY] || B[surX][surY] == DUNAJ) return;

// Dosli sme uz do ciela?

if (surX == I.first && surY == I.second) {
// Ako vysledok zoberieme minimum z doterajsieho vysledku
// a terajsej ceny, ku ktorej pripocitame pokutu
// za ohnostroje v pripade, ze sme presli cez nejake kontroly.
vysledok = min(vysledok, cena + (presli_kontrolu ? Po : 0));
return;

}

// Zaznacime si, ze sme tu boli.
vis[surX] [surY] = true;
// Odbocime postupne do kazdeho smeru.
for (int 1=0; i<4; ++1i) {
// O0d nasho policka ideme smerom i, teda x zvysime o dx[i] a y o dy[i].
// Cenu zvysime o pokutu za tento smer, co nam urci funkcia zisti_cenu.
// Ked jej hodime krizovatku na ktorej sme a smer ktorym chceme ist.
// Tiez musime updatovat flag s kontrolami.
spocitaj(surX + dx[i],
surY + dyl[i],
cena + zisti_cenu(B[surX] [surY], i),

presli_kontrolu || (B[surX][surY] == KONTROLA));
}

// Odchadzame z krizovatky, zaznacime, ze sme tu este neboli,
// nech sem vieme prijst znova.
vis[surX] [surY] = false;

Predstava Bratislavy ako grafu

Bratislava sa d4 predstavit ako orientovany ohodnoteny graf’. Krizovatky st vrcholy. Hrana z krizovatky a
vedie do krizovatky b, ak st tieto krizovatky susedné. Ohodnotenia hran st pokuty, ktoré Emo zaplati, ak prejde
medzi tymito dvoma krizovatkami. Hrany st orientované, lebo hoci sa Emo vie dostat aj opacne, moze to byt
za ind pokutu. Ak je odbocenie zadarmo (v smere prikdzaného smeru, pripadne z krizovatky bez obmedzeni),
priddme hranu s nulovou cenou. Z Dunaja hrany nepriddvame. Kontroly zatial neuvazujeme.

V tejto interpretacii je nasou tlohou najst najlacnejsiu cestu v grafe, na ¢o existuji rozumne rychle algoritmy.

Co ak pokuty neexistuji?

V prvej sade vstupov sa pokuty nenachadzali. V nasSej predstave to znamené, Ze vSetky ceny v grafe su
nulové, a teda celkova cena bude bud 0 ak existuje cesta na intrék, pripadne -1 ak neexistuje.

Ako zistif, ¢ nejaka cesta existuje? Jedna z moznosti je pouzif algoritmus prehladavania do hibky. Tento
algoritmus sa podobé backtrackingu, ktory sme si vysvetlili pri pomalom rieSeni. Jediny rozdiel je, ze ked pri
vynérani sa z rekurzie opustame nejaky vrchol, nechdme ho oznadeny ako navstiveny. Toto ndm zarudi, ze kazdy
vrchol navstivime iba raz a ¢asova zlozitost bude O(r - s). Takéto zrychlenie si mdzeme dovolit urobit vdaka
tomu, Ze teraz na najdenie najlacnejSej cesty nepotrebujeme vyskusat vSetky moznosti, kedze kazd4 cesta je
rovnako dobra (mé4 cenu nula). Ako a preco to celé funguje sa docitate v Kucharke®.

Inou rovnako rychlou moznostou je pouzit iny zékladny grafovy algoritmus — prehladévanie do sirky” (zndme
tiez pod anglickym nazvom breadth-first search, BFS).

Co sa zmeni, ked pridame pokuty velkosti 17

Nakolko uz budeme chcief najst aj realne najlacnejsiu a nielen tak hocijakd cestu, prehladévanie do hibky

Shttps://ksp.sk/kucharka/grafy_uvod
Shttps://ksp.sk/kucharka/dfs
"https://ksp.sk/kucharka/bfs

http://ksp.sk/ strana 6 z 21


https://ksp.sk/kucharka/grafy_uvod
https://ksp.sk/kucharka/dfs
https://ksp.sk/kucharka/bfs
https://ksp.sk/kucharka/grafy_uvod
https://ksp.sk/kucharka/dfs
https://ksp.sk/kucharka/bfs

nam uZ nepomdze. Prehladavanie do Sirky vSak vieme rozumne vylepsit tak, aby ndm pre dva druhy cien —
jednu nulova a druht nejaka int (napr. 1) hladalo najlacnejsiu cestu.

Princip prehladdvania do Sirky sa opiera o to, Ze sa pouziva fronta. Vdaka nej vieme najst najlacnejsiu
cestu v grafe, kde st vSetky hrany rovnakej dlzky. Pri BFS plati, Ze v kazdom momente st vrcholy vo fronte
usporiadané podla ceny, ktorou sa do vrcholu vieme dostat.

Predstavme si teraz, Ze nebudeme vyuzivat frontu, ale obojsmerna frontu. Tato datova Struktira nam
umoznuje pridavat prvky aj na zaciatok, aj na koniec. Ak vedie do vrcholu nulové hrana, priddme ho na zaciatok.
Ak doriho vedie jednotkova hrana, priddme ho na koniec. V§imnite si, Ze takymto sposobom udrZiavame vrcholy
vo fronte utriedené podla dlzky najkrajsej cesty.

Tento algoritmus sa tiez zvykne oznacovat ako 0/1 BFS. Casova zlozitost je rovnaka ako pri klasickom
BFS, O(r - s), pamétova takisto.

Ale pokuty predsa mézu byt lubovolné. ..

Teraz sa pozrime na pripad, ked dlzky hran mézu byt fubovolné. Potrebujeme datova struktiru, do ktorej
vieme rychlo pridéavat prvky a vyberaf z nej najmensi prvok. V pripade nulovych a jednotkovych hrdan nam
obojsmerna fronta postacila®. Vo vSeobecnom pripade budeme potrebovat zbraii vyssieho kalibru. Vhodnou
datovou strukttrou je napriklad halda. Pouzitim haldy vlastne ziskame Dijkstrov algoritmus’ na hladanie naj-
lacnejsej cesty. Dostaneme tak rychle rieSenie v ¢asovej zlozitosti O(rs - log(rs)) (pocet vrcholov je r - s a pocet
hran je 4 - r - s). Pamiifova zlozitost je O(r - s) — velkost mapy a v najhorSom pripade aj velkost haldy.

Co s kontrolami?

Stéale sme si vSak od testovaca zarobili len 4 body zo 6-tich. Potrebujeme eSte vyriesit ako nalozif s krizo-
vatkami, kde prebiehaju kontroly.

Najjednoduchsie rieSenie je uvedomit si nasledovné: Emo bud dostane pokutu za ohilostroj, alebo nedostane.
Celé prechddzanie bludiskom mozeme extrahovat do funkcie a tito dvakrat zavolat — raz s tym, Ze nebudeme
chodit cez Ziadne kontroly (a nezaplatime pokutu za ohtiostroj) a raz s tym, Ze mozeme prejst cez lubovolne
vela kontrol, ale na konci pripo¢itame velkost pokuty za ohiostroj. Casovii zloZitost to nezhorsi. Celé to robime
len dvakrat, co je konstanta. Navyse, v podstate rozoberame len dva jednoduché pripady.

Na demonstraciu tohto rieSenia uvadzam zdrojovy kéd, ktory podrobnejsie ukazuje, ¢o sme si prave opisali.
Funkcii spocitaj realizuje Dijkstrov algoritmus. Premenné flag hovori, ¢ mé ist aj cez kontroly alebo sa k
nim ma4 spravat rovnako ako ku krizovatkdm s Dunajom.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>

#define 11 long long

#define DUNAJ ' "’

#define EMO 'E’

#define KONTROLA 'K’

#define INTRAK I’

#define KONTROLA_JE_ZLA false

#define KONTROLA_JE_OK true

#define NEKONECNO 2000000047000000047LL

using namespace std;

// pair x-ovej, y-ovej suradnice a ceny
struct vec {

int surX, sury;

11 cena;

// nejake konstruktory, ktore nam ulahcia pracu s ’‘vec’
vec (int _surX, int _surY, 11 _cena) : surX(_surX), surY(_surY), cena(_cena) {}
vec (pair<int, int> _surXY, 11 _cena) : surX(_surXY.first), surY(_surXY.second), cena(_cena) {}
// aby halda usporaduvala od najnizsej .cena-y
bool operator< (const vec & dalsi) const ({
return dalsi.cena < this->cena;
}
}i

const char krizovatky[] = {’L’, 'P’', 'H’, 'D'};

// vsimnite si, ze dx[] a dy[] koresponduju so smermi v krizovatky[]

const int dx([] = {0, 0, -1, 1}; // dx[i] je posunutie v x-ovej suradnici pri smere i
const int dy[] = {-1, 1, 0, 0}; // podobne dy predstavuje posunutie v y-ovej suradnici
// pokuty[i] = pokuta za porusenie prik. smeru krizovatky/[i]

11 pokuty[] = {OLL, OLL, OLL, OLL};

8Namiesto obojsmernej fronty sme mohli pouzit aj dva zasobniky, aby sme udrziavali prvky utriedené podla ceny
9nttps://ksp.sk/kucharka/dijkstra
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11 Po; // pokuta za ohnostroj

int r, s;

pair<int, int> E, I; // suradnice Ema a Intraku
vector< vector<char> > B; // mapa Bratislavy

11 cena(char policko, int smer) {
if (policko == krizovatky[smer]
return 0LL;

for (int i1=0; i<4; ++1i)
if (policko == krizovatky[i])
return pokutyl[i];

return 0LL;
}

// dijkstra

11 spocitaj(bool flag) {
vector< vector<bool> > vis(r+2); // visited? aby som sa viac krat nepozeral na to iste
for (int i=0; i<r+2; ++i) vis[i].resize(s+2, false);

priority_gueue< vec > PQ;
// Emo sa zatial nepohol a nic nezaplatil
PQ.push (vec (E, OLL));
while (!PQ.empty()) {
vec p = PQ.top(); PQ.pop();

if (vis[p.surX][p.surY]) continue;

vis[p.surX] [p.surY] = true;
if (B[p.surX][p.surY] == DUNAJ) continue;
if (flag == KONTROLA_JE_ZLA && B[p.surX] [p.surY] == KONTROLA) continue;

// dosli sme uz do ciela? ak hej tak isto s najlepsou cenou
if (p.surX == I.first && p.surY == I.second)
return p.cena;

for (int i=0; i<4; ++1)
// od nasho policka ideme smerom i, teda x zvysime o dx[i] a y o dy[i]
// cenu zvysime o pokutu za tento smer, co nam urci funkcia cena ked
// jej hodime krizovatku na ktorej sme a smer ktorym chceme ist
PQ.push(vec (p.surX + dx[i],
p.surY + dyl[i],
p.cena + cena(B[p.surX] [p.surY], 1i)));

}

// ak sme tu, nevieme sa na intrak dostat
return NEKONECNO;
}

int main() {

// nacitavanie pokut a rozmerov mapy
cin >> Po;

for (int i=0; i<4; ++i) cin >> pokuty[i];
cin >> r >> s;

// mapu Bratislavy si zvacsime a inicializujeme na dunaj, cim pridame ’okraje’
B.resize (r+2); for(int i=0; i<r+2; ++i) B[i].resize(s+2, DUNAJ);
// postupne ju tam pridavame, predstavujeme si ju dokolecka obkolesenu dunajom
for (int i=1; i<r+1l; ++i) for(int j=1; j<s+1; ++3) {

cin >> B[i][J];

// zapamatame si ak sme narazili na Ema alebo Intrak

if (B[i][Jj] == EMO)
E = {1, J};

else if (B[i][j] == INTRAK)
I = {i, 3};

}

// Emo bud neprejde kontrolou alebo prejde niekolkymi a zaplati pokutu za ohnostroj
11 vysledok = min(spocitaj (KONTROLA_JE_ZLA), Po + spocitaj (KONTROLA_JE_OK)) ;

// ak je vysledok nekonecno, riesenie neexistuje, inak vypisem na co som prisiel
cout << (vysledok < NEKONECNO ? vysledok : —-1LL) << endl;

return 0;

Iny pohlad na kontroly

Rovnako rychle riesenie je vytvorit si 2 vrcholy pre kazdu krizovatku. Jeden typ reprezentuje krizovatky
s tym, Ze sme na ceste k nim este Ziadnou kontrolou nepresli a druhy reprezentuje, Ze sme uz aspon cez jednu
kontrolu presli. KedZe nevieme, ¢ bude optimalne ist cez kontroly, alebo nie, potrebujeme si pamitat oba
vrcholy. V 3D sa to d4 predstavit ako keby sme urobili képiu ndsho grafu a polozili ju nad nas graf. Takto
dostaneme dvojuroviiovy graf. Dolna tGroven st vrcholy, ktoré hovoria, ze sme este nepresli ziadnou kontrolou a
horné troven st vrcholy, ktoré hovoria, ze uz sme presli aspon jednou kontrolou. Vrcholy v rdmci jednej irovne
buda pospajané hranami rovnakych cien, ako sme si popisovali (na oboch trovniach). Jedind vynimka buda
krizovatky s kontrolami v dolnej arovni. Ak sa dostaneme do krizovatky s kontrolou v dolnej tirovni, tak potom
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pokracujeme v nasej ceste v hornej Grovni. Za prechod medzi Groviiami zaplatime cenu pokuty za ohnostroj.
Dalej uz pokracujeme iba po hornej vrstve.

Na tomto grafe spoc¢itame Dijkstrovym algoritmom najlacnej$iu cestu na lacnejsi vrchol internatu. Zaujima
nas totiz ta lacnejsia z tychto dvoch najlacnejsich ciest na jednotlivé vrcholy. Je ndm jedno na akej trovni grafu
skoncime.

Hodobox
5. Obezlicka (max. 8 b za popis, 7 b za program)

Strucny obsah podc¢lankov je nasledovny:

e Hrub4 sila: rieSenie overovanim vsetkych stvorcovych ploch z ich Tavého horného rohu O(n?).
e Dé sa to aj mudrejsie: overovanie $tvorcov zo stredu O(n?).
e Pozrime sa na to blizsie: spravny odhad ¢asovej zloZitosti riesenia O(n?).

Hruba sila

V tomto najjednoduchSom rieSeni by sme sa postupne chceli pozriet na vsetky Stvorcové oblasti tabule, zistit,
ktoré z nich st nepoé¢maranymi pluskami a na zdklade toho zistit, kolko bodov Roman dostane.

Kazdy $tvorec (kazdé plusko) je na tabuli uréeny jeho lavym hornym rohom a dlZkou strany. Ak si teda
fixne zvolime jedno policko (i, j), chceme postupne skusat dizky strany 3,5, 7, ... (teda Stvorce s lavym hornym
polickom (i, j) a pravym dolnym polickom postupne (i + 2,5 +2), (i + 4,5 + 4), ...)

Ak mame vybrany Stvorec s rohovymi polickami (4,j) a (i + z,j + x), vieme lahko overit, ¢ je tento
stvorec nepo¢mdaranym pluskom. Staci prejst jeho vSetky policka v cykle a overit, Ze tie, ktoré st v strednom
riadku (teda (i 4+ 2/2,5),(i + x/2,5 + 1), (i +2/2,5 + 2),...,(i + /2,5 + x)) alebo v stredom stlpci (teda
(i,j+x/2),(i+1,j+x/2),..(i+z,j + x/2)) musia byt popisané (#), a ostatné nepopisané (.).

Ako ale zistit pocet bonusovych bodov? V zadani sa pisalo: “Za plus velkosti v dostane Roman v bodov, no
kazdé plus velkosti aspon 2 obsahuje vo svojom strede mensie pluské a za tie uz Roman body nedstane.”

Pre spravny vypocet vysledku nam vSak staci len zistit podet Stvorcov, ktoré st pluskami. Neverite?

Ak je na tabuli plusko velkosti 1, ndjdeme prave jeden $tvorec (so stranou dlzky 3), ktory ho obsahuje. Ak
je plusko velkosti 2, vytvara tak na tabuli dve $tvorcové oblasti, ktoré su pluskami — jedna oblast je Stvorec so
stranou dlzky 5 a druhé oblast je mensi §tvorec so stranou dlzky 3, v strede vii¢sieho §tvorca. Plusko velkosti 3
nam vytvori 3 §tvorcové oblasti ktoré su pluskami atd. Trik je v tom, Ze v tomto rieSeni ddme kazdému $tvorcu,
ktory je pluskom len jeden bod. Vicsie pluskéd preto ohodnotime presne tolkymi bodmi, ako si to vyZzadovalo
zadanie.

Listing programu (C++)
#include <iostream>
using namespace std;
char tabula[2000] [2000];
int je_stvorec_plusko(int r, int ¢, int v)
{
for (int i=0; i<v; ++1)
for (int j=0; j<v; ++73)
//ak nie sme v strednom riadku/stlpci a poli&ko je popisané

if(i !'= v/2 && 3 != v/2 && tabulalr+i][c+]j] == "#’
return 0;
//ak sme v strednom riadku/stIpci a polidko je nepopisané
else if ( (i == v/2 || j == v/2) &s& tabulalr+i][c+j] == ".")
return 0;
return 1;
}
int main ()
{
int n;

cin >> n;

for (int i=0; i<n; ++1i)
for (int j=0; j<n; ++7)
cin >> tabula(i] [j];

int body = 0;
for (int i=0; i<n; ++1i)
{ for (int j=0; j<n; ++3)
( for (int v=3; i+v<=n && Jj+v<=n; v+=2)
( body += je_stvorec_plusko (i, 3, v);

}
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}

cout << body << "\n”;

Poli¢ok je na tabuli n? a dizka strany kazdého §tvorca méze byt radovo az n. Overit, & je Stvorec nepoémarané
plus ndm v najhorsom pripade trva tolko krokov ako je jeho obsah, ¢o je v najhorSom pripade n2. Dokopy je
teda pocet krokov zhora ohranifeny n? - n - n?, teda ¢asova zlozitost bude O(n?).

Pamiitat si pritom musime celt tabulu, takZe potrebni pamif bude kvadratickd v zavislosti od rozmeru
tabule — O(n?).

RieSenie vieme este zlepsit niekolkymi trikmi. O vela $tvorcoch napriklad velmi rychlo zistime, ze st po¢mé-
rané; vtedy mozeme rovno prestat kontrolovat zvySok Stvorca. D4 sa ukdazaf, Ze toto vylepSenie znizi éasovil
zlozitost na O(n?*). Takisto sa lahko moze stat, Ze vela §tvorcov na tabuli spliia jednu z podmienok (kazdy
Stvorec na prazdnej tabuli ma vSetky nie-stredné riadky a stipce spravne, a kazdy Stvorec na tiplne popisanej
tabuli ma vsetky stredné riadky a stipce spravne). Aby nés takéto vstupy menej trapili, mohli by sme napriklad
na zadiatok vysktsat zopar nadhodnych poli¢ok v strednom riadku/stipci a niekolko nahodngch poli¢ok mimo,
¢i nase plusko nekazia. Existuje viacero takychto podobnych vylepSeni, ktoré mohli rieSenie urychlit, a ziskaft
teda trochu viac bodov na testovacich vstupoch. Napriek tomu takéto optimalizacie véacsinou nemenia casovi
zlozitost algoritmu, kedZze pri odhade ¢asovej zlozitosti uvazujeme ten najhorsi mozny pripad.

Da sa to aj mudrejsie?

Vyssie uvedené riesenie sa sice dalo vSelijakymi ad-hoc trikmi vylepsovat, nevie sa vSak nijak zbavit zdkladnej
myslienky, 7e pre kazdé z n? policok skasa radovo n dlzok stran Stvorcov, a tie (v najhorSom pripade) celé
prekontroluje. Pre n bliziace sa k 2000 je teda riesenie prilis pomalé.

Zvicsovanie §tvorcov z lavého horného rohu mé principiélne ten problém, Ze ak zmenime dizku strany §tvorca,
ktory chceme overit, vela poli¢ok v fiom bude zohravat int tlohu. Popisané policka, ktoré nam pri jednej dizke
strany zavadzali, moézu byt pri dalsej dlzke strany prave tymi potrebnymi polickami v strednom riadku alebo
stipci, a naopak. Kvoli tomu musime pri zmene dlzky strany stvorca prakticky vietky policka znova overovat.
Jednoduchsie povedané, vizdy ked zmenime dizku strany $tvorca ktory chceme overit, a vidy ked zmenime
policko, ktoré skisame ako Tavy horny roh, zahadzujeme vSetku doteraz ziskand informéciu, a preto musime
overovat vela policok, aby sme zistili, ¢i novy Stvorec je alebo nie je nepoéméarané plus.

Vieme nejakym spdosobom upravit nas prvy algoritmus tak, aby sme vyuzili predoslé informécie, ktoré méme
z overovania mensich Stvorcov?

Vieme — staéi si Stvorec definovat pomocou siaradnic jeho stredného policka a dizky jeho strany. Opét
budeme teda overovat vSetky Stvorce — najprv si zvolime stred $tvorca (i,7) a potom budeme zvéésovat jeho
dlzku strany v = 3,5,7, ...,n. Ked vieme, 7e Stvorec so stranou dlzky v je nepoémarané plus, a chceme overif
Stvorec so stranou dlzky v + 1, mame uz zarucené, ze celé “vnitro” je spravne, a staéi nam teda overif “nové”
policka — teda okraje Stvorca. Ked ale zistime, Ze Stvorec je po¢méarané plusko, vSetky viicsie Stvorce s tymto
stredom budu tiez poé¢mérané a modzeme tak prestat overovat Stvorce s tymto stredom.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;
char tabula[2000] [2000];

bool je_stvorec_plusko(int r, int c, int v)
{
//pozrieme sa &i nové polidka v strednom riadku a stlpci st popisané
if (tabula(r+v][c]!="#’ || tabulalr-v][c]!="#’ || tabulalr][c-v]!="#’ || tabulalr][c+v]!="#"
return false;

//skontrolujeme &i nové vonkajsie riadky a stlpce st nepopisané
for (int i=1; i<=v; ++1i)

{

if (tabulafr+i] [c-v]=="#’||tabulalr+i] [c+v]=="#")
return false;

if (tabula[r+v] [c-i]=="#' ||tabula[r+v] [c+i]=="#")
return false;

if (tabula[r-i] [c-v]=="#'||tabula[r-i] [c+v]=="4#")
return false;

if (tabulalr-v][c-il=="#’||tabulalr-v] [c+i]l=="#")

return false;
}

return true;
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int main ()
{
//vstup méze mat az 4,000,000 znakov, zrychlime nalitavanie
ios::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n, body = 0;
cin >> n;

for (int i=0; i<n; ++i)
for (int j=0; j<n; ++7)
cin >> tabula[i][J];
for (int i=0; i<n; ++1i)
for (int j=0; j<n; ++7j)

{

if (tabula[i] [Jj]==".’) continue;
//zvddsujeme dIzZku strany o 1 kym rdm Stvorca so stredom v [i][k] sedi
int v = 1;

while (i+v<n && j+v<n && i-v>=0 && J-v>=0 && je_stvorec_plusko (i, J,v)) ++v;
body += v-1;

}
cout << body << "\n”;

return O;

Ako vieme zatial zhora odhadnif zlozitost tohto riesenia? Pre kazdé policko, ktorych je n2, mame cyklus ktory
bezi (v teoretickom, najhorSom moznom pripade) najviac n-krét, a zakazdym kontroluje nové policka Stvorca,
teda okraj $tvorca. Ten méa radovo n poli¢ok. Dokopy teda dostdvame horny odhad O(n? - n -n) = O(n?).

Pozrime sa na to blizsie

Napriek tomu, ze nds odhad O(n*) je spravny (algoritmus skuto¢ne urobi na tabuli so stranou n najviac
rddovo n* operacii), tento odhad nie je tesny. V tejto casti si ukdzeme, ze v skutocnosti je vysSie popisany
algoritmus omnoho rychlejsi.

Pri polickach, ktoré nie s stredom ziadneho nepo¢méraného plus, naSe overovanie skonéi velmi rychlo —
najneskor po skontrolovani prvych deviatich policok, teda v konstantnom case. Overovanie takychto poli¢ok
teda dokopy zaberie O(n?) casu.

Ked skuisame policko, ktoré je stredom nepo¢méaraného plus s ramenom v (ale uZ nie vii¢sieho), skontrolujeme
Stvorec so stranou 2v + 1, ¢o ndm zaberie (2v + 1)? krokov. Néasledne este skiisime plusko zvicsit, ale nepodari
sa nam to a prestaneme. V najhorsom pripade teda prejdeme vSetky policka Stvorca so stranou 2v + 3. Dokopy
teda urobime radovo v? krokov.

Inak povedané, ak st na tabuli pluska velkosti vq, va, ..., v (priom pocitajme len tie najvéésie; nepocitajme
tie, ktoré st v strede vii¢ieho pluska), na ich overenie bude tento program potrebovat radovo vy +v92 +... +v;,2
krokov.

Teda na$ algoritmus vykona radovo tolko operacii, kolko je stcdet ploch nepoémaéaranych plusiek na tabuli.
M4 teda zlozitost opisatelnti ako O(n? + plocha plusiek) (O(n?) kvoli naéitaniu vstupu a polickam, ktoré nie st
stredom Ziadneho pluska). A toto je pre nas algoritmus velmi prospesné — pluska si totiz, z hladiska algoritmu,
navzajom zavadzaji. Chceme uz vlastne len dokazat, ze nepoémarané pluskd sa nevedia lubovolne prekryvat a
na tabuli ich teda bude relativne maélo.

Zoberme si teda lubovolné policko (i, 7). Pozrieme sa naii tolkokrat, do kolkych nepoé¢méaranych plusiek patri.
Ak je na (i,7) znak #, moze to byt bud stred pluska (teda patri do préve jedného), alebo byt hornou/dolnou
stranou stredného stipca, resp. Iavou/pravou stranou stredného riadku. V tejto situécii méze zaroveii patrit do
najviac jedného dalsieho nepo¢méaraného pluska.

g eilis o g2
s o9t 5 s1ha
HeHAHHH
CHLOLH,
5 oflls & & @
HEE. L
NP | PPN
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Na tomto obrazku st farebne vyznacené tie #, ktoré patria do dvoch nepoéméranych plusiek (a teda nés
algoritmus sa na ne pozrie dvakrat). Ziadnu mriezku vSak ako okraj platného pluska nebude skusat viac ako
dvakrat.

Podobn4 tvaha plati aj pre nepopisané policka — kazdé nepopisané policko moze patrit do najviac Styroch
nepo¢maranych plusiek (do lavej hornej ¢asti jedného, pravej dolnej ¢asti druhého, ...).

.JH.B.%#..
. JH.B.%#..
HeHHHHHHH
LHL L H..
o e L
. JH.B.%#..
HeHHHHHHH
LHLLLH. .
.JH.B.%#..

Na tomto obrazku s farbene vyznacené tie bodky, ktoré patria do viacerych nepoémaranych plusiek. Pritom
vSetky patria do prave dvoch plusiek s vynimkou bodky v tplnom strede obrazku, ktora patri do vsetkych styroch
plusiek.

KedZe pri overovani jedného pluska sa na kazdé jeho policko pozrieme len raz, a kazdé policko v najhorSom
pripade patri do Styroch réznych nepo¢maéaranych plusiek, vyplyva z toho, Ze na kazdé policko tabule sa pri
overovani pozrieme najviac styrikrat. Poliok je n?, a teda ¢asova zlozitost je O(n?).

Opiit si pamitame celt tabulu, teda pamiit je stale O(n?)

Baklazan
6. O introvertnych a extrovertnych holuboch (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Vzdy, ked Davidovi prileti nejaky holub s extroverciou e, musi ho David nastahovat do holubnika, v ktorom
je presne e inych holubov. Niekedy sa moze staf, ze David m4 na vyber viacero holubnikov s presne e holubmi.

Vsimnime si, ze vSetky holubniky s e holubmi sa pre tcéely nasej alohy spravaji Gplne rovnako (do kazdého
z nich mozeme stréit holuba s extroverciou e a ak to urobime, stane sa z neho holubnik s e + 1 holubmi). To
znamenad, ze vzdy ked ma Dévid na vyber z viacerych holubnikov, moze si vybrat lubovolny z nich a urcite tym
ni¢ nepokazi.

Priamociare riesenie

Asi najpriamodiarejsie je celd situdciu simulovat. V jednom poli si budeme pre kazdy holubnik pamiitat, kolko
je v iom holubov. Vzdy, ked prileti holub, ndjdeme prvy holubnik s vhodnym poé¢tom inych holubov a stréime
ho tam. Budeme si musiet pamitat n holubnikov (pre pripad, Ze by ndm priletelo n holubov s extroverciou
0), teda pamitova zlozitost bude O(n). Hladanie vhodného holubnika ndm pri kazdom holubovi bude trvat v
najhorsom pripade O(n), teda ¢asova zloZitost bude O(n?).

Setrenie pamitou

Lahky sposob, ako toto rieSenie vylep$it, je nepamiitat si n holubnikov, ale len tolko, kolko potrebujeme. V
najhorsom pripade to sice nepoméze (lebo v najhorsom pripade aj tak potrebujeme vSetkych n holubnikov), ale
vyriesi to tretiu sadu testovacich vstupov, kde méme slibené, Ze staci pouzit nanajvys 1000 holubnikov.

Samozrejme, na zaciatku nevieme, kolko holubnikov budeme potrebovat. Preto si nebudeme pamétat ziaden.
Vzdy, ked prileti holub s extroverciou 0, otvorime mu novy holubnik a za¢neme si pamiitat pocdet holubov v
nom. Na tento tcel sa velmi hodi pole s moznostou priddvania prvkov na koniec, napriklad vector v C+-+,
alebo ArrayList v Jave.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
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int main ()

{
int n;
scanf (”%d”, &n);
vector<int> holubnik;
for (int i=0; i<n; i++)

{

int e;
scanf (”%d”, &e);
if(e == 0)

{
printf (”%d”, holubnik.size()+1);
holubnik.push_back (1) ;

}

else
{
for (int j=0; j<holubnik.size(); J++)

if (holubnik[]j] == e)
{
printf (”%d”, j+1);
holubnik[j]++;
break;
}
}
}
if(i+l < n) printf(”.");
else printf (”\n”);
}

return 0O;

}

Rychlejsie riesenie

V predoslom rieseni sme kazdého nového holuba strkali do prvého vhodného holubnika. To okrem iného
zaruCuje, ze po¢ty holubov v jednotlivych holubnikoch tvorili v kazdom momente nerasticu postupnost. Teda
nikdy sa nemohlo stat, ze by v i-tom holubniku bolo menej holubov ako v i + 1-vom.

V tomto rieSeni budeme holuby strkat do holubnikov rovnakym sposobom, ale budeme si o holubnikoch
pamitat int informaciu. Konkrétne, pre kazdé ¢islo x od 0 po n — 1 si budeme pamiitat ¢islo prvého holubnika
obsahujiceho = holubov.

Trochu problém je s takymi ¢islami x, pre ktoré neexistuje holubnik s presne x holubmi. Tento problém sa
dé osetrit réoznymi sposobmi. Implementacne asi najjednoduchsi z nich je pamiitat si pre kazdé x ¢islo prvého
holubnika, ktory obsahuje x alebo menej holubov. Toto ¢islo mé rozumnt hodnotu pre kazdé x z rozsahu 0
az n — 1 a ako sa ukéze, velmi Tahko sa aktualizuje.

Na zaciatku si teda budeme pamitat n jednotiek.

V7dy, ked prileti holub s nejakou extroverciou e, pozrieme sa na prvy holubnik obsahujuci e alebo menej
holubov. Aspori jeden holubnik uréite obsahuje presne e holubov (inak by sa holuby nedali dobre ubytovat).
Pocty holubov v holubnikoch tvoria nerastticu postupnost, teda prvy holubnik s e alebo menej holubmi urcite
obsahuje presne e holubov. To znamend, Ze tam moZzeme stréit nového holuba. Nésledne si musime aktualizovat
nase informécie: &islo prvého holubnika obsahujiiceho e alebo menej holubov sa nam zvysilo o 1. Ziadne iné z
Cisel, ktoré si pamitame, sa nezmenilo.

Takto vieme kazdého holuba spracovat v konstantnom ¢ase. Casova zlozitost tohto riesenia je teda O(n),
pamiétova je tiez O(n).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main ()
{
int n;
scanf (”%d"”, &n);
vector<int> ma_najviac_x(n, 1);
for (int i=0; i<n; i++)
{
int e;
scanf (”%d”, &e);
printf (”%d”, ma_najviac_x[e]);
ma_najviac_x[e]++;
if (i+1 < n) printf(”.");
else printf (”\n”);
}

return 0;
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Setrenie pamitou

Aj v tomto rieSeni sa d& uSetrif nejakd pamit. V podstate iba inak oSetrime éisla z, pre ktoré neexistuje
holubnik s x holubmi. Doteraz sme si pre takéto ¢isla pamitali prvy holubnik s menej ako z holubmi. Teraz
si pre ne nebudeme pamitat vobec ni¢. Pocas ubytovavania holubov sa ndm totiz nikdy nestane, Ze by sme
potrebovali zistif ¢islo prvého holubnika s = alebo menej holubmi, ak neexistuje holubnik s presne x holubmi.

To vSak prinasa niekolko technickych problémov. Prvym problémom je, Ze uz nam nestaci obycajné pole
indexované podla poctu holubov v holubniku, kedZe takéto pole by bolo prili§ velké. Stéle vSak chceme byt
schopni pre dané x rychlo najst prvy holubnik s x holubmi. Preto pouZijeme mapu zaloZeni na vyvaZovanom
vyhladdvacom strome. Vo vicSine rozumnych programovacich jazykov st takéto stromy uz implementované,
v C4++ je to std: :map, v Jave TreeMap!'?. V takejto mape vieme k hodnote pre dané x pristupovat v Gase
O(logm), kde m je pocet prvkov v mape. V rovnakom ¢ase vieme z mapy aj mazat a vkladat do nej nové prvky.

Druhy problém je aktualizicia naSej informécie. Ked nam prileti holub s extroverciou e a ubytujeme ho,
zanikne nam jeden holubnik s e holubmi a vznikne nam holubnik s ¢ + 1 holubmi. Musime teda skontrolovat,
¢i sme predtym mali nejaky holubnik s e + 1 holubmi. Ak nie, treba do naSej mapy pridat informéciu o tom, Ze
takyto holubnik méme (aj s jeho ¢islom).

Dalej potrebujeme overit, &i este stale mame nejaké holubniky s e holubmi. Ak ano, potom musime aktuali-
zovat ¢islo prvého z nich (teda zvysit ho o 1 oproti doterajSej hodnote). Ak nie, potom treba z mapy vyhodit
zéznam o holubnikoch s e holubmi. Aby sme zistili, ¢i mame holubnik s e holubmi, sta¢i ndm pozriet sa na
¢islo prvého holubnika s menej ako e holubmi. Ak je to holubnik hned za holubnikom, do ktorého sme préve
nastahovali e + 1-vého holuba, znamen4 to, Ze Ziadne holubniky s e holubmi uz neméme. Ak je prvy holubnik
s menej ako e holubmi az niekde dalej, potom este nejaké holubniky s e holubmi mame.

Polohu prvého holubnika s menej ako e holubmi vieme za pomoci nasej mapy najst v éase O(logm), kde m
je pocet zdznamov v mape.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main ()
{
int n;
scanf (”%d”, &n);
map<int, int> prvy_presne_x;

prvy_presne_x[0] = 1;
for(int i = 0; i<n; i++)
{

int e;

scanf (”%d"”, &e);
printf (”%d”, prvy_presne_x[e]l);
if (prvy_presne_x.count (e+l) == 0)

prvy_presne_x[e+l] = prvy_presne_x[e];

prvy_presne_x[e]++;

if(e > 0)

f map<int, int>::iterator it = prvy_presne_x.find(e);
i;z;;—>second == prvy_presne_x[e]
{ prvy_presne_x.erase(e);

}

i€(i+1 < n) printf(”.");
else printf (”\n”);
) Leturn 0;

S odhadom pamiitovej zlozitosti to bude tentoraz veselé. Pre kazdé ¢islo x také, Ze v aspon jednom holubniku
je presne x holubov, si paméitame jeden zdznam v mape. Takychto ¢isel z je vSak v kazdom momente najviac
radovo /n. Ak totiz mame k roznych nezdporngch celych &isel, ich stiet je minimdlne 0+1+- - -+(k—1) = @,
¢o je zhruba polovica z k?. To znamend, ze mozeme maf najviac zhruba v/2n roznych x, pre ktoré existuje
holubnik s  holubmi, inak by sme dokopy v nasich holubnikoch museli mat viac nez n holubov. Okrem mapy
méme uz iba konstantne vela premennych, teda pamétové zlozitost nasho algoritmu je O(y/n).

KaZzdého holuba spracovéavame v ¢ase O(log m), pri¢om v mape nikdy nebude viac ako rddovo /n Cisel, teda
moZeme povedat, Ze spracovanie jedného holuba ndm bude trvat ¢as O(log+/n) = O(logn). To znamen4, Ze

cely algoritmus pobeZi v ¢ase O(nlogn).

10Mozno sa pytate, preco nepouzijeme hesmapu, ked je rychlejsia. Dévod je taky, Ze pri aktualizovani informéacie budeme chciet
cez nasu mapu vediet iterovat podla velkosti x.
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Buj
7. Olympiada vo vyhl'adévani v texte (max. 12 b za popis, 8 b za program)

V texte budeme oznacovat velkost vstupu ako n. Teda dizka textu aj dlzka slova st O(n). Zjednodusi ndm
to analjzu Casovej zlozitosti — neberieme dlzku textu a dlzku slova ako dve rozne premenné.

Naivné rieSenie
Samotné zadanie ndm déva navod, ako ziskat nejaké body za tto tlohu. Implementujeme naivny algoritmus,
a pocitame si pocet porovnani.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main () {
string text, slovo;
cin >> text >> slovo;

long long vysledok = 0;

for (int i = 0; 1 < (int) text.size(); i++) {
for (int j = 0; J < (int) slovo.size(); Jj++) {
if (i + § >= (int) text.size()) {
break;
}
vysledok++;
if (text[i + 3] != slovol[j]) |
break;

}
}
}
cout << vysledok << ”\n”;
return 0;

Dalej si ukézeme tri rieSenia. Prvé dve na seba nadvizuju, a sice nie st z ¢asového hladiska optimélne, ale
maji zaujimavi myslienku, ktord sa éasto dé uplatnif aj v inych tlohach. Kludne ale mozete zacat ¢itat od
tretieho (optimélneho) riesenia.

Sikovnejsie porovnavanie
Predstavme si, ze by sme vedeli rychlo porovnavat nie len znak textu so znakom slova, ale aj stvisly blok

textu dlzky a so suvislym blokom slova rovnakej dizky. Potom by sme vedeli pre kazdu zaciatoéna poziciu
rychlejsie zistit, kolko porovnani od nej spravime:

1. Porovnévame bloky, kym sa zhoduji. Kazdé blokové porovnanie zodpoveda a jednotkovym porovnaniam,
teda vzdy, ked sa bloky zhoduju, zvySime vysledok o a. Tychto blokovych porovnani nemoze byt viac ako

o(2).

a

2. Ked narazime na nezhodu blokov (alebo ked do konca textu alebo slova ostdva menej ako a znakov),
zafneme porovnavat znak po znaku. Tychto porovnani spravime najviac a, lebo vieme, Ze sa blok textu s
blokom slova na niektorom znaku nezhoduje.

[a]a

)
)
I
&
)
©

a d‘d‘

a

[a

alalalalalajlalalalal|a ?\‘

~

a

alalalalalalalblalal|a

Ako ale mozno bloky porovnévat rychlejsie, ako znak po znaku? KIu¢ovym pozorovanim je, Ze tychto blokov
je iba O(n). MéZeme si preto dovolit ich na zadiatku lexikograficky usporiadat, a kazdému bloku priradit pocet
lexikograficky mensich blokov — jeho ¢islo. Namiesto porovnévania obsahov blokov ndm teraz staci porovnévat
ich ¢isla, ktoré st velké O(n) — takze mozeme predpokladat, Ze sa ndm zmestia do beZnej premennej a vieme
ich porovnavat v konstantnom case. To je pre dostato¢ne velké bloky ovela rychlejsie, ako porovnavat ich znak
po znaku.
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a[o[a[bla] o [a]b]d
Llall|a 0 albl|a
3 1la|b 0 a|bla
0 alb|a ]‘a] a
2 blalb 2 alb]
0 a|lb|a 2 b
3 1

l1lalb a‘b‘ 3‘1 al|b
311 alb
0 alb|a
2 blalb]

Spravime tak O(% +a) operacii pre kazdu zaciato¢ni poziciu — pre vSetky pozicie to potom trva O(n-(% +a)).
Este musime zapocditat ¢as straveny zistovanim ¢isel blokov. Méme ich O(n), a porovnanie dvoch blokov trvéa
O(a) — takze triedenie ndm bude trvat O(nlogn - a).
Vhodné volba a je a = \/n, pre ktort dostdvame celkovi ¢asovii zlozitost O(ny/nlogn). Pamétova zlozitost
je O(ny/n) — najviac si toho pamitame v zozname blokov, ktorych je O(n), a kazdy ma dizku O(y/n).

Listing programu (C++)

#include
#include
#include
#include

<algorithm>
<iostream>
<vector>
<cmath>

using namespace std;

struct Blok {

i

string obsah;
int kto, zaciatok;

Blok (string a, int b, int c) obsah(a), kto(b), zaciatok(c)

bool operator< (const Blok b)
return obsah < b.obsah;

}

const {

int main () {

}

string retazec[2];
cin >> retazec]0]
int dlzkaBloku =

// retazec[0] je text,
>> retazec[1l];
ceil (sgrt (min(retazec[0].size(),

// ocislujeme bloky
vector<Blok> zoznam;
vector<int> cisloBloku[2];
for (int kto = 0; kto < 2; kto++) {

int dlzka = (int) retazec[kto].size()

cisloBlokul[kto] .resize (dlzka);

for (int i = 0; i < dlzka; i++) {

- dlzkaBloku + 1;

// pouziva sa pri sorte

retazec[1l] je slovo

{}

// cisloBloku[0] su cisla blokov v texte,

retazec[l].size())));

cisloBloku[l] zas v slove

zoznam.push_back (Blok (retazec[kto] .substr (i, dlzkaBloku), kto, 1));
}
}
sort (zoznam.begin (), zoznam.end());
int pocetMensich = 0;
for (int i = 0; i < (int) zoznam.size(); 1i++) {
if (1 > 0) {
if (zoznam[i - 1] < zoznam[i]) {
pocetMensich++;
}
}
cisloBloku[zoznam[i].kto] [zoznam[i].zaciatok] = pocetMensich;
// samotne porovnavanie
long long vysl = 0;
for (int i = 0; i1 < (int) retazec([0].size(); i++) {
int j = 0;
while (i + j < (int) cisloBloku[0].size() && j < (int) cisloBlokul[l].size()) {
if (cisloBlokul[O][i + J] == cisloBloku[l][j]) {
j += dlzkaBloku;
vysl += dlzkaBloku;
}
else {
break;
}
}
while (i + j < (int) retazec[0].size() && Jj < (int) retazec([l].size()) {
vysl++;
if (retazec[0][i + J] != retazec[1l]I[J]) {
break;
}
JH+;

}
}
cout << vysl << ”\n”;
return 0;
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Na $tyl binarneho vyhladavania

Nemusime maf ale iba jednu velkost blokov. Bloky si mézeme rozdelif do viacerych trovni podla ich dizky,
a na kazdej tirovni ich oéislovat lexikograficky. Dalej ndm opif stac¢i namiesto porovnavania obsahov blokov po-
rovnéavat ich ¢isla. Porovnavanie za¢neme na najvyssej arovni. Vzdy, ked nédjdeme nezhodu, zaéneme porovnavat
bloky o troveri nizsie. Na najnizsej urovni budd bloky dlzky 1, teda samotné znaky.

Potrebujeme teda vhodne zvolif dizky blokov na jednotlivich trovniach, a Sikovne bloky na kazdej trovni
oc¢islovat lexikograficky. Vhodnou volbou, ktora vyriesi oba problémy, je mat na kazdej Grovni bloky prave
dvakrat také dlhé, ako bloky na o 1 nizsej trovni.

‘a‘ ala a a a a a a alalala a‘ a‘
a a blaala
‘a‘a a a ajla ala a a a‘a‘

a ala a a b zx‘a‘a‘

alala ala afa ala ala ala a|a

a ala ala ala bla a a‘

ala

©

alalalalalafalalalalala

alalalalalalalb|a|a]|a

Pri porovnavani budeme mat na kazdej tirovni najviac 1 zhodu — 2 zhody by totiz zodpovedali 1 zhode
na urovni vyssie. Na aktudlnu tGroven sme sa ale mohli dostat iba tak, Ze na vySSej trovni nastala nezhoda.
Urovni mame O(logn), takze by sme mali iba O(logn) blokovych porovnani pre kazdi zadiatoént poziciu.
Kazdé blokové porovnanie trva O(1) (porovndvame ¢isla velké O(n)), tato ¢ast algoritmu teda trva O(nlogn).

A ako ndjdeme lexikografické ¢islovanie pre kazdu troven? Tentokrat si nemoézeme dovolif bloky usporiadat
podla ich obsahu — mézu byt totiz dlhé az O(n), a normalne triedenie by trvalo az O(n?logn). Klacovym
pozorovanim je, Ze blok na kazdej trovni (okrem najnizSej trovne) zodpovedd dvom blokom na trovni o 1
nizSej. Ak tie uz mame oc¢islované, vieme Tahko porovnévat Iubovolné dva bloky na aktuélnej tirovni — najprv
ich porovname podla prvej polovice, a ak sa na nej zhoduju, tak ich porovndme podla druhej polovice. Ked
vieme bloky porovndvat, tak ich vieme usporiadat a nasledne ocislovat.

Urovni je O(logn), na kazdej triedime O(n) blokov, a kazdé porovnanie trva O(1) (lebo dvakrat porovnavame
disla velké O(n)). Preto ma tato Gast algoritmu casovi zlozitost O(n log®n).

Celkové ¢asova zlozitost je teda O(nlog?n). Pamitova zlozitost je O(nlogn) — najviac pamiite zaberaji
arovne, ktorych je O(logn), a na kazdej si pamiitame ¢isla blokov, ktorych je O(n).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

struct Blok {
int prvaPolka, druhaPolka;
int kto, zaciatok;

Blok (int a, int b, int c, int d) : prvaPolka(a), druhaPolka(b), kto(c), zaciatok(d) {}

bool operator< (const Blok b) const { // pouziva sa pri sorte
if (prvaPolka == b.prvaPolka) {
return druhaPolka < b.druhaPolka;
}
return prvaPolka < b.prvaPolka;
}
Vi

int main () {
string retazec(2]; // retazec[0] je text, retazec[l] je slovo
cin >> retazec[0] >> retazec[l];

vector<vector<int> > cisloBlokul[2]; // cisloBloku[0] su cisla blokov v texte, cisloBloku[l] zas v slove

// ocislujeme jednotkove bloky
for (int kto = 0; kto < 2; kto++) {
int dlzka = retazecl[kto].size();
cisloBlokulkto].resize (dlzka);
for (int i = 0; i < dlzka; i++) {
int cislo = ’"a’ - retazec(kto][i] - 1; // jednotkove bloky maju cisla -1 az -26
cisloBloku[kto] [i].push_back(cislo);
}
}
// ocislujeme postupne bloky velkosti 2, 4, 8,
int level = 0;
int krok = 2;

strana 17 z 21 http://ksp.sk/



while (krok <= min(retazec([0].size (), retazec[l].size())) {
vector<Blok> zoznam;
for (int kto = 0; kto < 2; kto++) {
for (int i = 0; i + krok <= (int) retazecl[kto].size(); i++) {
int prvaPolka = cisloBlokulkto][i] [level];
int druhaPolka = cisloBlokul[kto][i + krok / 2][levell;
zoznam.push_back (Blok (prvaPolka, druhaPolka, kto, 1i));
}
}

sort (zoznam.begin () zoznam.end ());

’
int pocetMensich = 0;
for (int i = 0; 1 < (int) zoznam.size(); i++) {
if (1 > 0) {
if (zoznam[i - 1] < zoznam[i]) {
pocetMensich++;

}
}
cisloBloku[zoznam[i].kto] [zoznam[i].zaciatok] .push_back (pocetMensich);
}
level++;
krok x= 2;
}

// samotne porovnavanie
long long vysl = 0;

for (int i = 0; i < (int) retazec[0].size(); 1i++) {
int j = 0;
int level = (int) cisloBloku[l][0].size() - 1;
int krok = (1 << level);
while (level != -1) {
if (i + j >= (int) retazec[0].size()) {
break;
}
if (j >= (int) retazec[l].size()) {
break;
}
if (level < (int) cisloBloku[0][1i + Jj].size()) {
if (level < (int) cisloBloku[l][j].size()) {
if (cisloBloku[0][i + j][level] == cisloBloku[l][]][level]) {
j += krok;

vysl += krok;
}
}
}
level--;
krok /= 2;

}
if (j < (int) retazec[l].size() && 1 + j < (int) retazec[0].size()) {
vysl++;
}
}
cout << vysl << ”\n”;
return 0;

}

Toto rieSenie sa da vylepsit tak, aby malo optimdlnu éasovu zlozitost O(n) za vyuzitia kladiv ako sufizové
pole, LCP pole, a range-minimum query. Tie vyrazne presahuju ramec tejto tlohy, a uvadzat ich tu nebudeme.

Co navrhuja Knuth, Morris a Pratt
Predstavme si, Ze sa nam znaky textu odkryvaju postupne. Na zaciatku mame teda prazdny text, a postupne
na jeho koniec priddvame znaky. Ako sa bude menit poéet porovnani, ktoré spravi naivny algoritmus?
Pozrime sa na nejaka zaciatoéni poziciu. Od nej spravime niekolko porovnani, az kym nenastane jedno z
nasledujtcich:

1. Nasli sme nezhodu. Potom ked na koniec textu priddme novy znak, tak pocet porovnani, ktoré spravime
pre tuto zaciatocni poziciu, sa nezmeni.

2. Nenasli sme nezhodu, a dosli sme na koniec slova. Pridanim znaku na koniec textu sa pocet porovnani,
ktoré spravime, opét nezmeni — nie je s ¢im dalej porovnavat, lebo sme na konci slova.

3. Nenasli sme este nezhodu, dosli sme na koniec textu ale nie sme eSte na konci slova. Ked na koniec textu
priddme novy znak, tak urcite spravime jedno dalSie porovnanie.

Zaujima néas teda pocet tych zaciatkov, pri ktorych sme dosli na koniec textu ale eSte nie sme na konci slova.
Kazdému takému zaciatku zodpoveda retazec znakov, ktory sme uz spracovali, a ktory sa zhodoval s prvymi
niekolkymi znakmi slova. Je to teda vlastny prefix slova. Takze ked priddvame znak na koniec textu, vysledok
sa zvysi o pocet vlastnych prefixov slova, ktoré si sufixom textu (pred pridanim nového znaku).

Toto nédm umoziiuje spoéitat prave Knuthov-Morrisov-Prattov algoritmus'!. Konkrétne

1. Vieme s jeho pomocou po pridani kazdého znaku zistit najdlhsi prefix slova, ktory je sufixom textu.

Hhttps://waw.ksp.sk/kucharka/kmp/
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2. Najdlhsi prefix slova, ktory je sufixom textu, ndm jednoznacne urcuje vsSetky prefixy slova, ktoré su
sufixami textu. To vyplyva z toho, Ze tie st kratSie — takze ak s sufixami textu, musia byt aj sufixami
nasho najdlhsieho prefixu.

3. Pre kazdy prefix slova vieme jeho najdlhsi vlastny sufix taky, ze je zaroven prefixom slova — takzvané
spatné linky.

4. Ak postupne budeme uvazovat prefix, na ktory ukazuje nasa spitnd linka, potom prefix, na ktory ukazuje
spétnd linka predchadzajuceho prefixu, ... tak vytvorime postupnost vSetkych prefixov slova takych, Ze
st sufixom nasho najdlhsieho prefixu.

5. Nés zaujima ich pocet. Ak ho pre i-ty prefix slova oznacime pocet[i], a spédtnua linku z i-teho prefixu
ako spat[i], tak pocet[i] = pocet[spat[i]] + 1. Takto vypocitame vSetky pocty.

6. Ak je najdlhsim prefixom celé slovo, tak odratame od vysledku 1, nakolko sme ho zaratali v predchadza-
jucom procese, a nemali sme ho zaratat.

Casové aj pamétova zlozitost st O(n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

int precitaj (char znak, string& slovo, vector<int>& spatnelLinky, int stav) {
if (stav + 1 < (int) spatnelinky.size()) {
if (znak == slovol[stav]) {
return stav + 1;
}
}

while (stav != 0) {
stav = spatnelinky[stav];
if (znak == slovo[stav]) {

return stav + 1;
}
}
return O;

}

int main () {
string text, slovo;
cin >> text >> slovo;

vector<int> spatneLinky (1, 0);

vector<int> dlzkaChvostu(l, 0);

for (int i = 0; 1 < (int) slovo.size(); i++) {
int predch = precitaj(slovo([i], slovo, spatneLinky, 1i);
spatnelLinky.push_back (predch);
dlzkaChvostu.push_back (1 + dlzkaChvostu[predch]);

}

long long vysl = 0;
int stav = 0;

for (int 1 = 0; 1 < (int) text.size(); i++) {
if (stav != (int) slovo.size()) {
vysl++;

}

vysl += dlzkaChvostulstav];

stav = precitaj(text([i], slovo, spatnelinky, stav);
}
cout << vysl << ”\n”;
return 0;

misof
8. Obrana pobrezia (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Uz v tlohe 8 minulej série sme sa stretli s elementarnou operaciou, ktord nam bude uzitoéné aj tu: dozve-
deli sme sa, ako pomocou vektorového stéinu lahko a presne zistif, ¢i sa dve tsecky pretinajiu. Toto budeme
potrebovat aj v tejto tlohe. Kto to uz zabudol, ndjde to v Kucharke'?.

Hruba sila

Akondhle mame takuto funkciu, uz vieme riesit zadant tlohu hrubou silou: postupne vysktsame vsetkych n!
permutacii, kazda z nich skontrolujeme, a spocitame tie, pre ktoré sa ziadne dve tisecky nepretinaji. Za takéto

2https://ksp.sk/kucharka/skalarny_a_vektorovy_sucin
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riesenie sice nebude plny pocet bodov, ale ak ste za tito tlohu mali nulu, tak aj toto je od nuly lepsie. A je to
naozaj par riadkov programu — napr. v C++ méame k dispozicii funkciu next_permutation pomocou ktorej sa
sktSanie permutacii implementuje ozaj hravo.

Chceme lepsie

My ale chceme nejaké riesenie, ktoré bude bezat v polynomidlnom ¢ase. Ako na to?

Nase rieSenie je zaloZené na nasledujiicom pozorovani: Zoberme sépiu, ktord je najdalej od pobrezia. (Ak
je takych viac, tak trebars t z nich, ktord ma najmensie ¢islo.) Polozme si teraz otdzku: moze byt tato sépia
trafené balistou ¢islo k7?7 Odpoved je jednoduché: &dno, ak st splnené nasledujice podmienky.

e Na tsecke medzi balistou k a nasou sépiou nelezia ziadne iné sépie.

e “Nalavo” od naSej tsecky je rovnako vela balist ako sépii (a napravo teda nutne tiez).

Postupne vyskiisame vSetky moznosti pre k. Vzdy, ked nédjdeme nejakt vyhovujtcu, tak sme vlastne povodny
problém rozdelili na dva mensie: Nech a je pocet sposobov, ktorymi vieme sparovat sépie a balisty nalavo od
naSej Gsecky a nech b je pocet spésobov, ktorymi to vieme urobit napravo. Potom dokopy dostdvame ab riesent,
lebo kazdé riesenie vlavo vieme skombinovaf s kazdym rieSenim vpravo.

No a ak sme uz zv1ast pre kazdé k uréili, kolko mu zodpoved4 rieseni, tak celkovy pocet rieSeni je jednoducho
suctom vsSetkych tychto poctov.

Vyssie popisané riesenie nas teda vedie k rekurzivnemu rieseniu nasej tlohy: vysktsame nejaké moznosti ako
spravit jednu dvojicu balista-sépia a nasledne sa rekurzivne zavoldme na nejaké mensie vstupy.

Ostéva ale celkom vela nezodpovedanych otéazok. Funguje to vobec? A ak 4no, méa to polynomidlnu éasovi
zlozitost?

Funguje to vobec?

To, ze vyssie uvedené riesenie funguje, je spdsobené prave nasou sikovnou volbou sépie, ktorej par hladame
ako prvy. My sme si zvolili sépiu S, ktora je najdalej od pobrezia, a spojili sme ju s nejakou balistou B na pobreZi.
Ak teraz zoberieme hocijakd sépiu nalavo od S a spojime ju s balistou napravo od B (alebo naopak), bude
tato nova tsecka uréite krizovat tisecku SB. Vdaka nasej Sikovnej volbe sépie sa ndm teda naozaj nakreslenim
useCky SB zadanie rozpadne na dve Casti ktoré sa nezavislé.

Ma to polynomialnu casova zlozitost?

Nema4. Generuje to postupne po jednom vSetky pripustné rieSenia, a tych ani omylom nemusi byt len po-
lynomidlne vela. (Lahko sa vyrobi napriklad vstup, ktory bude mat rieSeni aspor 27/2 Viete dosiahnuf este
viac?)

Ako teda dostat polynomialne riesenie?

Jednoducho: priddme memoizaciu. Kazdy konkrétny podproblém, na ktory narazime (“tu je podmnoZina
sépii a usek balist, kolkymi sposobmi ich vieme pospédjat?”) budeme riesit len raz. Ked ho prvykrat vyriesime,
zapaméitame si jeho rieSenie. Ak by sme na ten isty podproblém narazili inokedy, uz nebudeme ni¢ skusat, len
sa pozrieme na jeho zapaméitané rieSenie a to vratime na vystup.

Preco pridanim memoizacie dostaneme polynomialne riesenie?

Kvoli konzistencii si predstavme, Ze nalavo aj napravo od celého vstupu je po jednej sépii (daleko na mori)
a jednej baliste. [ubovolny konkrétny podproblém si teraz moézeme popisat tak, Ze povieme dve tsecky sépia-
balista: jedna tvori jeho lavy a druh& jeho pravy okraj.

Vsetkych podproblémov je teda nanajvys tolko, kolko je takych dvojic tseciek — teda O(n*), lebo mame
n moznosti pre kazdy koniec kazdej tsecky. V skutoc¢nosti bude dosiahnutelnych podproblémov vyrazne mene;j.
Na dékaz polynomialnej casovej zlozitosti nam ale staci takyto horny odhad ich poctu.

No a konkrétny podproblém vyriesime v O(n?): najskor overime, ¢i mame rovnako vela sépif a balist (ak nie,
odpoved je 0), potom néjdeme najvzdialenejSiu sépiu, a potom ju postupne vyskusame spojit s kazdou balistou.
Ked mame konkrétnu dvojicu sépia-balista, potrebujeme este prejst vSetky ostatné a rozdelit ich na lavé a pravé
(a skontrolovat, 7ze ziadna sépia nelezi na préve nakreslenej tsecke).

Celkovo teda dostavame riesenie s ¢asovou zlozitostou O(nf).

Slo by aj zlepsit. Napriklad tak, ze ked uz méame zvolenti najvzdialenejsiu sépiu, tak si vietky ostatné balisty
a sépie okolo nej poldrne usporiadame, aby sme vedeli rychlejsie hovorit, ktoré objekty st nalavo a ktoré napravo

http://ksp.sk/ strana 20 z 21



od prave sktiSanej tisecky sépia-balista. Zadanie vSak hovori, Ze ¢okolvek polynomidlne je dobré, a tak budeme
lenivi a nebudeme uz ni¢ zlepsovat.

Implementacia

V mojej implementacii som bol extra lenivy, preto si konkrétny podproblém reprezentujem nie pomocou
Styroch ¢isel (dve balisty a dve sépie) ale pomocou dvoch 64-bitovych intov: v jednom st nastavené bity pre tie
harpuny, ktoré este mam, a v druhom bity pre sépie. Ono je to skoro jedno, stavov mam stéale rovnako a takto
sa ten kdd strucnejsie pisal.

Namiesto 4-rozmerného pola potom pouzivam na memoiziciu map. Tym mi pribudne v asovej zlozitosti
este logaritmus navySe. Spominal som uz, Ze som bol extra lenivy? :)

NavySe sa ani neobtaZujem priebezne kontrolovat, ¢i mam rovnako vela sépii a balist. AZ ak na konci vetvy
rekurzie zistim, Ze jedny sa uz minuli a druhé este nie, vratim nulu.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
typedef long long 11;

int N;
vector<ll> B, X, Y;

map< pair<ll,11>, int > memo;

// vektorovy sulin: kladny ak (x3,y3) lezZi nalavo ak sa pozerdme z (x1,yl) na (x2,y2)
11 cross_product (11 x1, 11 y1, 11 x2, 11 y2, 11 x3, 11 y3) {

11 ux = x2-x1, uy = y2-yl, vx = x3-x1, vy = y3-vyl;

return ux*vy - vx*uy;

}

int vyries(ll balisty, 11 sepie) {
pair<ll,11> key = {balisty,sepie};
if (memo.count (key)) return memo[key]l; // tento problém sme uzZ riesili

int s&odpoved = memo[key]; // spravime si referenciu na zdznam v mape kam chceme zapisat odpoved
// zistime, &i uZ sme na konci

if (balisty == 0 && sepie == 0) return odpoved = 1;
if (balisty == 0 || sepie == 0) return odpoved = 0;

// tu by sa dalo rovno kontrolovat, ¢i mdme balist a sépii rovnako vela
// pridanie nasledujiceho riadku vyrazne urychli cas behu v praxi

// 1f (__builtin_popcountll (balisty) != __builtin popcountll (sepie)) return odpoved = 0;

// ndjdeme najvzdialenejSiu sépiu

int bests = -1;

for (int s=0; s<N; ++s) if (sepie & 1LL << s) if (bests == -1 || Y[s] > Y[bests]) bests = s;

// vyskusame vsetky mozné balisty
odpoved = 0;

for (int b=0; Db<N; ++b) if (balisty & 1LL << b) {
// rozdelime zvysok na lavi a pravu stranu, skontrolujeme Ze ni¢ nelezZi na usecke
bool ok = true;

11 slave = 0, sprave = 0, blave = 0, bprave = 0;
for (int i=0; i<N; ++i) if (i != bests) if (sepie & 1LL << i) {
11 poloha = cross_product ( B[b], 0, X[bests], Y[bests], X[i], Y[i] );
if (poloha > 0) slave |= 1LL << i;
if (poloha < 0) sprave |= 1LL << i;
if (poloha == 0) ok = false;
}
for (int i=0; i<N; ++i) if (i != b) if (balisty & 1LL << i) {
11 poloha = cross_product( B[b], 0, X[bests], Y[bests], B[i], 0 );
if (poloha > 0) blave |= 1LL << i;
if (poloha < 0) bprave |= 1LL << ij;
}
if (ok) odpoved = (odpoved + vyries(blave,slave) x vyries (bprave,sprave)) % 1000000007;

}

return odpoved;

int main() {
cin >> N;
B.resize(N); for (auto &b:B) cin >> b;
X.resize (N); for (auto &x:X) cin >> x;
Y.resize (N); for (auto &y:Y) cin >> y;
11 vsetko = (1LL << N) - 1;
cout << vyries(vsetko,vsetko) << endl;
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