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Vzorové riesenia 2. kola letnej cCasti

Maério a MikX
1. Zabava musi byt (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Riesenie tejto tllohy sa sice dalo Tahko vymysliet a aj lahko a rychlo naprogramovat, no ddlezité bolo spravne
odargumentovat spravnost vasho riesenia.

Nezalezi na poradi operacii

Zostrelovanie teréov si moéZeme predstavit ako zoznam operécii, v ktorom sa dé kazd4 operacia zapisat ako
px — puska zostreli jeden ter¢ na pozicii x, alebo bx — brokovnica zostreli po jednom ter¢i na poziciach z a x4+ 1.

Pre kazda poziciu 1,2,...,n si mdzeme spocitat, kolko vystrelov na niu dopadne pri konkrétnom zozname
operéacii. Napriklad pri zozname p1, b3, p4 dopadne po jednom vystrele na pozicie 1, 3, dva vystrely na poziciu
4 a ziadny vystrel na poziciu 2.

Vdaka takémuto pohladu na naSu tlohu si méZeme uvedomit, Ze ak v nejakom zozname preusporiadame
poradie pouzitych operacii, na kazdu poziciu dopadne stale rovnaky pocet vystrelov ako pred preusporiadanim.
Zoznamy operéacii pl, b3, p4 a napriklad b3, p4, pl budd mat teda rovnaky vysledny efekt.

Pri hladani rieSenia nis teda nebude zaujimat poradie operacii, ale len to, kolkokrat musime poziciu x
zasiahnuf puskou a kolkokrat brokovnicou, teda len pocdet operécii bx a px pre kazdé z.

Ako vymysliet riesenie?

Puska zhodi v jednej operacii jeden ter¢, no brokovnica dva. KedZe chceme minimalizovat celkovy pocet
pouZitych operdcii, chceli by sme ¢o najviackrat pouzit brokovnicu (a zasiahnut tak dva terce naraz v ¢o
najviac operédcidch). Pri rozmiestiiovani vystrelov si ale musime daf pozor, aby sme sa nepripravili o moznost
pouzit brokovnicu.

Predstavme si, ze na kazdej z pozicii 1, 2, 3, 4 stoji jeden ter¢. VSetky terce vieme zostrelit dvoma operédciami,
napriklad b1, b3. Ak by sme ale brokovnicou strelili do stredu (pouzijeme b2), tak pri zostrelovani zvy$nych
teréov ndm uZ brokovnica nepomoZe a potrebujeme aspon 3 operécie (terce 1 a 4 zostrelime puskou). Problém
vznikol tym, Ze sme skupinku tercov vedla seba (rozostavenie, ktoré sa dobre zostreluje brokovnicou), rozdelili
jednou dierou na dve skupinky, ktoré boli daleko od seba a uz sa pre ne brokovnica nedala pouzit.

Ako vyuzit potencidl brokovnice naplno? Ako dobry napad sa moze zdat, Ze budeme zostrelovat terée zlava
doprava, pricom brokovnicou strielame, kym sa d& (kym na pozicii « aj x + 1 st terée) a ak sa ndhodou mint
terce na pozicii x4 1 skor ako terce na x, zvysok tercov na x zostrelime puskou. Takto nikdy nevytvorime ziadnu
dieru navyse a pouzijeme brokovnicu ¢o najviackrat.

Ako dokazat spravnost riesenia?

Nasa predosla tvaha nas sice doviedla k rieSeniu, no vysvetlenie, preco toto riesenie najde minimalny pocet
operéacii je trochu nejasné. Ukazeme si vSak, ako jasne dokézaf, Ze rieSenie je sprévne.

Ak na prvej pozicii stoji k ter¢ov, v lubovolnom (teda aj v tom najlepsom) zozname operacii, ktory mé zhodit
vietky terée, musi byt prave k operécii, pri ktorjch 2 = 1. Co najviac z tjchto teréov zostrelime brokovnicou, a
ked uZz brokovnicu nemozeme pouzit (lebo uz nie st terée na pozicii 2), zvySok teréov zostrelime puskou. Takto
sa dostavame do stavu, kde na prvej pozicii nezostal ziadny ter¢, pouzili sme najmensi pocet operéacii, ktoré boli
nutné na zostrelenie vsetkych k tercov na pozicii 1 a zaroven sme pouzili brokovnicu najviackrat ako sa dalo.

Dolezity bod zamyslenia je, Ze sice sme pouzili brokovnicu najviackrat pri zostrelovani tercov na prvej
pocet operdcii), ak by sme na prva poziciu pouzili brokovnicu menejkrat? Nie. Ak by sme pouzili brokovnicu
menejkrat, na zvysnych n — 1 pozicidch by tak celkovo zostalo viac tercov ako v nasom rieseni. Na zostrelenie
zvysnych tercov by tak bolo potrebnych aspoti tolko operécii ako v naSom rieSeni a tak vieme, Ze sa naSe rieSenie
uréite neda zlepsit.
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KedZe na pozicii 1 uz nezostéva ziadny ter¢, moézeme sa na nasu tlohu pozriet tak, ako keby sme ju riesili uz
len pre n — 1 teréov a pouZif znova t1 ist Gvahu: Nech je na pozicii 2 m tercéov, potrebujeme aspoii m operacii,
¢o najviac z nich chceme spravit brokovnicou, atd.

Implementacia po lopate

Postupne prechddzame rady tercov od ¢ = 1 po i« = n: Pre rad ¢ pouZzijeme brokovnicu kym sa dé (kym je v
rade i + 1 aspoii jeden terc), a potom dorazime ostatné terée v rade i puskou. Pokracujeme na dalsi rad. Toto
sa d4 implementovat jednym cyklom.

Casové zlozitost je teda linedrne zavisla od poctu radov teréov a ni¢oho iného: O(n).

Pamitova zlozitost bude kvoli pamétaniu poétu teréov v jednotlivych radoch tiez: O(n).

Listing programu (Python)

n
A

= int (input ())
= [int (x) for x in input () .split ()]
vystrelov, vysledok = 0, O
for x in A:
# kolko novych striel spravim v tomto kole?
# ratam s tym, ze uprednostnujem brokovnicu, teda co najviac
# z tych, co som vystrelil v minulom kole zasiahlo aj tento rad
if x < vystrelov:
vystrelov = 0
else:
vystrelov = x - vystrelov
# pripocitame pocet vystrelov v ramci spracovavania radu
vysledok += vystrelov

print (vysledok)

Vsimaj, Ze pamat usetrit mozes!

Este raz si precitajte predchadzajiuci odsek. V kazdom momente sa pri vypocte pozerame len na prave
spracovavany a nasledujtci rad tercov, teda nam staci pamitat si len pocty teréov v tychto dvoch radoch, ¢im
dostavame konstantntt pamétova zlozitost: O(1).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main () {
// a = predchadzajuci, b = terajsi
long long n, a, b, pocet_vystrelov = OLL, vystreli = OLL;
cin >> n >> a;

for (int i = 0; 1 < n - 1; ++1) {
cin >> Db;
// brokovnica
vystreli = min(a, b);
a —= vystreli;
b -= vystreli;
pocet_vystrelov += vystreli;
// puska ak treba
if (a > b) {
pocet_vystrelov += a;
}
// terajsi bude dalej ako predchadzajuci
a = b;
}

pocet_vystrelov += a; // dorazime este posledneho puskou, tento by sa inak nespracoval

cout << pocet_vystrelov << endl;

}

Iné rieSenie(a)

Optimalnych rieSeni tu je viac (kedZe nezélezi na poradi operécii). Napr. by bolo rovnako spravne najprv
vSetko ¢o sa dé postrielat brokovnicou a potom vSetko ostatné dorazif puskou. Toto by vSak neslo s konstantnou
pamétovou zlozitostou.

Sandyna
2. Zakerni surodenci (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Prvé a najlahsie rieSenie, ktoré ndm napadne, je vykondvat operacie a po kazdej zmene skontrolovat, ¢i je
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retazec palindrém' alebo nie. Pri kontrole mozného palindrému nés vzdy? zaujimaji dvojice znakov - prvy a
posledny, druhy a predposledny, atd. Aby bol refazec palindrémom, musia byt vSetky tieto dvojice zhodné.

Ked sa poktsime pri kazdej zmene prechadzat cely refazec, zistime, Ze je to prili§ pomalé. Kazdé skontro-
lovanie, ¢i je refazec momentélne palindrém, si totiz v najhorSiom pripade (ak palindrém je) vyzaduje O(n)
porovnani znakov. Celé to teda ndSmu programu moze trvat az O(n x ¢), ¢o nestihame.

Co robime navyse? KedZe sa nam vzdy meni len jeden znak, nie je vobec potrebné kontrolovat zvysok
refazca; ten bude presne taky ako pred danou zmenou.

Pozrime sa radsej na ten znak, ktory menime a na jeho naprotivok. Zaujima nas, ako sa zmenil stav dvojice:
z rovnakej na rozdielnu, z rovnakej na rovnaki, z rozdielnej na rovnaki alebo z rozdielnej na rozdielnu.

Chceme teraz zistit, kedy nastane situicia, ze kazda dvojica je zhodné. Na zaciatku si prejdeme cely retazec
a budeme si pamiitat, kolko parov sa navzajom nezhoduje. Pri kazdej zmene znaku toto ¢islo prislusne upravime:
ak sme si nejaku dvojicu pokazili, tak pocet zlych parov stipne a ak sme si dvojicu opravili, pocet zlych dvojic
klesne. Treba si daf pozor, aby sme hodnotu nemenili, ak sa zmeni rozdielny na rozdielny alebo rovnaky na
rovnaky! Ked mame pocet nezhod 0, vieme, Ze nas refazec je palindrém.

Nagcitanie a prvotné spocitanie nezhodnych dvojic ndm zaberie O(n) krokov, a kazda z ¢ otazok vyrieSime a
odpovieme v O(1) — ¢asovd zlozitost je teda O(n + q).

V oboch rieseniach sme si museli pamétat cely refazec, ale otazky stacilo riesit postupne, teda sme si mohli
pamitat len jednu otdzku naraz. To ndm udéva pamétova zlozitost O(n).

Listing programu (C++)

#include<iostream>
#include<algorithm>
#include<vector>
#include<time.h>
using namespace std;

int main () {

long long g, nesedi = 0;

string vstup;

cin >> vstup >> g;

//pociatocne pocitanie nezhodnych znakov

for (int 1 = 0; 1 < int(vstup.size() + 1) /2; i++) {
if (vstupl[i] != vstuplvstup.size() - 1 - 1]) {

nesedi ++;

}

}

long long index;

char znak;

for (int 1 = 0; 1 < g; i++) {
cin >> index >> znak;
//nesediaci -> sediaci

if (vstupl[index] != vstuplvstup.size() -1 - index] &&
vstup[vstup.size() -1 - index] == znak) {
nesedi --;
} else {
//sediaci -> nesediaci
if ((vstup[index] == vstup[vstup.size() -1 - index]) &&
(vstup[vstup.size() -1 - index] != znak) &&
(vstup.size() - 1 - index != index)) {

nesedi ++;
}
}
vstup[index] = znak;
if (nesedi == 0) {
cout << ”ano\n”;
} else {
cout << “nie\n”;
}
}

return O;

}

Emo
3. Zbludila krava (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Tato uloha bola ind ako ostatné. Pomahali ste Denisovi v jeho probléme, pricom vas program nacitaval
postupne pozicie Rysule, a vypisoval, ktory plot sa mé postavif. Na vyrieSenie tejto tlohy sme potrebovali
vymyslief “nepriestrelni” stratégiu, ktora nedovoli Rysuli ujst.

Kedy vyhra Rysula
Sktisme sa na tlohu pozriet z pohladu Rysule. Ona sa snaZi ujst, avSak my jej stavdme prekazky (ploty), cez
ktoré nevie prejst.

1Palindrém je refazec, ¢o sa ¢ita odzadu rovnako ako spredu.
20krem pripadu, ked je reazec neparnej dlzky.
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Zakladné pozorovanie je, ze okrajovych poli¢ok pastviny je 2(r + s) — 4 a plotov, ¢o musime postavit je
2(r 4+ s). Vyplyva to z toho, Ze rohové poli¢ko musi byt oplotené z dvoch strén.

Jedna z moznych stratégii pre Rysulu je rozbehnit sa k najbliz§iemu okraju pozemku. Ak sa jej nepodari
utiect cez prvé okrajové policko, na ktoré pride (lebo ho Denis stihne oplotit), za¢ne bezat po obvode pozemku.
Ak sa jej pocas toho naskytne moznost ujst (Denis nestihne postavit nejaki ¢ast plota véas), vyuzije ju.

Predpokladajme na chvilu, Ze sa Rysula bude sprévat podla tejto stratégie. Na to, aby Denis vyhral, musi
stihnit dokoncit plot najneskor v momente, ked Rysula stipi na posledné obvodové policko, kde dovtedy nebola.
Ak by totiz aj pocas nasledujiiceho Rysulinho fahu bola v plote diera, znamenalo by to, ze Rysula cez tuto
dieru mohla ujst, ked okolo nej $la.

KedZe Denis na oplotenie celého pozemku potrebuje 2(r + s) tahov, moéze vyhrat jedine v pripade, Ze Rysula
bude na dobehnutie k okraju pozemku a nasledni prechaddzku po jeho obvode potrebovat aspon 2(r + s) — 1
tahov (kedZe Denis zaé¢ina, po 2(r + s) — 1-vom Rysulinom fahu bude nasledovat 2(r + s)-ty Denisov fah). Ak sa
Rysula svojim tretim tahom dostane na okrajové policko, prechddzku po obvode dokonéi svojim 2(r+s) —2-hym
tahom (obvod mé 2(r + s) — 4 poliok a prvé dva tahy este nejde po obvode), takze Denis nemd Sancu stihnit
postavit plot.

To znamen4d, Ze ak sa Rysula vie na 3 alebo menej tahov dostat na okrajové poli¢ko, mé zarudeny sposob
ako ujst.

Kedy vyhra Denis

Uz sme zistili, Ze Denis nevie vyhrat, ak Rysula za¢ina 3 alebo menej poli¢ok od okraja a je inteligentna.
Sta¢i mu, aby zacinala 4 tahy od okraja? Staci, lebo mézZe hrat napriklad podla nasledovnej stratégie:

V prvych styroch tahoch Rysula Denisovi uréite neujde, kedze na Styri tahy sa stihne dostat maximéalne na
okrajové policko. Denis za tieto Styri tahy postavi jednu ¢ast plotu v kazdom rohu. Potom kazdé policko bude
potrebovat uz len jedno oplotenie. A teda vzdy ked sa Rysula dostavi na nejaké okrajové policko, Denis jej tam
postavi plot.

(KedZe zadanie hovort, Ze vidy vieme zabranit Rysuli ujst, tak najmensie pastviny maji rozmery 9 X 9 a
Rysula zadina v ich strede)

Implementacia

Uloha je veelku prisna na to ¢o vypiseme. V kazdom fahu musime nie¢o postavit, nemoézme postavit plot tam
kde uz je postaveny a tiez si musime dat pozor aby sturadnice ktoré vypisujeme boli naozaj na okraji pastviny.

Najprv musime vyrieSit rohy pastviny. Tieto pozicie budeme poznat hned ako nacitame rozmery pastviny.
Vieme potom vybrat jednu ¢ast z kazdého rohu (rozmyslite si preco treba z kazdého), a tu oplotif. Potom za-
¢neme v nejakom krajnom policku, a bude oplocovat pazravo dookola. Ked sa Rysula dostavi na kraj, prerusime
pazravé stavanie, a postavime plot pri poli¢ku na ktorom sa nachadza. Ak by bola taka hlapa a opustila kraj,
tak pokracujeme v pé6vodnom pazravom stavani.

Ostéva uz len vyriesit ako si pamétat uz postavené ploty? Najjednoduchsie je pouzit v C++ set alebo
unordered_set (tu si musite vytvorit vlastn hashovaciu funkciu), ale daja sa tieto idaje pocitat aj v oby¢ajnom
poli.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

const int N = 20010;

// rozmery mapy, pozicia Rysuli

int r,s,x,y;

// doprava, hore, dolava, dole

int xp[] = {1,0,-1,0}, ypl]l = {0,-1,0,1};

// tu si pametame, ktore ploty sme uz postavili
bool uz_postavene[4xN];

// funkcia ktora dostane usek plotu a vrati index do pola uz_postavene
int zahashuj(pair<int, int> plot) {
int a = plot.first, b = plot.second;

if (a == 0)return b;
if (a == s+l1) return N + Db;
if (b == 0) return 2+«N + a;

return 3xN + a;

}

// vrati true ak sa policko (x,y) nachadza na Denisovej pastvine
int v_pastvine(int x, int y) {

return x >= 1 && y >= 1 && x <= s && y <= r;
}

// prezre ci sa v poli nachadza dana hodnota
int nachadza_sa(pair<int, int> pole[4], pair<int, int> hodnota) {
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i < 4; ++1i) |
= hodnota) return true;

for (int i = 0;
if (pole[i]

}

return false;

}

// vrati smer, ktorym vie Rysula ujst na 1 tah, alebo -1 ak nevie
int vie_rysula_ujst () {
for (int i1 = 0; i < 4; ++1i){
int nx = x + xp[i];
int ny = y + yplil;
if (!v_pastvine (nx, ny) && uz_postavene[zahashuj({nx, ny})] == 0)return i;
}

return -1;

int main() {
// tieto prikazy je uzitocne vediet, lebo podstatne zrychlia nacitavanie a vypisovanie
ios_base::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);cout.tie(0);
cin >> r >> s;
// predpocitame si pozicie rohovych plotov

pair<int, int> rohy[] = {{0, 1}, {0, r}, {s+1, 1}, {s+l, r}};
for (int 1 = 0; 1 < 4; i++) {

cin >> x >> y;

uz_postavene [zahashuj(rohy[i])] = true;

cout << rohy[i].first << ”.” << rohy[i].second << endl;

}

// nepovolene policka, teda tie na ktorych sa chceme otocit

pair<int, int> nepovolene[] = {{0, 0}, {0, r+l}, {s+1, 0}, {s+1l, r+l}};
// najprv oplocujme smerom doprava, zatial sme oplotili 4 casti plotu
int smer = 0, pocet = 4;

// zacnime v lavom hornom rohu
int plotx = 1, ploty = r + 1;
while (pocet < 2 % (r+s)) {
cin >> x >> y;
// ak je krava na kraji vedla neoploteneho pozemku, musime oplotit ten
int smer_uniku = vie_rysula_ujst();
if (smer_uniku != -1){
int nx = x + xpl[smer_uniku];
int ny = y + yplsmer_unikul;

uz_postavene[zahashuj ({nx,ny})] = true;
cout << nx << ”.” << ny << endl;
} else {
// chceme prejst cez vsetky uz postavene policka, pripadne sa otocit ak sme v rohu
while (uz_postavene[zahashuj ({plotx, ploty})] \\ nachadza_sa (nepovolene, {plotx, ploty})) {
if (nachadza_sa (nepovolene, {plotx, ploty})) smer++;

// posunieme sa zvolenym smerom
plotx += xp[smer];
ploty += yplsmer];

}
// postavime plot na pozicii [plotx, ploty]
uz_postavene [zahashuj ({plotx,ploty})] = true;
cout << plotx << ”_.” << ploty << endl;

}

pocet++;

}

return O;

Listing programu (Python)

# funkcia, ktora vracia prvy prvok z hashsetu
def prvyPrvok (hashset) :
return next (iter (hashset))

# nacitame vstup a prekonvertujeme na inty

r,s = map(int, input().split())
# vyberieme si nejaky plot na kazdom rohu
rohy = [(0, 1), (0, r), (s+l, 1), (s+l, r)

# vytvorime (hash)set a nahadzeme donho vsetky ploty
ploty = set(
ploty.update

)

([(0, 1) for i in range(l, r+l)]
ploty.update (

(

(

[

[(st+l, i) for i in range(l, r+l
[(1, 0) for i in range(l, s+1)]
[(1, r+l) for i in range(l, s+1

)
) 1)
ploty.update )
ploty.update ) 1)
# pre kazdy roh nacitame vstup, vypiseme a odstranime dany roh
for roh in rohy:
X,y = map(int, input () .split())
# vstup musime flushovat
print (roh[0], roh[l], flush=True)
ploty.remove (roh)

# dokym sa v sete nachadzaju este ploty, pozreme sa ci sa aktualna
# pozicia Rysule nachadza na neoplotenom kraji. Ak ano, vypiseme
# dany plot, inak vypiseme lubovolny z nasej tabulky.
while ploty:
X,y = map(int, input().split())
# zistime kam sa vie Rysula pohnut

susedne = set ([(x,y+1), (x, y-1), (x+1,y), (x-1,y)1])
# zistime prienik a susednych policok a plotov
inter = susedne.intersection(ploty)
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# ak je tento prienik neprazdny, zobereme prvok z prieniku, inak
# lubovolny zo susednych policok

plot = prvyPrvok(inter) if len(inter) else prvyPrvok (ploty)
print (plot [0], plot[l], flush=True)

ploty.remove (plot)

Zlozitost

Casova zlozitost algoritmu je O(r + s) ak pouzijeme unordered_set alebo pole, a O((r + s) - log(r + s)) ak
pouzijeme set, kedZe musime oplotit celd pastvinu, a odpoved ktori ¢ast plotu postavit vieme zodpovedat v ¢ase
O(1). Pamétova zlozitost tohto algoritmu je tiez O(r + s), kedZe je potrebné pamitat si uz postavené ploty.

Hodobox
4. Zimny problém sysla Mariana (max. 9 b za popis, 6 b za program)

Pred ¢itanim vzorového rieSenia tejto tlohy silno odport¢ame mat preéitané ¢lanky z kucharky o grafoch®
a prehladavani do hibky*.

Formélne si popiSeme, ¢o je vlastne nasou tlohou. Syslova nora je zakoreneny strom (koreriom je izba ¢islo
1). Pre kazdy vrchol v tomto strome nas zaujima dizka najdlhsej cesty v jeho podstrome.

RieSenie prvej sady

Spomenieme stru¢ne rieSenie prvej sady — v nej ndm bolo slibené, ze z kazdej izby vedie (najviac) jeden
tunel do hlbsej izby. Ked sa v takejto nore Maridn v niektorej izbe rozhoduje, kam si ma lfahnit a nasledne kam
utiect, mé4 jednoducht optimélnu stratégiu — lahne si do najhlbSej izby v nore, po prichode zaby utecie do tej
v ktorej zacal; vysSie vyjst nemoze, smerom nadol je najviac vzdialend predsa najhlbsia izba. T4 bude mat v
prvej sade vzdy hibku n (kedZe sa nora nerozvetvuje, ale stale iba klesa nadol). Jediné, ¢o teda potrebujeme
zistif, je pre kazdu izbu, ako hlboko vlastne je — ozna¢me si hibku i-tej izby h;; odpoved pre izbu i bude n — h;.

Hibku kazdej izby vieme zistit jednoduchym prehladévanim do hibky — nastavime hibku izby I na 1, za¢neme
z nej prehladéavat a izbe ktora je s fiou spojend nastavime hibku 2. Nésledne pokrac¢ujeme v prehladavani z nej,
teda izbe ktora je spojena s fiou (a nie je to izba [) nastavime hibku 3. Teraz pokracujeme v prehladavani z nej,
a tak dalej.

Z kazdej izby budeme prehladavat prave raz, teda ¢asové zlozitost je O(n). Noru si moézeme pamiitat ako
graf so zoznamami susedov pre kazdy vrchol, pamétové zlozitost bude teda tiez O(n) (v prvej sade bolo vSak
vrcholov mélo, takze Tubovolna implementécia bola v poriadku).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

struct vrchol

{
bool videl = false;
int hlbka;
vector<int> hrany;

Vi

vector<vrchol> graf;

void dfs(int v)

{
graf([v].videl = true;

for (int i=0;i<graf[v].hrany.size();++1i)

{
int k = graf(v].hrany[i];
if (graf(k].videl) continue; // ak sme vrchol k videli, je to izba nad nami
graf[k].hlbka = graf[v].hlbka + 1; // inak je pod nami a ma hlbku o 1 vacsiu
dfs (k) ;

}

int main ()
{
int n,1;
cin >> n >> 1;
,,l;
graf.resize (n);
for (int i=0;i<n-1;++1)
{
int a,b;
cin >> a >> b;
--a,—-b;

3https://www.ksp.sk/kucharka/grafy_uvod/
“https://www.ksp.sk/kucharka/dfs/
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graf[a] .hrany.push_back (b);
graf [b] .hrany.push_back (a);
}

graf[1l].hlbka = 1;
dfs(1l);

for (int i=0;i<n;++1)
cout << n-graf[i].hlbka << ”\n”;

return O;

Co nam chybalo pre rozvetvujicu noru?

Predstavme si, Ze Marién si pre zvolent zaciatoénii miestnost uz vybral, kam sa najprv ulozi spat. Jeho
tnikova cesta moze byt len troch roznych typov:

1. vrati sa do zaciatoCnej izby a tu ostane
2. prejde cez zacdiato¢nil izbu a bude pokracovat niekam inam

3. do zaciatocnej izby sa nevrati a ani cez nu neprejde

Ziadne iné scenare sa neodohrajua, takze ak kazdy z nich rozoberieme, urcite sme na ni¢ nezabudli a mame
celé riesenie. Pre kazdu izbu samozrejme povieme najviacsi vysledok z hore uvedenych moznosti.

V prvom type cesty utecie Marian rozdiel hibok izby v ktorej zacal a v ktorej si najprv Tahol. Spoéitame si
teda hibky izieb rovnako ako v predoslom rieseni (prehladévame vzdy z kazdej doteraz nevidenej izby) a pre
kazdi izbu si zapamitame najvicsiu hibku izby, ktora je v jej podstrome — oznaéme si tito hodnotu i-tej izby
mazh;. Jedna mozné odpoved pre izbu i je teda maxh; — h; (v druhom prikladovom vstupe to bola odpoved
napriklad pre izby 1,4,6,7 — obrazok sa nachadza na konci vzorového rieSenia).

Toto rieSenie sa vSak da trividlne vylepsit na druhy spominany typ cesty, ak je izba priamo spojend s aspon
dvoma hlb§imi izbami. V takom pripade, po lahnuti do najhlbSej moznej izby a vrateni sa do zaciatocnej, sa
Marién naviac poberie cez ind, priamo spojent hlbsiu izbu a lahne si do niektorej izby dosiahnutelnej z nej. Do
ktorej izby sa mu oplati si lahntit? Cim hlbsie p6jde Marian cez ind izbu ako ti, pod ktorou si najprv lahol, tym
bude dalej od zaby. Uréite si teda bude chciet nakoniec Tahnif v ¢o najhlbsej izbe, ako sa len d4. Zapamitame si
dve najvécsie maxy, izieb s ktorymi sme priamo spojeni v izbe ; nech je to maxh; a maxhy. Najprv teda pdjdeme
z izby i v hibke h; do izby s hibkou mazxh; cez izbu j. Nésledne od zaby uteCieme tak, ze sa vratime naspét do
izby i (zatial teda vzdialenost mazh; —h;) a potom pojdeme do izby v hibke maxhy, cez izbu k — tym si prilepsime
o vzdialenost maxhy — h;. Dokopy sme teda presli od zaby maxh; — h; +mazhy, — h; = mazh; +mazhy —2 x h;
(v druhom prikladovom vstupe to bola odpoved napriklad pre izby 2,3).

Posledny pripad je taky, ze si Maridn chce najprv lahnit niekam hlbSie a potom utiect do druhej izby bez
toho aby sa vrétil do zaciatocnej — vlastne chce vyuzit nejakl existujicu najdlhsiu cestu ktora neobsahuje ti
izbu, v ktorej prave je. To je jednoducho len maximum z uz vypocitanych odpovedi vSetkych priamo spojenych
hlbsich izieb. Keby v druhom prikladovom vstupe bol od izby 1 tunel do hlbsej izby 8 a od izby 6 tunel do hlbsej
izby 9, odpoved pre izbu 2 je 4 (druhym spésobom) — Maridn si lahne napriklad do izby 8 a potom utecie do
izby 9. Pre izbu 5 je odpoved rovnaka — Maridn ma na vyber bud sposob 1 (utiect do najhlbsej izby s hibkou o
3 viddSou) alebo vyuzif uz ndjdent odpoved pre izbu 2 — a t4 je teda lepsia.

Graf si budeme pamétat rovnako ako v rieSeni prvej sady - ako zoznamy susedov, s konstantne vela premen-
nymi pre kazdy vrchol navySe (h;, mazh;, odpoved;). Pamitova zlozitost je teda O(n).

Casova zlozitost bude tiez rovnakd — O(n) — kedze opit prehladdvame z kazdej izby prave raz, a pre kazda
raz spocitame h;, maxh; a odpoved,;.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

struct vrchol

{
vector<int> tunely;
bool videna = false;
int hlbka,maxcesta;

Vi

vector<vrchol> nora;

// vypocita odpoved pre vrchol v, a vrati najvacsiu dosiahnutelnu hlbku cez vrchol v
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int dfs(int v)
{

nora(v].videna = true;

int maxcesta_synov = 0;
int hlbky[2] = {0,0};
int synovia = 0;

for (int i=0;i<noral[v].tunely.size();++1)
{
int k = noral[v].tunely[i];
if (noralk].videna) continue;
synoviat+;
noralk] .hlbka = noral[v].hlbka + 1;
int hlbkasyna = dfs(k);
maxcesta_synov = max (maxcesta_synov,noralk].maxcesta);
if (hlbkasyna>hlbky[0]) swap (hlbky[0],hlbkasyna);
if (hlbkasyna>hlbky[1]) swap (hlbky[1l],hlbkasyna);
}

if (synovia==0)

//som list, nemam v podstrome ziadnu cestu
nora([v] . .maxcesta = 0;
return noralv].hlbka;

}

//bud pouzijem maximalnu cestu v podstrome mojich synov
nora[v] .maxcesta = maxcesta_synov;

//alebo spravim cestu najhlbsi_syn —-> ja ( —> druhy najhlbsi,iny syn ak mam viac synov)
if (synovia==1)

nora[v] .maxcesta = max(nora([v].maxcesta, hlbky[0] - noral[v].hlbka);
else

nora([v].maxcesta = max(nora[v].maxcesta, hlbky[0]+hlbky[l] - 2%noralv].hlbka);

return hlbky[0];
}

int main ()

{
ios::sync_with_stdio (false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);

int n,1,1i;
cin >> n >> 1;

nora.resize (n);
1-=;

for (i=0;i<n-1;++1
{
int a,b;
cin >> a >> b;
-—-a,——b;
norala].tunely.push_back (b);
nora[b].tunely.push_back(a);
}

nora([l].hlbka = 1;
dfs (1) ;

for (i=0;i<n; ++1)
cout << noral[i].maxcesta << ”\n”;

return 0;
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David
5. Obrovska rekonstrukcia (max. 8 b za popis, 7 b za program)

Pozrieme sa, ako sa da této tloha riesit hrubou silou, a pomocou niekolkych dolezitych pozorovani sa
dostaneme ku vzorovému rieseniu.

Bruteforce

Jednoduchy bruteforce mézeme naprogramovat tak, Ze budeme robit presne to, ¢o hovori zadanie. Pre kazdu
linku sa pozrieme aké najmensie ¢islo na nej chyba, (napriklad tak Ze sa pre kazdé ¢islo pozrieme na cely interval
a hladame ¢&i tam je) a vypiSeme najmensie z nich. Takéto rieSenie ma ¢asovii zlozitost O(m - n?) a dostane dva
az tri body.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main () {
int n,m;
cin >> n >> m;
vector<int> dni (n+1l);

for(int i = 1; i <= n; i++) cin >> dni[i];
int mi=n+2;
for(int i = 0; 1 < m; i++){

int a, b;

cin >> a >> b;
for(int j = 0; j <= b-a+l; j++){
bool mam=0;
for(int k = a; k <= b; k++){
if (dni[k] == 3){
mam = 1;
break;

}

}

if (!mam) {
mi = min(mi, Jj);
break;

}
}

cout << mi << endl;

V/zorové rieSenie

Moézeme si vSimnut, Ze nas bruteforce robi vela krat to isté. Najme, ak sa intervaly prekryvaju, alebo do-
konca opakuju. Niektoré pripady sa daju vyriesit jednoducho. Napriklad, ak sa nejaky interval presne zopakuje,
mozeme si pamétat aky bol vysledok a druhy krat sa nan len pozriet. Tiez nie je zlozité vyriesit pripady, ked
je jeden interval cely obsiahnuty v inom. Vtedy staci zistit rieSenie pre vnutorny, lebo vonkajsi obsahuje vsetko
to ¢o vnitorny (mozno nieco viac).

Na plny pocet to vSak stdle nestadi. Musime vyriesit aj pripady, ked sa intervaly ¢iastocne prekryvaju.
Spravime to tak, Ze si budeme jeden interval posuvat a postupne pri tom pokryjeme kazdy interval, ktory v
sebe nema obsiahnuty Ziaden mensi interval.

Koniec nasho intervalu budeme postuvat od zaciatku po koniec, a vzdy sa pozrieme iba na najmensi z
intervalov, ktoré koncia na tomto policku. Vsetky ostatné ¢o na fom koncia ho cely obsahuji. Mézeme si
vSimnut, Ze ak sa v jednom kroku pozerame na interval, ktory za¢ina na policku z, dalej nas zaujimaju len
intervaly, ktoré zacinaju dalej. Ak narazime na interval ktory nezacdina dalej, znamend to, Ze obsahuje cely
interval na ktory sme sa uz pozerali.

Ak dalsi zac¢ina dalej, potrebujeme zaciatok z predoslého kola posuntf. Spravime to tak, aby sme rovno
zistili vysledok pre novy interval. Budeme si paméitat pre kazdé ¢islo, kolko krat sa nachéddza v nasom intervale,
a pri posuvani Tavého konca ich budeme z tade vyhadzovaf (pri postvani pravého pridavaf). Takto budeme
vzdy vediet, aké ¢isla s v intervale, na ktory sa prave pozerame. Stéle vSak nevieme, ¢ tam nejaké ¢éislo chyba.
Preto si budeme okrem toho pamitat aj kolko roznych éisel tam je. Ak zistime, Ze pole je dlhsie ako pocet
roznych &isel, znamena to, ze tam nejaké chyba. Tiez to znamend, Ze v dalSom vypocte nds nemusia zaujimat
¢isla od neho vicsie, a preto modzeme pole v ktorom si ich pamétdme skracovatf, kym nasa podmienka nezacne
platit (pocitame len ¢isla ktoré boli do teraz v kazdom intervale). Ak pri tom vyhodime nejaké ¢islo ktoré sa v
intervale nachadzalo, musime aj zmensit pocet roznych ¢isel ktory si pamétame.

Ked takymto spdosobom prejdeme celé pole a vSetky intervaly, sta¢i nam vypisat pocet roznych éisel, lebo v
kazdom intervale na ktory sme sa pozerali, ich aspon tolko je.
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Casovéa zlozitost takéhoto riesenia je O(m + n), pretoZe zadiatok aj koniec intervalu na ktory sa prave
pozerdme postvame iba doprava, a to sa d4 najviac n - krat. Ked nesedi podet roznych éisel, pole vzdy len
zmenSujeme, ¢o sa tiez d& najviac n - krat.

Pamitova zlozitost je O(n), pretoze pre kazdé policko v poli ndm sta¢i pamétat si zaciatok najkratsieho
intervalu, ktory na nom konci.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n,m;
cin >> n >> m;
vector<int> dni(n + 1);

for(int i = 1; 1 <= n; 1i+4+4) cin >> dni[i];
vector<int> zacina(n + 1, -1);
for(int i = 0; 1 < m; i++){

int a, b;

cin >> a >> b;

zacina[b] = max(zacinal[b], a);

}
vector<int> kolkokrat(n + 1, 0);
int kolko = 0;
int lavy = 1;
for (int pravy = 1; pravy <= n; pravy++) {
if (dni[pravy] < kolkokrat.size()) {
kolkokrat [dni[pravy]]++;
if (kolkokrat [dni[pravy]l] == 1) kolko++;
}
if (zacina[pravy] == -1) continue;
while (lavy < zacinal[pravy]l) {
if (dni[lavy] < kolkokrat.size()) {
kolkokrat [dni[lavy]]-—;
if (kolkokrat[dni[lavy]] == 0)kolko--;
}
lavy++;
}
while (kolko < kolkokrat.size()) {
if (kolkokrat [kolkokrat.size() - 1] != 0)kolko——;
kolkokrat .pop_back () ;
}
}

cout<<kolkokrat.size () <<endl;

Samo
6. Ovalna pracovia (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Zadanie od nas vyzaduje postavif taky mur, Ze rozdiely susednych stipov budt vsade rovnaké. To ale zna-
mena, Ze vysky nasich stipov maju tvorit aritmetick postupnost. A sice vysky stipov vyberdme z mnoziny
danej mnoziny, ak si stipy usporiadame podla vysky, zmeni sa nas problém na hladanie najdlhsej aritmetickej
podpostupnosti. Dokonca v zadani je napisané, ze hladame neklesajicu postupnost a preto usporiadanim stipov
nestratime ziadne riesenie.

Aké aritmetické podpostupnosti sa tu nachadzaja?

Aritmetickd postupnost je definovana 2 éislami — prvym prvkom a diferenciou. Na to, ktory prvok vybrat ako
prvy mame n moznosti. A pri uréovani diferencie si uvedomme, Ze diferencia musi byt naozaj rozdiel niektorych
dvoch prvkov z nasej postupnosti. V opa¢nom pripade totiz nevytvorime ani podpostupnost dizky 2. Mame
teda najviac n? moznych diferencii. Pre kazdy zaciatoény prvok a diferenciu vieme zistit, aka dlh4 aritmeticka
postupnost ma taktto charakteristiku a vybrat to najdlhsie rieSenie. ZloZitost takéhoto riesenia bude O(n?).

Rychlejsie rieSenie

Treba si ale uvedomit, Zze prvy prvok nas az tak nezaujima. Staci si uréit hodnotu diferencie d. Nésledne
si vieme klast otazku, aké by bola dlzka najdlhsej aritmetickej podpostupnosti s diferenciou d, ktorej posledny
prvok lezi v usporiadanom poli vysok na pozicii . Tto najvicsiu dizku si oznaéme P[d][z].

Pre dané d budeme tto hodnotu pocitat postupne pre ¢oraz vicsie hodnoty x — teda naSe pole budeme
predchézdat zlava doprava. Nech a-td4 vyska mé hodnotu A[z]. Potom vieme, Ze predposledny prvok tejto
aritmetickej postupnosti musel mat hodnotu A[z] — d. Musime, preto zistit, na ktorom mieste v naom poli sa
nachédza tato hodnota.

Jedna moznost je, ze hodnota A[x] —d sa medzi nasimi vy$kami nenachadza. V takom pripade je P[d][z] = 1,
lebo pre dantt hodnotu diferencie nemohol existovat skorsi prvok. V druhej moznosti, nech je hodnota A[z]—d na
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indexe . Potom zase vieme, 7e dlzka najdlhsej podpostupnosti konéiacej na indexe x bude P[d][z] = 1+ P[d][y]-
A kedze y < x, tak hodnotu P[d][y] uz méme vypocitana.

Pre kazdu kladnu diferenciu d (0 oSetrime zv1ast) teda prejdeme polom A[] a vyplnime pole P[d] []1. Jediné,
¢o potrebujeme vedief robit rychlo je povedat, na ktorom indexe, ak vobec, lezi nejaké ¢éislo. Toto modZzeme robit
pomocou setu v ¢ase O(logn), alebo pomocou hash tabulky v ¢ase O(1). Dokopy dostaneme ¢asovi zloZitost

O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main () {
int n;
scanf (”%d”, &n);
vector<int> stlpy(n);

for (int i = 0; 1 < n; 1i++)
scanf (”%d”, &stlpyl(il);
sort (stlpy.begin(), stlpy.end());
int odpoved = 1;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
for (int j = 1 + 1; j < n; J++) {
int d = stlpy[j] - stlpylil;

// v tejto hash mape si na indexe x pamatame dlzku
// najdlhsej aritmetickej postupnosti konciacej prvkom s hodnotou x
unordered_map<int, int> najdlhsia;
for (int k = 0; k < n; k++) {
int moznaodpoved = 1, hodnotapredosleho = stlpyl[k] - d;
if (najdlhsia.find(hodnotapredosleho) != najdlhsia.end()) {
moznaodpoved += najdlhsia[hodnotapredosleho];
}
odpoved = max (odpoved, moznaodpoved) ;
najdlhsia[stlpy[k]] = moznaodpoved;
}
}
}

printf (”%d\n”, odpoved) ;

return O;

}

Vzorové rieSenie

To uz ale nie sme daleko od vzorového riesenia. Sta¢i si uvedomit, Ze diferenciu si nepotrebujeme uréovat
dopredu. Aritmetickil postupnost predsa jednoznacne uréuji aj jej posledné dva prvky.

Tak?e nasu otdzku upravime: aka by bola dizka najdlhsej aritmetickej postupnosti, ak by posledné dva prvky
boli na indexoch z (posledny prvok) a y (predposledny prvok)? Ozna¢me si tto hodnotu Dlx][y].

Je jasné, ze diferencia takejto postupnosti je d = A[z] — Afy]. Opit nas teda bude zaujimat, na ktorom
indexe, ak vobec, lezi ¢islo Afy] — d. V pripade, Ze tato hodnota sa v poli nenachadza, tak D[x][y] = 2, pretoze
tieto dva prvky tvoria nasu postupnost a ni¢ iné pred nimi nemoze byt. Ak sa v8ak hladand hodnota nachadza
na indexe z, tak plati, ze D[z][y] = 1 + D[y][z].

Tak ako v predchadzajicom rieseni budeme pole D[] [] vypliiaf postupne od najmensich hodnot = a y, aby
sme na rieSenie s velkymi hodnotami mohli pouzif tie s malymi. Na uréenie indexu, na ktorom sa nachidza
nejakd hodnota pouzijeme hash tabulku. Kazdu hodnotu v nasej tabulke preto vieme vypocitat v konstantnom
¢ase, ¢o vedie k zlozitosti O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;
int n, vysledok = 1;
vector<int> vysky;
int main() {
cin >> n;
vector<vector<int>> D(n, vector<int>(n, 1));
vysky.resize (n);
for (int i = 0; i < n; i++)
cin >> vysky[i];
sort (vysky.begin(), vysky.end());
for (int i = 0; i < n; i++) {
unordered_map<int, int>
videne; // pre kazdu hodnotu si pamatame kde v poli sa nachadza
for (int j = 0; J < i; J++) {

int diferencia = vyskyl[i] - vyskyl[]jl;
auto it = videne.find(vysky[j] - diferencia);
if (it == videne.end())
D[i][3] = 2;
else
D[i] (3]

1 + D[j][it->second];
[J Ji

videne[vysky[j]] =
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}
}

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
for (int j = 0; j < 1i; j++)
vysledok = max(vysledok, D[i][3]);
}
cout << vysledok << endl;
return 0;
}
Rasto
7. Organizacia projektov (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Tato tloha sa dala riesit viacerymi spésobmi. V tomto vzorovom rieseni si postupne ukdZeme tri rozne
pristupy, ktoré sa dali na rieSenie pouzit. Napriek tomu, Ze len jeden je dostato¢ne rychly, kazdy z nich prinasa
iny pohlad na ten isty problém.

Dynamické programovanie

V na8ej tlohe sa vlastne snazime rozdelit Iudi do troch skupin — tim A, tim B a skupinu, ktord musime
prepustit. Pri dynamickom programovani sa snazime rozdelit problém na mensie podproblémy. MoZeme sa
ingpirovat problémom batohu®, kde sme sa snazili rozdelit veci na dve kopy — veci, ktoré ddme do batoha a veci,
ktoré do batoha nedame. Podproblémom bolo, Ze chceme néjst optimélne rieSenie pre prvych 7 veci a kapacitu
batoha j.

V nasom pripade by sme si mohli povedat, Ze chceme néjst optimélne rieSenie pre prvych i programétorov,
pricom v time A sa z nich bude nachadzat j programéatorov a v time B sa bude nachadzat k programatorov.
Oznac¢me si maximalny sacet skisenosti oboch timov pre takyto podproblém ako P[i][j][k]. N&S podproblém je
jednoznacne uréeny trojicou éisel (i, 7, k).

Uz sme si definovali, ¢o je nas podproblém a teraz ndm uz ostdva iba sa zamysliet, ako vieme vypoditat nové
rieSenie z prechadzajicich hodnot. Zoberme si i-teho programdtora. Kde sa moze tento programéator nachadzat
v optimélnom rieSeni? Samozrejme, méme tri moznosti — bud je v time A, v time B, alebo sa nenachéadza v
ziadnom time. Rozoberme si vSetky tieto moznosti.

Nech sa nachadza v time A. Potom odobratim tohto programatora z timu A ziskame optimalne riesenie pre
podproblém (i — 1,j — 1, k). Pre¢o? Mozeme to dokdzat sporom. Nech hodnota tohto rieSenia je r. Predpokla-
dajme, Ze toto nie je optimélne rieSenie pre (i — 1,5 — 1,k), ¢ize r < P[i — 1][j — 1][k]. Potom vieme zobrat
optiméalne rieSenie pre (i — 1,5 — 1, k) a pridaf i-teho programatora do timu A, ¢im dostaneme lepsie rieSenie
ako P[i][4][k], lebo P[i][j][k] = r+a; < P[i—1][j — 1][k] + a;. Tym sme sa vSak dostali do sporu. CiZe odobratim
i-teho programéatora sme museli nutne dostat riesenie s hodnotou P[i — 1][j — 1][k]. Tym paddom vieme povedat,
7e ak programétor i skon¢i v time A, tak P[i][j][k] = P[i — 1][j — 1][k] + a;.

Co ak sa programétor i nachddza v optimalnom rieseni pre (4,4, k) v time B? Potom ak ho odoberieme
z timu B, tak dostaneme optimélne rieSenie pre podproblém (i — 1,7,k — 1). Dokaz je znova podobny tomu
predchadzajucemu. V takomto pripade bude platit, ze P[i][j][k] = P[i — 1][j][k — 1] + b;.

Poslednd moznost je, Ze i-ty programétor sa nenachddza v Ziadnom time. Potom plati,Ze toto riesenie je
optimalnym rieSenim aj pre (i — 1,74, k), ¢ize P[i|[j][k] = P[i — 1][j][k].

Ak si to zhrnieme, tak potom P[i][j][k] vieme vypo¢itat ako maximum z troch hodnét: P[i — 1][j — 1][k] + as,
Pli — 1[j][k — 1] + b, & Pli — 1)[j][K)-

Este si musime vyjasnif, ako inicializujeme pole P[] [] []. Trividlnym pripadom je podproblém, ked méame
0 programdtorov. V takom pripade vieme inicializovat P[0][0][0] = 0. Ostatné hodnoty P[0][][k] inicializujeme
na minus nekonec¢no, lebo tieto pripady nemaju riesenie. Ak totiz mame nula programéatorov, tak neviem mat
v ziadnom time nenulovy pocet programatorov.

Casova zlozitost tohto rieSenia je O(n - x - y). Pamifova zlozitost je tiez O(n - x - y), ale da sa zlepgit, ak si
vSimneme, Ze na vypocet hodnoty P[i][j][k] potrebujeme iba niekolko poli¢ok okolo a zvys$né mozeme zabudnit.

Parovanie a toky

Dalsi pohlad je grafovy, vyuzivajtci niekolko pomerne §tandardnych algoritmov. KedZe toto riesenie stale
nie je vzorové, tak tieto algoritmy nevysvetlujeme do podrobnosti. Ak ich teda nepoznéte, ni¢ si z toho nerobte.
Vo vzorovom rieSeni ich vobec pouzivat nebudeme.

Tento problém sa d4 preformulovat aj ako problém maximalneho vahovaného parovania. Zostrojme si bi-
partitny graf. Vrcholy v prvej particii zodpovedaja programétorom a vrcholy v druhej particii zodpovedaju
pozicidm v time. Teda prva particia ma n vrcholov a druhd x + y vrcholov. Medzi kazdymi dvoma vrcholmi z

Sknapsack — https://en.wikipedia.org/wiki/Knapsack_problem
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roznych particii vedie hrana, pricom ak méame hranu z i-teho programatora do j-tej pozicie v time A, tak cena
tejto hrany je a; a ak mame hranu do timu B, tak cena tejto hrany je b;. Na takyto graf potom vieme pouzit
niektory z algoritmov na hladanie maximdalneho vdhovaného parovania na bipartitnom grafe. Ani jeden vsak
nebude dostatoéne rychly, kedZe nas graf je pomerne velky a hlavne obsahuje az n(xz + y) hran.

Problém maximalneho parovania sa véak da preformulovat na problém maximalneho toku. Sta¢i nam pridat
dva Specialne vrcholy. Prvy vrchol bude pospajany so vSetkymi vrcholmi v prvej particii a druhy vrchol bude
pospajany so vSetkymi vrcholmi v druhej particii. Prvy vrchol je zdroj (source) a druhy je odtok (sink). Kapacita
kazdej hrany je jedna.

Moézeme si v§imnut, Ze v druhej particii mame zbytoc¢ne vela vrcholov. Vietky pozicie v time A predsa vieme
skomprimovat do jedného vrchola a z tohto vrchola pridat hranu do odtoku s kapacitou z. A rovnako pre vrcholy
patriace timu B.

Na tomto grafe potom mozeme spustit nejaky vSeobecny algoritmus na hladanie maximdalneho toku s ma-
ximélnou cenou®. Zmengenim druhej particie z  + v na 2 sme zmensili pocet hran medzi tymito particiami z
(z + y)n na 2n, ¢im dostaneme lepSiu ¢asovu zlozitost. Bohuzial, ani toto nesta¢i na vzorové rieSenie.

Vzorové riesenie

Vzorové riesenie je v podstate greedy algoritmus. Doteraz sme riesili o dost vSeobecnejsie problémy. Teraz
budeme postupovat trocha ind¢. Pozrieme sa na to, ako funguju niektoré Specidlne pripady nasho problému.

Zamyslime sa nad pripadom, ked bude y = 0. V tomto pripade sa ndm oplati utriedit programatorov podla
hodnoty a; zostupne a zobrat prvych x programéatorov.

Co ak sa y = 17 Nech mame znova utriedenjch programatorov podla a;. Potom sa ndm méze oplatif zobraf
jedného z prvych x programatorov a dat ich do timu B a doplnif programétora ¢éislo x + 1 do A. V opa¢nom
pripade zoberieme prvych x programéatorov do timu A a zo zvySku zoberieme programatora s najvyssim b; a
dédme ho do timu B.

Co ak sa y = 2? Urcite vieme povedat, Ze prvych = programatorov bude v time A alebo B. Nechceme ich
teda prepustit. Vyberme prvého programéatora do timu B. MéZe sa ndm oplatit zobrat niektorého z prvych x
programatorov (op#t usporiadanych podla a;). V takom pripade potrebujeme doplnit tim A, ¢o samozrejme
spravime (x + 1)-vym programétorom. Ostava eSte druhy ¢lovek do timu B. A opif to moZe byt niekto z timu
A, alebo niekto Gplne mimo. Ak je to niekto z A, tak tento tim doplnime (x + 2)-hym programdatorom.

Vsimnime si nasledovny fakt: Ak si usporiadame vSetkym programéatorov podla ¢isla a;, tak v kazdom
optimélnom rieseni existuje takd hodnota k, Ze vSetci programéatori z timu A st medzi prvymi k& programétormi.
Naviac vieme, Ze ak mame najmensie také k, tak presne k — x z tychto k programatorov musime umiestnif do
timu B a zo zvy$nych n — k programatorov musime umiestnit y — (k — x) programétorov do timu B. Otazkou
ostéva, ¢i pre zadané k vieme efektivne vypodcitat, ktorych programdatorov kam umiestnit.

Z poslednych n — k programatorov chceme do timu B vybraf y — (k — ) tych, ktory maji najvécsiu hodnotu
b;. Musime sa teda eSte zamysliet, ako rozdelit do timov prvych k programéatorov. Predstavme si, Ze sme vSetkych
k programatorov dali do timu A. Co sa stane, ak i-teho z nich presunieme do timu B? Z timu A stratime a;
skisenosti a do timu B pribudne b; skisenosti. TakZe celkovy zisk/strata bude b; — a;. No a zjavne chceme
presunaf tych k — x programétorov, pri ktorych ziskame ¢o najviac, teda pre ktorych bude ¢islo b; — a; ¢o
najvicsie.

Néajst optimalne rieSenie teda vieme nasledovne: Programatorov si zoradime podla hodnoty a;. Potom vy-
skusame kazdu pripustna hodnotu k, teda x < k < x + y. Pre dané k vyberieme z prvych &k programatorov
k — x tych, ktory maja najvicsiu hodnotu b; — a; a tychto programatorov dame do timu B. Zvysnych z prvej
k-tice ddme do timu A. Nésledne z ostatnych programatorov vyberieme y — (k — x) programétorov s najvyssim
b;, ktorych zaradime do timu B. Pre kazda hodnotu k dostaneme nejaké rieSenie a optimalne bude to najlepsie
z nich.

Ostéva uz len navrhntf rychly algoritmus na zostrojenie tohto rieSenia. V prvej ¢asti spoc¢itame pre kazdé
k, kolko najviac vieme ziskat ak zoberieme prvych k do timu A a néasledne k¥ — z z nich hodime do timu B. V
druhej Casti spocitame pre kazdé k ako vieme najlepsie nahrabat zvysnych y — (k — x) programétorov do timu
B. Aké datové struktiry budeme potrebovat? Aké operacie budeme ¢asto vykonavat? Pre oba problémy sa nam
bude hodif datova strukttra, ktord dovoli efektivne vkladat hodnoty a vyberatf najvicsi prvok — teda halda.

V prvej Casti utriedime programéatorov podla a;. Potom prechddzame cez takto utriedenych programéatorov
a rdtame si stcet a;. V halde si udrziavame pre kazdého programatora v time A drzaf rozdiel b; — a;. Chceme
v nej teda mat najviac x prvkov.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Minimum-cost_flow_problem
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Postupne prechéddzame programatorov, za¢inajic od tych s najvyssim a;. V kazdej iterédcii priradime dalsieho
programéator do timu A a jeho rozdiel vlozime do haldy. Ak médme v halde viac ako x prvkov, tak vyberieme
von programatora s najviacsim rozdielom a preradime ho do timu B. Pocitame si sucet rozdielov b; — a; pre
programatorov, ktorych sme vybrali z haldy a tiez si poc¢itame stcet Zle a;. Sucet rozdielov pre nejaké k je nas
zisk, ktory dostaneme ak danych programatorov presunieme do timu B. K tomuto ¢islu eSte mozeme pricitat
Zle a;. Toto dokopy tvori stucet sktisenosti timu A a timu B, ktory sme doteraz dosiahli pre dané k.

V tomto ¢isle sa nenachadza sicet zvysnych y — (k — x) programatorov, ktorych musim pridat do timu B.
Toto spocditame v druhej faze. Aby sme tieto stcty spodéitali, tak budeme iterovat cez programatorov odzadu
v poradi v ako sa nachadzaju v utriedenom poli hodnét a;. Iterujeme od ¢ = n az po i = x. Tentokrat si v
halde udrziavame hodnoty b;. V kazdej iteréacii pridame novi hodnotu b;. Ak i < x + y, tak vyberieme jedného
programatora s najvacsim b;. Pocitame si stcet b; pre vybratych programatorov. Vsimnime si, Ze pre kK = x +y
nevyberdme este ziadneho programatora. Pre k = = + y — 1 vSak uZ potrebujeme do timu B doplnit jedného
programatora a preto vyberieme toho s najvacsim b;. Sticet hodndt b; vybrannych programatorov koresponduje
stctu skisenosti zvysnych y — (k — z) programéatorov, ktorych priddme do timu B.

Zhrnime si to na zaver. V prvej faze algoritmu sme poéitali kolko skiisenosti ziskame ak zoberieme prvych
k programatorov a z nich k — x s najviac¢sim rozdielom b; — a; ddme do B a zvySnych x dame do A. V druhej
fazi sme pre kazdé k pocitali, kolko skisenosti vieme este navySe ziskat ak doplnime y — (k — ) programdtorov
do timu B. Ak sé¢itame sucet, ktory sme dostali pre nejaké k v prvej faze s¢itame s ¢islom, ktoré sme dostali
v druhej faze pre to isté k, tak dostaneme celkovy najvicsi stcet skusenosti, ktory vieme dostaf pri rozdeleni
definovanom hodnotou k. Z tychto vSetkych k£ ndm uZ ostéva iba vybrat to najlepSie.

Celkova ¢asova zlozitost nasho algoritmu je O(nlogn), lebo sme potrebovali triedit a pouZivali sme haldu.
Pamitova zlozitost je O(n).

Listing programu (Python)

from itertools import accumulate
from heapg import heappop, heappush

def top(ppl_indices, wvals, start):
77" Pre kazde i>=start vypocitaj sucet top (i-start) hodnot z pola vals.
Pole vals iteruj v poradi urcenim polom ppl_indices.”””
queue = []
res = [0 for i in range(len(ppl_indices))]
for k, idx in enumerate (ppl_indices):
# Pythonova halda je MIN-halda a my chceme MAX-haldu.
# Preto vkladame zaporne hodnoty do haldy.
heappush (queue, -vals[idx])
if k >= start:
res[k] = res[k-1] - heappop (queue)

return res

n, a_size, b_size = map(int, input().split())
a = list (map (int, input () .split()))
b = list (map(int, input ().split()))

conversion_gain

[y — x for x, y in zip(a, b)]

ordered_by_a = sorted(zip(a, range(n)), reverse=True)
prefix_sums_a = list (accumulate([x for x, _ in ordered_by_al))
# Kolko ziskame konverziou z timu A to timu B?
conversions = top([idx for _, idx in ordered_by_al], conversion_gain, a_size)
# Dopln zvysnych do timu B.
rest_of_bs = list (reversed(top([idx for _, idx
in reversed (ordered_by_ala_size:])],
b, n - a_size - b_size))) + [0]

# Scitaj vsetko dokopy.
sol = max(prefix_a + convert + add_bs
for prefix_a, convert, add_bs
in zip(prefix_sums_ala_size-1l:a_size+b_size],
conversions[a_size-l:a_size+b_size],
rest_of_bs))

print (sol)

Baklazan
8. Oporné mur max. 12 b za popis, 8 b za program
P y

Naivné rieSenie
Jedno mozné priamodiare rieSenie je postupne simulovat stavanie jednotlivych murov. Poéas simulacie si
budeme pamiitat zoznam vSetkych uz postavenych murov. Vzdy, ked postavime nejaky mur A, overime, ¢i
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je riskantny. To urobime jednoducho tak, Ze pre vsetky mury postavené skor nez A skontrolujeme, ¢i ich A
ohrozuje.

Ostéva este doriesit ako skontrolovat, ¢i mir A ohrozuje nejaky iny mar B.

Pozicia maru M je dand trojicou &isel xpr 1, ar,2, Y. Aby sme overili, ¢i nejaky mar A ohrozuje iny mur
B, potrebujeme podla zadania skontrolovat dve veci:

1. Ci je mir A na vyssej y-ovej sturadnici nez B.
2. Ci sa projekcie mirov na z-ovii os prekryvajt.

Prvé z tychto podmienok sa dé formalne napisat ako y4 > yp a druhd sa d4 po kratSom zamysleni napisat
ako 49 > p1 Aza1 < zpg2 (kde A znamend logicky AND). Obe tieto podmienky vieme teda overif v
konStantnom case.

Zlozitost

Ked staviame prvy mur, nemusime kontrolovat ni¢. Ked staviame druhy, musime overit, ¢i neohrozuje ten
prvy. Ked staviame treti, musime urobit dve overenia, atd. Dokopy teda budeme robit 0 +1+2+---+n—1=
=D®) Gvereni, & nejaky mir ohrozuje nejaky iny mir. To nam zaberie O(n?) &

5 , jaky mur ohrozuje nejaky iny mir. To ndm zaberie O(n?) ¢asu.

Okrem toho musime eSte nacitat vstup (O(n) ¢asu) a pri stavani kazdého muru ho pridat do zoznamu

postavenych (dokopy tiez O(n) ¢asu). Celkové ¢asové zlozitost teda bude O(n?).
Pamifova zlozitost je linedrna: pamétame si vstup (O(n) pamite), zoznam uz postavenych murov (tiez O(n)
pamiite) a eSte konstantny pocet pomocnych premennych.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

struct mur {
int x1, x2, y;
i

bool ohrozuje (mur A, mur B) {// je pravda, ze mur A ohrozuje mur B?
return A.y > B.y && A.xl < B.x2 && A.x2 > B.x1;
}

int main() {
int n;
scanf (”%d”, &n);
vector<mur> mury (n);
for (int i=0; i<n; i++) {
scanf (”%$d.%d.%d”, &mury[i].x1l, &mury[i].x2, &mury[i].y);

}

vector<int> postaveny;
vector<bool> riskantny(n); // riskantny[i] = je mur cislo i riskantny?
for (int i=0; i<n; i++) {
int d;
scanf (”%d”, &d);
d-—;
riskantny[d] = false;
for (int j=0; Jj<postaveny.size(); Jj++) {
if (ohrozuje (mury([d], mury[postaveny[jl])) {
riskantny[d] = true;
break;
}
}
postaveny.push_back (d) ;

}

for (int i=0; i<n; i++) {
if (riskantny[i])printf (”ANO\n");
else printf ("NIE\n”);

}

return 0;

Vzorové riesenie

Podobne ako v predoslom rieseni, budeme simulovat stavanie mirov a popri tom kontrolovat, ¢i je prave
stavany mar riskantny. Budeme si vSak pamétat in informéciu a kontrolu riskantnosti budeme robit Sikovnejsie.

Os z (vrstevnicu na tpiti kopca) si mozeme nasekaf na kisky jednotkovej dizky. Pre kazdy takyto dielik sa
potom mozeme pytat otdzku:

“Ak sa postavime na tento dielik a pozrieme sa po spadnici smerom nahor, uvidime priamo nad nami nejaky
mur? Ak dno, ako vysoko bude najnizsi takyto muar?”

KedZe vSetky stradnice na vstupe su celoéiselné, odpoved na tito otazku bude v rdmci jedného dielika vSade
rovnaka. Mohli by sme si teda vytvorit pole, v ktorom by sme si pre jednotlivé dieliky pamiitali odpovede na nasu
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otdzku (vysku najnizSieho miru nad danym dielikom alebo nekonecno, ak taky mir neexistuje). Samozrejme,
nemdzeme si pamiitat vetky dieliky na x-ovej osi (kedze té je nekonec¢nd). Nastastie, ndm budu stacit iba tie,
nad ktorymi m4 $ancu byt nejaky mir (¢o st podla obmedzeni zo zadania dieliky leziace v intervale [—~10°,107]).
To, Ze je to stéle trochu vela (dve miliardy dielikov), vyriesime neskér.

Na zaciatku simulécie st teda v nasom poli samé nekoneéna (kedZe eSte ni¢ nie je postavené).

Ked staviame mur vo vyske y s z-ovymi stiradnicami koncov z1, x2, sta¢i sa ndm do nasho pola pozriet na
dieliky, ktoré lezia v intervale [x1, z2]. Ak na niektorom z tychto dielikov ndjdeme ¢islo mensie nez y, znamena to,
ze pod murom, ktory prave staviame, je uz nieco postavené, a teda je riskantny. Ak bude na vSetkych dielikoch
¢islo vicsie nez y, potom nas mur nie je riskantny.

Nésledne este musime nase pole aktualizovat: v8etkym dielikom z intervalu [z, z5], ktoré si pamitali ¢islo
viiésie nez y (pripadne nekone¢no) zmenime ich hodnotu na y.

Takto sme sa dopracovali k rieSeniu, kde pri stavbe kazdého muru potrebujeme skontrolovat (a nasledne
aktualizovat) nanajvy$ dve miliardy prvkov pola. To je eSte pomalSie nez naivné rieSenie, spotrebuje vSak o to
viac paméte. Da sa to vSak zachranit.

Kompresia saradnic

Najprv vyriesme problém s prili§ velkym polom. Uvedomme si, Ze nas v skuto¢nosti nezaujimaji presné
z-ové stradnice murov — potrebujeme iba vediet, ktoré dvojice mirov sa v x-ovom smere prekryvaju. Na to
nam staéi vedief, v akom poradi buda zaujimavé body (zacdiatky a konce murov), ak ich budeme ¢itat zlava
doprava.

Predstavme si, Ze by sme vSetkym muarom zmenili z-ové suradnice zaciatkov aj koncov na nejaké iné, tak,
aby sa zachovalo pévodné poradie, teda aby platilo:

e Ak bol nejaky bod (zaciatok, alebo koniec mtiru) R povodne nalavo od nejakého iného bodu S, aj v novych
stradniciach bude R nalavo od S.

e Ak bol bod R na rovnakej z-ovej suradnici ako S, aj po novom budi na rovnakej x-ovej suradnici.

Dostali by sme sice trochu ina situéciu, ale principidlne by vyzerala rovnako — tie isté dvojice mirov by
sa prekryvali. To znamend, Ze aj riskantnost mirov by bola rovnaké, teda zmenené zadanie by malo rovnaké
riesenie, ako to povodné.

Presne to aj spravime. Konkrétne to urobime tak, aby vSetky z-ové stradnice boli po novom z rozsahu 0
az 2n — 1. To sa urdite d4, kedZe zaujimavych bodov je presne 2n a niektoré z nich eSte mozu byt na rovnakej
z-ovej suradnici.

Technicky to bude vyzeraf tak, ze vSetky zaciatky a konce murov (vzdy s pribalenym ¢islom daného miru)
si spolu utriedime podla z-ovej stiradnice. Nésledne ich vSetky prejdeme zlava doprava a preéislujeme (zmenime
im suradnice): doteraz najlavejsia z-ova stradnica bude odteraz 0, druha najlavejsia bude 1, a tak dalej. Pri
tom si este musime dévat pozor, aby sme bodom s rovnakou z-ovou stradnicou dali aj po novom rovnakii. Cela
tato maskarada ndm zaberie O(nlogn) ¢asu, kedZe musime triedit (okrem toho robime uZ len konstantny pocet
linedrnych prechodov).

Dostali sme sa do situdcie, ked st vSetky x-ové stradnice z rozumne malého rozsahu, takze namiesto nagho
dvojmiliardového pola ndm uz staci iba pole velkosti 2n. S takymto polom bude mat nas algoritmus ¢asovi
zlozitost O(n?), kedze pri stavani jedného miru potrebujeme skontrolovat nanajvys 2n prvkov pola. Pamitova
zlozitost bude O(n), teda v Case aj pamiti sme sa dostali na troveil naivného rieSenia.
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Intervalovy strom

Teraz skisme nas algoritmus zrychlit. V§imnime si, Ze v naSom poli robime pocas behu algoritmu dva druhy
operacii:

e N4jdi v poli najmensie ¢islo s indexom z intervalu [z, z2).
e Vsetky prvky s indexami z intervalu [z, z2), ktoré s vicSie nez y, zmeii na y.

Skusenejsi riesitelia si pravdepodobne spoment, Ze na takéto operacie existuje $pecidlna datova Struktara —
intervalovy strom. Konkrétne budeme potrebovat minimovy intervalovy strom s lazy propagation (kedZe chceme
menit cely interval naraz). Tato datova Struktira dokéze simulovat pole, v ktorom obe uvedené operacie dokaze
robit v logaritmickom ¢ase od po¢tu prvkov pola. Ak ttto datova Struktiru este nepozndte, precitajte si v nasej
Kuchéarke najskor o zakladnom intervalovom strome’ a potom aj o lazy intervalovom strome®.

Zlozitost

Ked namiesto obycajného pola pouZijeme intervalovy strom, budeme schopni postavit jeden mir v Case
O(logn), kedze pri stavbe miru potrebujeme spracovat iba dve poziadavky do nasho intervalového stromu.
Cela simulacia stavby nam teda bude trvat O(nlogn) ¢asu. Kompresia siradnic ndm tiez trvala O(nlogn) ¢asu
a nacitanie vstupu je linedrne, cely algoritmus mé teda ¢asovi zlozitost O(nlogn).

Pamitova zlozitost bude O(n), kedZe si pamitame vstup a intervalovy strom so zhruba 2n listami.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

const int inf = 1023456789;

struct intervalac

{
vector<int> strom, lazy;
vector<int> zac, kon;

intervalac (int sz) {
int offset;
for (offset = 1; offset < sz; offset x= 2);
strom = vector<int> (2xoffset, inf);
kon.resize (2xoffset);
zac.resize (2«offset);
for (int i=0; i<offset; i++) {
zac[i+toffset] = 1i;
kon[i+offset] = i+1;
}
for (int i=offset-1; 1>0; i--) {
kon[i] = kon[ix2+1];
zac[1] zac[i1*2];

}

lazy = vector<int> (2xoffset, inf);

}

void nebud_lenivy (int vrchol) ({

if (lazy[vrchol] != inf) {
for (int i=0; 1i<2; i++) {
lazy[vrchol*2+i] = min(lazy[vrcholx2+i], lazy[vrchol]);
strom[vrcholx2+i] = min(strom[vrcholx2+i], lazy[vrchol]);
}
lazy[vrchol] = inf;
}
}
int minimum(int a, int b, int vrchol = 1) {
if (a >= kon[vrchol] || b <= zac[vrchol])return inf;
[

if (a <= zac([vrchol] && b >= kon[vrchol])return strom[vrchol];
nebud_lenivy (vrchol) ;
return min (minimum(a,b, vrchol*2), minimum(a, b, vrchol*2+1));

}

void zmen (int a, int b, int hod, int vrchol = 1) {

if (a >= kon[vrchol] || b <= zac[vrchol])return;

if(a <= zac([vrchol] && b >= kon[vrchol]) {
lazy[vrchol] = min(lazy[vrchol], hod);
strom[vrchol] = min(strom[vrchol], hod);
return;

}

nebud_lenivy (vrchol) ;

zmen (a, b, hod, vrcholx2);

zmen (a, b, hod, vrchol*2+1);

strom[vrchol] = min(strom[vrcholx2], strom[vrcholx2+1]);

i

"https://ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom
8https://ksp.sk/kucharka/lazy_intervalovy_strom
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struct mur
{
int x1, x2, y;
void zmen (int stare_x, int nove_x) {
if (x1 == stare_x) x1 = nove_Xx;
if (x2 == stare_x) x2 = nove_Xx;

i

int main ()
{
int n;
scanf (”%d”, &n);
vector<mur> mury (n);
vector<pair<int, int> > podla_x;
for (int i=0; i<n; 1i++) {
scanf (”%d_%d.%d”, &mury[i].x1l, &mury[i].x2, &mury[i].y);
podla_x.push_back (make_pair (mury[i].x1, 1));
podla_x.push_back (make_pair (mury[i].x2, 1i));
}

sort (podla_x.begin(), podla_x.end());
int x = 0;
for (int i=0; i<podla_x.size(); i++) {

if(i > 0 && podla_x[i].first > podla_x[i-1].first) =x++;
mury [podla_x[i].second].zmen (podla_x[i].first, x);

}

intervalac strom(x);
vector<bool> riskantny (n);
for (int i=0; i<n; i++) {

int d

scanf (”%d”, &d);

d-—;

riskantny[d] = strom.minimum (mury[d].x1l, mury[d].x2) < mury[d].y;

strom.zmen (mury[d] .x1, mury[d].x2, mury[d].y);

}

for (int i=0; i<n; 1i++) {
if (riskantny[i])printf (”ANO\n");
else printf("NIE\n"};

}

return 0;

Iné riesenie

Iné riesenie, tiez v ¢ase O(n logn), dostaneme, ak v predoslom rieSeni vymenime tlohy ¢asu a y-ovej stiradnice.
Miary by sme teda nespracovavali v poradi stavby, ale podla y-ovej stiradnice od najniz$iehio po najvyssi. V
intervalovom strome si potom budeme pamitat odpovede na otdzku “Kedy najskor bude nad tymto dielikom
postaveny mur?”, pricom vzdy berieme do tvahy iba tie mury, ktoré sme uz spracovali.

ESte iné rieSenie (doplnil Misof)

Predstavme si, Ze kym staviame prva polovicu murov, farbime ich na modro, a ked staviame druht polovicu
murov, tie uz farbime na cerveno. Ak existuje nejaka dvojica murov, z ktorych druhy ohrozuje prvy, tak si len
tri moznosti: tvoria ju dva modré mury, tvoria ju dva Cervené mury, alebo nejaky cerveny mur ohrozuje nejaky
modry mur

NaSe nové riesenie bude zalozené na principe rozdeluj a panuj. Spravime v fiom nasledovné:

1. Ak mame viac ako jeden modry mur, rekurzivnym volanim nédjdeme vSetky riskantné mary medzi modrymi
murmi.

2. Ak mame viac ako jeden ¢erveny mur, rekurzivnym volanim ndjdeme vSetky riskantné mury medzi cerve-
nymi mirmi (¢ize v8etky Gervené miry, ktoré ohrozuju iny, skor postaveny cerveny mur).

3. Nejak sikovne pre kazdy Cerveny mur zistime, ¢i neohrozuje nejaky modry.

Ako vieme $ikovne spravit krok 37

Vsetky mury si usporiadame podla vysky zdola hore. V tomto poradi ich nasledne spracujeme. Pocas spract-
vania si udrziavame zjednotenie uz spracovanych modrych murov. Na to ndm sta¢i bud intervalovy strom, alebo
si napriklad moézeme toto zjednotenie pamétat ako usporiadani mnozinu (set) disjunktnych intervalov. No a
vzdy, ked spracivame ¢erveny mur, pozrieme sa, ¢i ma neprazdny prienik so zjednotenim dovtedy spracovanych
modrych.

Aka to ma dokopy casovu zlozitost? Podobd sa to tak trochu na MergeSort: tiez robime dve rekurzivne
volania na problém polovi¢nej velkosti. MergeSort vSak navyse spravi len O(n) préce, zatial ¢o naSe rieSenie
jej pocas zametania v kroku 3 spravi az O(nlogn). A tento “logaritmus navyse” ostane aj vo vysledku: zatial
¢o Casova zlozitost MergeSortu vyjde O(nlogn), tento nas algoritmus mé casova zlozitost O(n log? n). Toto
rieSenie tiez stacilo na plny pocet bodov.
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