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Navody k uloham 2. kola letnej Casti kategodrie T

V kategdrii T neuvddzame vzorové rieSenia ale skor ndvody na rieSenie tloh. Ich cielom je prezradif vam
hlavnt myslienku rieSenia, aby ste podla ndvodu mohli riesenie domysliet sami. Obdas teda vynechdme niektoré
drobné detaily, neuvadzame implementacie datovych struktir a nerozpisujeme niektoré kroky.

Neuvadzame ani vzorové programy, pretoze chceme, aby ste po precitani ndvodu naprogramovali tie tlohy,
ktoré ste nespravili pocas trvania série. Ked si tieto rieSenia sami naprogramujete, naucite sa tym ovela viac
ako pozeranim sa na zdrojové kédy.

Implementécie vSeobecne znamych algoritmov a datovych struktir mézete najst vo vzorovych rieseniach
kategorii Z a O starsich rocnikov KSP alebo aj na internete.

navod pisal Buj
1. Totalny intervalac (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Niekedy je riesenie tlohy jednoducho popisatelné, ale cesta k nemu nemusi byt vébec intuitivna. Citatel
moze nadobudnif pri étani vzorového riesenia pocit, Ze to predsa nemdze fungovat, to nemoze byt dost rychle!
Toto je jedna z takych tloh. Aj preto velka ¢ast navodu tvori zdévodnenie casovej zlozitosti.

Vsetky operécie okrem delenia (teda pripo¢itanie ku kazdému prvku v intervale, minimum na intervale, a
stcet na intervale) zvladne obycajny lazy-loading intervalovy strom. Takisto zvlada aj operdciu maximum na
intervale. Na ¢o by nam ale bola tato dalSia operacia dobra?

Pomocou nej budeme vedief Sikovne obist delenie ¢islom d: za¢neme vo vrchole reprezentujiicom cely interval.
Ozna¢me minimum na intervale m a maximum M. Ak plati |2 | —m = [ | — M, tak ku vietkym prvkom v

m

intervale pripoc¢itame LEJ — m a kon¢ime. V opa¢nom pripade zavoldme (tto) deliacu procedtiru osobitne pre

lTavého a pravého syna. (Je to teda akési hrub4 sila s orezdvanim.)

Dokaz spravnosti

Preco si mozeme dovolif v horeuvedenom pripade namiesto delenia pripocitavat |7 | — m? Rozmyslite si,
ze ak plati predpoklad |%| —m = L%J — M, tak musi platit bud m = M alebo m + 1 = M. Takze kazdy
prvok v intervale m4 hodnotu bud m, alebo M. V oboch pripadoch je rozdiel sposobeny delenim rovnaky (vdaka
predpokladu).

Casova zlozitost

V podstate kazd4 operacia delenia na intervale ho rozdeli na niekolko podintervalov, a na kazdom z nich
spravime operaciu pripoc¢itania (na roznych intervaloch pripoc¢itavame rozne konstanty). Ukézeme, Ze dokopy
tychto pripocditani nemoze byt vela.

Zamyslime sa nad tym, kedy méze na hranici medzi prvkami ¢ a i+1 koné¢it podinterval. Prec¢o nés to zaujima?
Ak chceme vypoditat pocet pripoéitani, ktorymi dana operacia delenia prispela, tak je to pocet podintervalov,
a ten je rovny 14 pocet hranic podintervalov (neratajic zaciatok celého intervalu ani jeho koniec).

Ak bol pred delenim rozdiel prvkov i a i + 1 v absoltitnej hodnote rovny s, tak po deleni bude nanajvys [3].
Podinterval ndm tam kond¢i prave vtedy, ked sa tento rozdiel zmensil.

Kolkokrat sa tento rozdiel moze takto zmens$it? Ak neberieme do Gvahy, Ze sa tento rozdiel mdZe zmenit aj
vtedy, ked dostaneme pripocitanie/delenie ovplyviiujtce iba jeden z prvkov 4,7+ 1, tak sa moze zmensit najviac
O(log O)-krat, kde C = 10° + ¢ - 10*. (Na zaciatku je rozdiel radovo nanajvys C. Pretoze sa pri kazdom deleni
radovo spolovi¢éni, moézeme ich mat len O(logC). A nakoniec sa eSte raz moze zmensit z 1 na 0, ale to je len
konstanta.)

Zoberme teraz do tvahy zmeny sposobené operdciami, ktoré ovplyviiuju iba jeden z prvkov ¢,i + 1. V
najhorsom pripade nadm rozdiel nastavia na nejaké ¢islo rddovo C, a opit ho budeme moct znizit O(log C)-krat.
Kazda takato operacia nam tymto spésobom ovplyvni iba 2 rozdiely — na zaciatku a na konci intervalu.

Mozeme sa na to teda pozeraf takto: na zaciatku méame pole &isel dizky n — 1. Cislo na pozicii i hovort,
kolkokrat este mozeme zmensit rozdiel prvkov i a i + 1. Na zaciatku je pole vyplnené nejakymi éislami od 0
po k (kde k je radovo log C). Dalej budeme mat rddovo g krokov, a v kazdom kroku mozeme spravit jedno z
nasledovnych:

strana 1z 3 http://ksp.sk/


https://www.ksp.sk/kucharka/lazy_intervalovy_strom/

e Nastavime niektoré ¢islo na nejaki hodnotu od 0 po k. (Toto reprezentuje zmenu rozdielu na okraji
intervalu, v ktorom robime operaciu.)

e Zoberieme si stuvisly tsek, kazdé ¢islo v niom véicésie ako 1 znizime o 1, a kazdé ¢islo rovné 1 mozeme znizit
na 0. K poé¢itadlu pripo¢itame 1, a dalsich 1 za kazdé ¢islo v tiseku, ktoré sme znizili. (Reprezentuje delenie

na intervale.)

Na konci méame v pocitadle pocet pripo¢itani, ktorymi prispeli operacie delenia. Ak4 najvicsia hodnota teda
moze byt v pocitadle? Ak by sme krok prvého typu nemali povoleny, tak by bola odpoved rddovo nk + q. Za
kazdy krok prvého typu sa nam toto obmedzenie zvysi najviac o k. Takze najvicsia mozna hodnota pocitadla
je rddovo nk + gk + g, €o je O((n+ q)log C).

Kazdé pripoc¢itanie méa ¢asov zlozitost O(logn), a “normélnych” pripoé¢itani mdme O(q). Dokopy tak do-
stavame Casov zlozitost O((n + ¢) log C'logn).

navod pisal Buj
2. Teleportuj sa a zarabaj! (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Kratka reklama pre skiisenych: Tato iloha vam d& Gplne novy pohlad na Standardny algoritmus umoctiovania
matice. Zistite, Ze sa daji umoctiovat matice s operaciami inymi ako + a -.
Ako to stvisi s ulohou? Citajte.

Pomalé riesenie

Predstavme si, ze uz mame tabulku najhodnotnejsich sledov dlzky k. Pomocou nasledovnej tivahy z nej
ziskame tabulku najhodnotnejsich sledov dlzky k+ 1: kazdy sled dlzky k+ 1 za¢inajtci v A a konéiaci v B vieme
ziskaf ako kombindciu nejakého sledu dizky k za¢inajiceho v A a konéiaceho v nejakom vrchole C, a hrany z C
do B.

TakZe by sa ndm stacilo pozerat na vSetky takéto kombindcie, a spomedzi nich zobrat ti najhodnotnejsiu.
Tyjchto kombinacii je vela, avSak si uvedomme, Ze ked hladdme najhodnotnejii sled dizky k + 1 (z A do B),
sta¢i sa pozeraf iba na najhodnotnejsie sledy dizky & (zacinajice v A). A o tychto mame informaciu v aktudlnej
tabulke. Postupne teda vyskusame kazdy vrchol C' ako predposledny vrchol sledu.

Dostavame tak algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(n? - k).

Mocnenie

Sled dlzky k nemusime zostrojovaf ako sled dizky k— 1 plus sled dlzky 1. Mézeme ho zostrojif ako sled dizky
k — a plus sled dlzky a pre Tubovolné a.

Takze ak k = 2- k', staél nam rekurzivne vypocitat tabulku najhodnotnejsich sledov dizky &', a t nasledne
skombinovat samu so sebou. Ak k = 2 -k’ + 1, tak postupujeme tak, %e vypocitame tabulku najhodnotnejsich
sledov dlzky k — 1, a té skombinujeme s tabulkou hran (ako pri pomalom rieseni).

Vysledny algoritmus méa rovnakt ¢asovi zlozitost, ako umoctiovanie matic, teda O(n? - logk). V podstate
totiz umociujeme maticu s operaciami min, +. Zaujemcovia sa mozu zamysliet nad vSeobecnym kritériom, ktoré
by mali spliat dve operécie @, ® na to, aby pre ne “fungovalo” nasobenie matic.

navod pisal Hodobox a Buj
3. Turistika na Orave (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Nieco o probléme najdlhSej cesty

Tak ¢o to teda ta tloha po nas vlastne chce? Mame Oravu, ktoréd je orientovanym grafom. Mame v fiom
najst najdlhsiu cestu. Hladanie najdlhSej cesty v grafe znie ako celkom Standardny problém. Tak ak nevieme,
pogooglime, pohladdme, a ¢o nezistime. Pre vSeobecny graf je to NP-tazky problém, teda ho deterministicky
vieme riesit len exponencidlnym algoritmom. Na druhi stranu, ak vieme Ze graf je strom alebo acyklicky
orientovany graf, vieme ho vyriesit v linedrnom ¢ase od poc¢tu vrcholov a hréan.

Tesne! Orava je totiz orientovand, no nie acyklickd. No a ¢o to hovori ta Specidlna zaruka v zadani?

“Nech by ste svoju prechddzku zacali pri ktorejkolvek prirodnej krdse, ak ju na tom istom mieste chcete aj
skoncit, je zarucené, Ze viete navstivit nanajvys Styri rozne iné prirodné krdsy — a to bez ohladu na to, ako
budete chodit a ¢i niektoré prirodné krdsy (vrdtane tej, kde ste zacali a skoncili) navstivite viackrdt.”

Inak povedané, na Orave neexistuje silno stvisly komponent (odteraz SSK) ktory by mal viac ako pét

vrcholov. Od Oravy a acyklickym orientovanym grafom, na ktorom by sme tlohu vedeli vyriesit jednoducho,
nie je velmi daleko. Musime jej len trosku pomdct.
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RiesSenie pre acyklické grafy

Na obyc¢ajnom orientovanom acyklickom grafe vieme néjst najdlhsiu cestu nasledovne: zoradme si vrcholy
topologicky, prechddzajme vrcholy v tomto poradi (za¢inajic od vrcholov, do ktorych nevedie ziadna hrana) a
poéitajme pre kazdy z nich dlzku najdlhSej cesty konéiacej v fiom. Najdlhsia cesta konciaca v A je najdlhsia
cesta do niektorého vrcholu B, od ktorého vedie k A hrana, plus hrana z B do A.

Takze ked chceme zistif dizku najdlhsej cesty konéiacej v A, iba sa pozrieme na vsetky vrcholy, z ktorych
do A vedie hrana, a vyberieme ten, ktory méa svoju “dizku” najvicsiu (jeho dizku uz pozname, lebo vrcholy

.....

je hladana dizka pre A.

Kde je problém so silno savislymi komponentmi?

SSK ném robia problémy preto, Ze ndm umoziuju chodit “donekoneéna”, pricom navstivime niektoré vrcholy
viackrat. To nechceme, lebo to nesihlasi s definiciou cesty — v ceste sa na rozdiel od sledu vrcholy neopakuju.
(V acyklickych grafoch tento problém nie je, lebo v nich je najdlhsi sled zaroveii aj najdlhSou cestou.)

Chceli by sme preto kazdy SSK nahradif nie¢im tak, aby dlzka najdlhsej cesty zostala rovnaka, ale aby sme
dostali acyklicky graf. Na tomto grafe by sme potom mohli spustif algoritmus z tivodu.

Takze nas algoritmus bude mat nasledovnt formu: najdi vsetky SSK (napr. pomocou Tarjanovho algoritmu
na hladania SSK), zostrojime novy graf, a na fiom pustime algoritmus z Gvodu. Ako ale upravit SSK tak, aby
sme dostali acyklicky graf a informécia o najdlhsej ceste zostala zachovana?

Transformacia

Uvedomme si: kazda cestu v grafe vieme rozdelit na niekolko ¢asti takych, Zze kazda cast lezi celd v jednom
SSK. Cast moze byt aj prazdna (0 hran) a je to vlastne cesta medzi dvoma (nie nutne réznymi) vrcholmi z toho
istého SSK. Medzi tymito ¢astami sa presiivame hranami, ktoré vedii medzi roznymi SSK.

Casti vieme “odsimulovat” nasledovne. Cast cesty vlastne znamena, ze sme vosli do nejakého SSK (alebo
sme v 1iom zacali), a potom z neho vyjdeme (alebo v 1iom skonéime). Kazdy vrchol SSK teda zdvojime —
budeme mat vstupné vrcholy, a vystupné vrcholy. Kazda hrana medzi tymito vrcholmi bude reprezentovat cestu
v povodnom SSK, a bude moct vychadzat iba zo vstupnych vrcholov, a vchadzaf len do vystupngch. Dizka
hrany bude rovna dlzke cesty, ktori reprezentuje. (Napriklad ak sme mali v pévodnom SSK vrcholy 4, B,C a
hrany AB, BC,C A, tak v novom grafe budeme mat vrcholy A;,, Aout, Bin, Bout, Cin, Cout, cesta ABC by bola
reprezentovand hranou A;,Coy: s dlzkou 2, a cesta C'A by bola reprezentovana hranou Cj, Ay, s dlzkou 1.
Takisto netreba zabudniif na prazdne cesty, ktoré st reprezentované hranami dizky 0.)

Kedze nas zaujima najdlhsia cesta, tak medzi dvoma vrcholmi A;,, By pridame iba jednu hranu, a to tu,
ktora reprezentuje najdlhsiu cestu z A do B. T si moézeme dovolif njst exponencidlnym algoritmom, nakolko
SSK obsahujtci A a B mé nanajvys 5 vrcholov — takze to bude len konstantne vela operéacii. Toto spravime pre
kazda dvojicu (nie nutne réznych) vrcholov z toho istého SSK, ¢o je nanajvys 5 - 5 = 25 dvojic pre kazdy SSK
— opit konstanta. A pocet SSK je O(n), ¢ize si to celé modzeme dovolit.

Nakoniec, prechody medzi roznymi SSK zariadime tak, ze pre kazda hranu AB v pévodnom grafe, kde A a
B st v roznych SSK, pridame hranu A,,; Biy.-

Vysledny algoritmus mé ¢asova zlozitost O(n + m), teda Gmernd velkosti povodného grafu. Novy graf je

.....
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