KoreSpondencny seminar z programovania
XXXII. ro¢nik, 2014/15

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Navody k aloham 1. kola letnej Casti kategorie T

V kategérii T obvykle neuvaddzame vzorové rieSenia ale skér navody na rieSenie tloh. Ich cielom je prezradit
vam hlavni myS$lienku rieSenia, aby ste podla ndvodu mohli rieSenie domyslief sami. Obdcas teda vynechame
niektoré drobné detaily, neuvadzame implementacie datovych Struktar a nerozpisujeme niektoré kroky.

Neuvadzame ani vzorové programy, pretoze chceme, aby ste po precitani navodu naprogramovali tie tlohy,
ktoré ste nespravili podas trvania série. Ked si tieto rieSenia sami naprogramujete, naucite sa tym ovela viac
ako pozeranim sa na zdrojové kody.

Vyjnimkou je prva tuloha, ktora je zaroven poslednou tlohou v kategérii O, pri ktorej obvykle pouZijeme ten
isty vzorak ako v Ocku.

Implementécie vSeobecne znamych algoritmov a datovych struktir mézete najst vo vzorovych rieseniach
kategorii Z a O starsich rocnikov KSP alebo aj na internete.

névod pisal migSof
1. Trasy lodi (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Zadanie tlohy bolo jednoduché: mame kruh a nim prechadzajice priamky, spocitajte dvojice priamiek,
ktoré sa vo vnutri kruhu krizuja. Celé je to este zjednodusené tym, Ze priesecniky priamiek s kruhom sa vsetky
navzajom rozne.

Za t1to tlohu je hanba mat nulu, pretoZe riesenie hrubou silou — presnejsie, v ¢ase ©(n?) — je velmi jednodu-
ché. Pre kazdu dvojicu priamiek vieme v konStantnom case spocitat, ¢i sa krizuju alebo nie: Ak mame priamku
spajajucu body a a b, pricom a < b, a druht priamku spajajicu body ¢ a d, tak sa krizuji vo vnutri kruhu
vtedy a len vtedy, ak prave jedno z éisel ¢ a d lezi v intervale (a, b). Rozmyslite si to pri pohlade na nasledujuci
obrazok:
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Veselsie to samozrejme bude akondhle sa pokusime o rieSenie s lepSou ¢asovou zloZitostou.

Zékladna mySlienka nasho riesenia pritom nebude vobec zloZitd. Mnohé problémy na kruhu sa daju previest
rieSeni.

Predstavme si, Ze sme zobrali noznice a prestrihli kruh medzi Iubovolnymi dvomi z bodov zadanych na
vstupe — napriklad medzi bodmi s ¢islom 0 a 7. (Na nasom obrizku teda medzi bodmi 0 a 100.) Kruh teraz
chytime za oba konce a vystrieme ho na tsecku. Pre kruh z prikladu vyssie by sme takto dostali nasledovnu
usecku:

0 1522 30 50 75 80 87 100
Kazda z pdvodnych priamok (presnejsie, tetiv nasej kruznice) sa teraz zmenila na nejaky interval na nasej
tsecke. Dolezité je uvedomit si, Ze tieto intervaly nadalej nest v8etku informéciu potrebnt na vyrieSenie tlohy.

(Totiz nijak sme nezmenili ¢isla zo vstupu, len sa na ne inak pozerdme.) A navySe ttito informdciu z nich vieme
lahko ziskat:

e Dvojica tetiv zodpovedajica disjunktnym intervalom sa nepretina.
e Dvojica tetiv zodpovedajtca intervalom z ktorych je jeden cely vnitri druhého sa nepretina.
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e Vsetky ostatné dvojice tetiv sa pretinaju.

Inymi slovami, sta¢i ndm zistif pocet dvojic intervalov, ktoré sa len ¢iastoéne prekryvaju: teda iduc zlava
doprava najskor za¢ne prvy interval, potom zacne druhy, potom skonéi prvy a az po nom skonéi druhy interval.

Tento pocet dvojic vieme lahko ur¢it zametanim. Za¢neme tym, Ze si vetky zaciatky a konce naSich intervalov
ulozime do jedného pola a toto pole usporiadame. V tomto poradi ich teraz budeme spracivat.

A ¢o sa bude diaf pocas tohto spractivania? Budeme si (v nejakej Sikovnej podobe, ktori upresnime neskor)
pamétat, ktoré intervaly s momentalne otvorené — teda mnozinu intervalov, ktorych zaciatok sme uz spracovali
ale koniec este nie. Vzdy, ked spracujeme dalsi zaciatok intervalu, pribudne nam nejaky interval do tejto mnoziny,
a vzdy, ked spracujeme koniec, tak ndm z nej jeden interval ubudne.

Navyse vzdy, ked spractivame koniec nejakého intervalu, zapocitame nejaké dvojice Giastocne sa prekryva-
jacich intervalov — tie, v ktorych je interval, ktory prave skoncil, “prvy”. Kolko je takych dvojic? “Druhym”
intervalom v kazdej takejto dvojici je urcite niektory z intervalov, ktoré st prave otvorené. Treba si ale uvedo-
mit, Ze my nechceme tplne vSetky takéto intervaly — len tie z nich, ktoré zacali neskor ako nas interval, ktorého
koniec prave spractivame.

Potrebujeme teda vedief efektivne odpovedat na otdzky nasledujiceho typu: “Kolko spomedzi intervalov
ktoré st prave otvorené, ma zaciatok medzi x a y?” Toto vieme spravif vela roznymi sposobmi. Napriklad
mozeme pouzit vyvazovany bindrny vyhladévaci strom, v ktorého vrcholoch si paméitame zacdiatky aktuélne
otvorenych intervalov, a navySe informéciu o tom, kolko vrcholov stromu sa pod nim nachadza. Pomocou
takejto datovej Struktiry vieme Iubovolnt otdzku vyssie uvedeného typu zodpovedat v logaritmickom case.

Existuju vSak aj strucnejSie moznosti implementdcie. K tym ndm moéze pomdct napriklad to, Ze si uve-
domime, Ze na konkrétnych sturadniciach zacdiatkov a koncov naSich intervalov vobec nezalezi. Ked uz ich raz
usporiadame, rieSenie sa vobec nezmeni, ak ich nésledne precislujeme na 1 az 2n. No a udrziavat si podmnozinu
mnoziny {1,...,2n} je uz vyrazne lahsie ako robif to vo v8eobecnosti. MoZeme na to pouzit napriklad inter-
valovy strom (Tudovo nazyvany intervalac) alebo Fenwickov strom (u nas Tudovo nazyvany finsky strom, pozri
http://community.topcoder.com/tc?module=Static&dl=tutorials&d2=binaryIndexedTrees). Ten druhy
pouzivame aj v nasej nizsie uvedenej implementacii.

Vsetky vyssie popisané rieSenia maju zjavne ¢asovu zlozitost ©(nlogn) a pamétovi ©(n).

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <map>
#include <set>
#include <vector>
using namespace std;

struct FenwickTree ({
int fsize;
vector<int> F;

FenwickTree (int sz) { fsize=1; while (fsize<sz) fsize <<= 1; F.clear(); F.resize(fsize+l); }
void update (int x, int d) { while (x <= fsize){ F[x]+=d; x+=x&-x; } }
int sum(int x1, int x2) { // sucet v zlava-otvorenom intervale (x1,x2]

int res = 0;

while (x2) { res += F[x2]; x2 -= x2 & —-x2; }

while (x1) { res -= F[x1l]; x1 -= x1 & -x1; }

return res;
Vi
struct event {

long long kde;
int id, typ;

event (long long kde, int id, int typ) : kde(kde), id(id), typ(typ) {}
Vi
bool operator< (const event &A, const event &B) { return A.kde < B.kde; }
int main() {

int N; cin >> N;
long long R; cin >> R;

vector<long long> Z(N); // Z[i] je zaciatok intervalu cislo i
vector<event> events;
for (int n=0; n<N; ++n) {
long long z, k; cin >> z >> k; if (z>k) swap(z,k);
Z[n] = z;
events.push_back ( event (z,n,+1) );
events.push_back ( event (k,n,-1) );
}

sort ( events.begin(), events.end() );

for (int n=0; n<2x*N; ++n) { // precislujeme suradnice na 1 az 2N
events|[n].kde = n+l1;
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if (events[n].typ == +1) Z[ events[n].id ] = n+l;
}

FenwickTree F (2%N+7);
long long answer = 0;
for (auto e : events) {
if (e.typ == +1) {
F.update (e.kde, +1);
} else {
int my_start = Z[e.id];
F.update (my_start,-1);
answer += F.sum(my_start,e.kde);
}
}

cout << answer << endl;

Bonus na zaver

Standardny set v C++ veci potrebné na riesenie tejto tilohy robif nevie. Konkrétne, nevie ndm odpovedat
na otdzku, kolko spomedzi v fiom uloZenych prvkov lezi v danom intervale. Netreba vSak hned implementovat
vlastny strom. V novsich verziach g++ kompilatora ndjdeme aj takzvané “policy-based data structures” a medzi
nimi aj stromy, ktoré potrebnt fi¢iriu maji. A s nimi je uz rieSenie nasej tlohy hrackou.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <map>

#include <set>

#include <vector>

using namespace std;

#include <ext/pb_ds/assoc_container.hpp>
using namespace __gnu_pbds;

typedef tree< long long, null_type, less<long long>, rb_tree_tag, tree_order_statistics_node_update > ordered_set;

struct event {
long long kde, zac;
int id, typ;
event (long long kde, long long zac, int id, int typ) : kde(kde), zac(zac), id(id), typ(typ) {}

int main() {
int N; cin >> N;
long long R; cin >> R;

vector<event> events;

for (int n=0; n<N; ++n) {
long long z, k; cin >> z >> k; if (z>k) swap(z,k);
events.push_back( event(z,z,n,+1) );
events.push_back( event (k,z,n,-1) );

}

sort ( events.begin(), events.end(), [] (const event &A, const event &B) { return A.kde < B.kde; } );

long long answer = 0;
ordered_set open;

for (auto e : events) {
if (e.typ == +1) {
open.insert (e.zac);
} else {
open.erase (e.zac);
answer += open.order_of_key(e.kde) - open.order_of_key(e.zac);

}
}

cout << answer << endl;

(Tento strom podporuje aj operaciu inverzni k order_of key: metdda find by_order (x) vrati iterator na
2-ty najmensi prvok, éislujic od nuly. Obe operécie bezia v ¢ase logaritmickom od poc¢tu uloZenych prvkov.)

Bonus za zaverom

Ak by niekedy doslo na najhorsie a bolo naozaj treba od zédkladov implementovat vlastny vyvaZzovany strom,
dolezité je dodrzat dve zésady:

e nepodlahnit panike
e vediet, aky strom implementovat

Hrdinom dne$nych dni je treap (http://en.wikipedia.org/wiki/Treap): strom, ktory na to, aby bol s
velkou pravdepodobnostou vyvazeny, pouziva ndhodné ¢isla. Ked porozumiete tomu, ako treap funguje, je jeho
implementdcia (spravend spravnym spésobom) az prekvapivo struénd a takmer bez $pecidlnych pripadov. Trik
na dobrd implementéciu je nasledovny:
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jedinym rekurzivnym prechodom zhora dole vieme treap rozbit na dva mensie (split)
taktiez jedinym prechodom zhora dole vieme tie dva mensie spojit spét (merge)
vkladanie prvku aj vyber prvku vieme trividlne realizovat pomocou split a merge
¢okolvek dalsie dorobime rovnako ako by sme to robili v nevyvaZovanom strome

Tu je v celej jej krase implementéacia, ktord sa d& priamo pouzit v predchddzajicom rieSeni namiesto
ordered_tree.

Listing programu (C++)

struct treap {
struct treap_node {
long long x; // prvok ktory si pamatame
int y; // nahodna priorita
int size; // velkost podstromu pod tymto vrcholom
treap_node *1, *r;

treap_node (long long x) : x(x), y(rand()), size(l), 1(NULL), r(NULL) {}
“treap_node () { delete 1; delete r; }
void refresh() { size = 1 + (1 ? 1l->size : 0) + (r ? r->size : 0); 1}

bi

void split (treap_node *root, long long x, treap_nodex &1, treap_nodex &r) {
// rozdeli treap na dva: lavy obsahujuci hodnoty <x a pravy obsahujuci >=x
1l = r = NULL;
if (!root) return;
if (root->x < x) { split(root->r, x, root->r, r)
else { split (root->1, x, 1, root->1)
root->refresh();

; l=root; }
; r=root; }
}

treap_node* merge (treap_node *1, treap_node xr) {
// undo split
if (!1 || 'r) return 1 2 1 : r;
treap_node *p;
if (1->y < r—>y) { p=1l; p->r = merge(p->r,r); } else { p=r; p->1 = merge(l,p->1); }
p—>refresh();
return p;

}
treap_node x*root;

treap() : root (NULL) {}
“treap() { delete root; }

void insert (long long x) {
treap_node *1, *r;
split (root,x,1,r);
root = merge (merge (l,new treap_node(x)),r);

}

void erase(long long x) {
treap_node *1, *m, *r;
split (root,x,1,r);
split(r,x+1,m,r);
if (m) delete m;
root = merge(l,r);

int order_of_key(long long x) {
treap_node *1, *r;
split (root,x,1,r);
int answer = 1 ? l->size : 0;
root = merge(l,r);
return answer;

navod pisal Tomi
2. Treba vysavat (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Predstavme si, Ze nemame strom, ale len ¢iaru. O kazdom poli¢ku (kazdej chodbe) chceme rychlo zistovat,
kolkokrat sme ju povysavali, a navySe chceme rychlo inkrementovat viacero za sebou iducich chodieb. Na to
mozeme pouzit intervalovy strom, ktory oboje zvldda v éase O(logn).

Co s tym, ze pracujeme na strome? Nevadi — pouzijeme heavy light dekompoziciu, ktord nas strom rozreze
na péasiky. Na kazdom pasiku spravime intervala¢ a sme hotovi.

Heavy light dekompozicia funguje tak, ze hrany rozdeli na tazké a lahké. Kazdy vnutorny vrchol bude zo
svojich synov spojeny tazkou hranou iba s jedingm, a to s tym, ktory mé najviac potomkov. (Ak st taki viaceri,
nejakého si vyberieme.) So vSetkymi ostatnymi synmi bude spojeny lahkou hranou. TakZe z kazdého vrcholu
vedil najviac dve tazké hrany — mozno jedna do niektorého syna, a mozno jedna do rodica. Tieto pasiky volame
tazké cesty.
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Takéto rozdelenie hran mé velmi peknt vlastnost: Ked chceme prejst z nejakého vrcholu do koreria, cestou
uvidime najviac log, n lahkych hran. To preto, Ze ked prejdeme po lahkej hrane zo syna s do rodi¢a r, ten rodi¢
7 musi mat nejakého iného syna ¢, s ktorym je spojeny tazkou hranou. Takze ¢ ma aspon tolko potomkov, ako
s, a r mé aspoii dvakrat tolko potomkov.

Preto plati, ze kazda cesta z a do b sa prekryva s najviac O(logn) tazkymi cestami. Kazda tazka cestu
vybavime v O(logn) (na kazdej tazkej ceste mame spraveny intervalac) a kazda lahka cestu vybavime priamo,
ved ich je malo. TakZe inkrementovat kazdt hranu od a po b dokdZeme v ¢ase O(log®n), a hodnotu hrany
zistime v O(logn).

navod pisal Jano
3. Tesna medzera v stene (max. 0 b za popis, 20 b za program)

V prvom rade treba vymysliet nutni a postacujicu podmienku, kedy sa had dokéze prepchat cez skaru.

Had sa dokaze prepchat cez Skaru prave vtedy, ked pre kazdy bod hada existuje priamka, ktord prechadza
tymto bodom a hada nikde inde nepretina. Zamyslite sa preco. Vsimnite si tiez, ze vdaka nekolinearite kazdej
trojice bodov nemusime rozliSovat pripady “pretina” a “dotyka”.

Had sa dokéze prepchat cez $karu prave vtedy, ked sa pri lubovolnom rozseknuti hada v nejakom jeho bode na
dve ¢asti konvexné obaly tychto ¢asti neprekryvaja (ich prienik ma nulovy obsah, resp. maja spolo¢ny len jeden
bod alebo tise¢ku). Zamyslite sa, ako toto vyplyva z predoslého pozorovania. Tito podmienku stile nevieme
algoritmicky overovat, pretoZe moznych rozseknuti je nekonecne vela. Preto treba pokracovat v ivahéch.

Had sa dokéZe prepchat cez $kdru prave vtedy, ked sa pri Iubovolnom rozseknuti hada v nejakom jeho
vrchole (to st body, kde sa lame jeho telo) konvexné obaly ¢asti neprekryvaji. Mozeme si uvedomit, Ze aj prva
podmienku (s priamkami) sta¢i overovat len pre vrcholy hada.

Pontka sa teda mysSlienkovo jednoduché, ale implementacne naro¢né rieSenie tlohy. Postupne vyskuSame
rozseknit hada v kazdom z n vrcholov, pri kazdom rozseknuti spocitame konvexny obal predku (vSetko po bod
rozseknutia vratane) a zadku (vSetko od bodu rozseknutia vratane) hada a spocitame, ¢i sa konvexné obaly
prekryvaji. Riesenie by malo zlozitost O(n?log(n)).

Uloha sa d4 naprogramovaf aj ovela prijemnejsie, pretoze v skutoénosti nemusime konstruovat konvexné
obaly, ale sta¢i pre kazdy bod rozseknutia A spodcitat interval uhlov, pod ktorymi vidime predok hada z A a
zadok hada z A. Ak sa intervaly prekryvaja alebo ak je niektory interval vii¢si ako 180 stuptiov, had sa neprepché
cez stenu.

Samozrejme, nebudeme pocitat uhly, ale iba ndjdeme najlavejsi a najpravejsi bod predku/zadku hada pomo-
cou vektorového sucinu, vdaka ¢omu vSetky vypocty ostand v celych ¢islach. Tak sa dé tloha vyriesit elegantne
na par riadkov, v ¢ase O(n?). Odporticame premysliet si implementaciu pred tym, ako za¢nete programovat.

navod pisal Jano
4. Tvorba pratikov (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Namiesto toho, aby sme hladali T v p*(S), budeme hladat ¢*(T) v S, pricom ¢ bude také zobrazenie, aby
sa ¢"(T) nachadzalo v S prave vtedy, ked T' v p*(S). Vyhodou tohto pristupu je, Ze ¢ bude refazec skracovat
priblizne na polovicu, ¢im dosiahneme dobra ¢asova zlozitost, zatial ¢o p refazec predlzoval, ¢o by viedlo k
pomalym c¢asovym zlozitostiam.

UkéZzeme si to na priklade, predstavme si, Ze vstup je: T = ,baaaaaaabaa“ a S = ,ababa“. Spravna odpoved
je 2, lebo p?(,ababa“) = ,aaaaaaabaaaaaaabaaaa”. Odpoved vSak vieme spoé¢itat aj tzv. redukovanim, ktoré
blizsie popiseme nizsie:

“baaaaaaabaa” sa nenachadza v “ababa”, preto redukujeme T.

“baaaba” sa nenachidza v “ababa’”, preto redukujeme “baaaba’.

“bab?” sa nachadza v “ababa”, preto je odpoved 2. “?” je Zolik, moZe pasovat aj na “a”’ aj na “b”.

Redukcia nejakého slova A je najkratsie také slovo B, ze p(B) obsahuje A. Napriklad p(,baaaba“) =
»,abaaaaaaabaa“, ¢o obsahuje “baaaaaaabaa”, preto “baaaba” je redukciou “baaaaaaabaa”. V tomto pripade
je to jedind moznd redukcia, ale vo vSeobecnosti nemusi byt redukcia jednoznac¢ne uréena. Napriklad “baba”
a “babb” st dve moZné redukcie “baaaba”. Na druhej strane, nie kazdé slovo musi mat redukciu. Napriklad
neexistuje redukcia slov “baab” ¢i “bb”.

Dolezité v tejto tlohe je zamysliet sa, ako redukcia funguje a skisit si ju spravit ru¢ne na papieri pre
nejaké slova. Tak si vS§imneme, ze redukcia sa sprava pomerne pekne. Jednoduchym linedrnym prechodom
vieme spo¢itat redukciu nejakého slova, alebo povedat, ze ziadna neexistuje. Ak nie je redukcia jednozna¢na (to
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je vtedy, ked za poslednym béckom je neparny podet a¢ok), tak vzdy je nejednoznaény prave jeden posledny
znak, ktory mozeme oznacit ako otaznik, ako sme to videli v priklade. Redukcie slov s otdznikom na konci budu
maf zasa (jeden) otdznik na konci. Trocha si treba daf pozor na redukcie samych a¢ok. Redukcia “aaaaa” je
“aa?”, pripadne redukcia “a” je “7”.

Naprogramujeme teda redukujicu funkciu a tlohu vyrieSime tak, ze dokola redukujeme vstupné T, az kym sa
nebude redukované T vyskytovat v .S (vtedy vypiSeme potrebny pocet redukcii) alebo sa ndm redukcia nepodari

(vtedy vypiSeme —1).

Ako zistime, ¢ sa dany refazec T nachédza v S? Jednoduchym KMP algoritmom. V pripade, Ze hladany
text konéi znakom “?”, tak hfaddme 7" bez posledného znaku v S bez posledného znaku. Casova zlozitost celého
algoritmu je O(nlogn) kde n je dlzka vstupu. Spravime totiz najviac O(logn) redukcii.

navod pisal misof
5. To kto este stale piSe perom? (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Co uz s takouto tilohou?

Jedna rozumné moznost je najst spésob ako z nej bezbolestne pozmykat o najviac bodov. Celkom dost sa
toho d4 dosiahnut jednoduchymi algoritmickymi trikmi. Napriklad vieme spocitat poéty uzavretych oblasti (8
mé dve, 6 mé jednu v dolnej CGasti, 4 a 9 maji jednu v hornej Gasti, 0 ma jednu na celtt vysku) a tiez pocty
miest kde sa ¢iara vetvi/pretina. Takéto nie¢o nebude sice 100-percentne tspesné, ale bodov to da dost a kddi
sa to Tahko.

Lepsiu tspesnost by sme vedeli dostat vypoctom koreldcie: zoberieme obrézok, ktory sme dostali na vstupe,
porovname ho s 10 000 zndmymi bitmapami, a odpovieme podla tej, na ktort sa najviac podobé. Takyto pristup
vSak mé dva problémy: porovnéavanie s 10 000 bitmapami bude asi trosku pomalé, no a hlavne by sme potrebovali
vSetky napchat do zdrojového kédu nasho programu.

Oba tieto problémy vieme vyrieSit tak, Ze najskor si doma natrénujeme nas program na obrazkoch, ktoré
méame — inymi slovami, ndjdeme vhodnu funkciu, do ktorej ked vopchdme bitmapu tak vypadne ¢islo na nej.
Odovzdany program bude potom namiesto tych 13 MB déat, ktoré sme dostali, obsahovat len popis tejto funkcie.

Akt formu moze mat tato funkcia? Dalo by sa napriklad hladat rozne vahy, ktorymi budeme nasobit farbu
roznych policok. Existuju vSak aj omnoho lepsie moznosti. Jednou z nich je perceptron — asi najjednoduchsia
forma umelej neurénovej siete. Pri trénovani perceptrénu v podstate hfaddme naraz 10 funkcii. Kazd4 z nich sa
pozeré na obrazok a snazi sa rozhodnit, ¢i to vyzerd alebo nevyzera byt jedna z nasich 10 cifier.

V skutoc¢nosti sa dokonca presne tie data, ktoré boli pouzité v nasej tlohe, pouzivaju ako testovacie data
pre porovnavanie tspesnosti réznych pristupov strojového ucenia. NajlepsSie pristupy maju pri rozpoznéavani
rovnaku uspesnost ako Tudia — teda v principe vSetko rozpoznaju spravne, az na par vstupov u ktorych naozaj
nie je jasné, ¢o tym chcel basnik povedat.

Viac sa o tom vSetkom docitate napriklad na tejto stranke.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Perceptron
http://neuralnetworksanddeeplearning.com/chap1.html

