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Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

Matas
1. Crieda pazravych veducich (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Pre zadany pocet dielikov ¢okolady n chceme vediet, kolkym najviac vedtcim ich vieme spravodlivo rozdelit,
ak je veducich nepérne vela. V preklade to znamend, ze hladdme najvicsie neparne ¢islo k, ktoré deli n bezo
zvysku.

Uplne najjednoduchsie riesenie moze fungovat tak, Ze postupne budeme cyklom prechadzaf éisla 1...n a
pre kazdé otestujeme, ¢i je neparne a zaroven delitelom n. Ak také ndjdeme, uloZime si ho, a po skonceni cyklu
tak dostaneme spravnu odpoved. Takéto rieSenie hrubou silou mé pre jedno n Gasova zlozitost O(n), pre ¢
poziadavok O(n - ¢) a mohli ste zan dostat maximalne jeden bod.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <cmath>

using namespace std;

int main () {
long long n,qg;
scanf (”%11d”, &q);
for (long long i = 0; i < g; 1i++)({
scanf (”%11d”, &n);
long long m = 1;
for (int k = 2; k <= n + 1;
if (n k ==
m k

o

) i
}

printf (”%$11d\n”, m);

Predoslé rieSenie vieme vylepsit tak, Ze budeme delitele skiSat nie po n ale iba /n. Ak by totiz n malo delitel
d vicst ako 4/n potom nutne n+d < /n. Prejdeme teda 1. ../n a pre kazdé ¢islo k z tohto intervalu sa pozrieme,
¢ideli n. Ak dno, pozrieme sa, ¢i k alebo n+k je neparne a ak je, aktualizujeme jeho hodnotou doterajsie nédjdené
maximum. Toto rieSenie mé celkovi ¢asovt zlozitost O(y/n - ¢) a na testovadi ziskalo maximélne dva body (aj
to len v rychlych jazykoch).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <cmath>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main () {
long long n,q;
scanf (”%$11d”, &q);
for (long long i = 0; i < g; i++){
scanf (”%11d”, &n);
long long m = 1;

for (long long j = 1; j < (long long)ceil (sqrt(n)); Jj++){
if (n & j == 0){
if (J $ 2 ==1) m = max(m, J);
if ((n / j) % 2 == 1) m = max(m,J)

}
printf (”%$11d\n”, m);

Dostédvame sa ku vzorovému rieSeniu. Zamyslime sa, ako vieme efektivne najst vsetky delitele ¢isla, alebo
aspoti ich poéet. Odpovedou je rozklad na prvocisla, s ktorym ste sa uz urcite stretli. Kazdy delitel ¢isla n je
st¢inom niekolkych (moZno aj nula, mozno aj vSetkych) prvoécisel z prvoéiselného rozkladu n. Aby sme dostali
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neparny sucin, musime nésobit iba neparne ¢isla. Najviacsi neparny delitel ¢isla n teda bude stéin vSetkych
neparnych prvoéisel z prvoéiselného rozkladu n'.

To znamené, Ze z rozkladu stacéi eliminovat vSetky dvojky, kedze dvojka je jediné parne prvoéislo. V praxi
nam teda staci éislo n delit dvojkou kym to ide a akonéhle to nejde, dostali sme nas$ hladany najvicsi neparny
delitel.

N4s algoritmus urobi pre kazdé n iba tolko krokov, kolkokrat je n delitelné dvojkou. V najhorSom pripade je
n mocninou dvojky a algoritmus by sa delenim dostal az ku jednotke. Urobil by teda logaritmicky? vela krokov
od velkosti n a teda Gasova zlozitost tohto rieSenia je O(logyn - ¢). Toto rieSenie uz ziska po otestovani plny
pocet bodov.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <cmath>
#include <algorithm>

using namespace std;

int main () {
long long n,q;
scanf (”%11d"”, &q);
for (long long i = 0; i < qg; 1i++){
scanf (”%11d”, &n);
while (n % 2 == 0) n /= 2;
printf (”%11d\n”, n);

Roman B. a Zaba
2. Ostara s huncatmi malymi (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Povieme si najprv nieco o rieseni za polovicu bodov (kde v = 1) a od neho sa dostaneme k vzorovému
rieSeniu.

Odporti¢ame vam si dosledne prestudovat uvedené zdrojové kédy (ked budt zverejnené). Najmi riesitelia,
ktori este nie st plne zbehli v programovani, sa tak dozvedia vela uzitoénych trikov. Kazdé rieSenie obsahuje
komentére o tom, ¢o sa presne deje a preco, netreba sa teda kddov bat.

Riesenie za polovicu bodov

Zo zadania sme museli najprv pochopif, akym spésobom sa mravéia risa pohybuje pozdlz chodnika. Toto
spravanie potom vieme jednoducho nasimulovat pomocou cyklov.

Do pamiite si ulozime pole reprezentujtice chodnik, ktoré si nazveme chodnik[]1. Na z—tej pozicii pola bude
ulozené ¢islo diia, v ktorom na z-ty meter chodnika dopadla omrvinka. Okrem pola chodnik[] si budeme v nasej
simulédcii paméitat aj ¢islo aktudlneho diia (premennd den) a poziciu, na ktorej kon¢i mravéia risa (premennd
kde_som). Tieto premenné budi mat na za¢iatku hodnotu 0.

Algoritmus bude prebiehat nasledovne:

1. Postivame koniec mraveniska po chodniku dalej pokial platia obe nasledujice podmienky:

e eSte sme nedosiahli koniec chodnika: kde_som < n+1
e na dalSom metri chodnika uz je omrvinka: chodnik [kde_som + 1] <= den

Pre posun na dalsi meter chodnika zviésime kde_som o 1.

2. Ked sme sa dostali najdalej, ako to v dany deti i8lo, inymi slovami jedna z podmienok z kroku 1 prestala
platit, vypiSeme aktudlnu hodnotu kde_som a zvySime ¢islo diia o 1. Po zvySeni hodnoty den sa uz mozno
budeme vedief dostat po chodniku dalej, kedZe ndm na chodniku mozno pribudli dalsie omrvinky. Ak sme
sa eSte nedostali na koniec chodnika, znova pokracujeme krokom 1 a sktiSame sa posunit dale;j.

Listing programu (C++)

1Pre matematickych detailistov: ak obsahuje prvoéiselny rozklad &isla n nejaké prvoéislo vo vyssej mocnine, chapeme to tak, Ze
obsahuje viac rovnakych prvodisel.
2Logaritmus &isla n so zakladom a nam hovori, na kolkii treba umocnit a, aby sme dostali n. Napriklad log, 16 = 4 a log3 27 =3
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#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main ()
{
int n, v;
cin >> n >> v;

// pole obsahujuce casy kedy padli omrvinky na chodnik
// chodnik [METER] = CISLO_DNA KEDY_ PADLA
vector<int> chodnik (n+1);

for (int i=0; i<n; 1i++)

int x, vy;

cin >> x >> y;

chodnik [x]=y;
}

// premenne udrzujuce stav simulacie
int kde_som=0;
int den=0;

while (kde_som != n+l)
{
// Krok 1: posuvaj sa kym mozes
// teda, kym bud nedorazis na koniec chodnika
// alebo na dalsom metri chodnika este nepadla omrvinka
while (kde_som != n+l && chodnik[kde_som+1]<=den)
kde_som++;

// Krok 2: kedze skoncil cyklus, uz sa dalej nevieme pohnut
// vypiseme vysledok, zvysime cislo dna.

cout << kde_som << endl;

den++;

// Nasleduje dalsia otacka cyklu (sme vo while cykle)
// Vyhodnoti sa podmienka, ci este nie sme na konci chodnika

v > 1 — jednoduché, no trochu pomalé rieSenie

Ak sme chceli ziskat na testovaci aspori 6 bodov, bolo sa treba popasovat aj so situdciami, kde je expanzivnost
mravcov vicsia nez 1.

Ako sa takéto rieSenie lisi od toho predoslého? V kroku 1 naSej simulécie sme schopnost posuntt sa dalej
overovali podla toho, ¢i na nasledujice poli¢ko uz dopadla omrvinka. AvSak mravce dokdzu od svojej hranice
dosiahnut na v dal$ich poli¢ok, musime preto urobit takychto kontrol v — jednu pre kazdé policko, na ktoré
dociahnu. Vsimnite si, ze aj predtym sme ich potrebovali v, akurat v bolo 1, a preto nam stacil jednoduchy if.

Na overenie druhej podmienky kroku 1 pouzijeme for cyklus, ktory bude kontrolovat, ¢i chodnik [kde_som
+ i] <= den pre vSetky 7 od 1 po v. Samozrejme, treba si dat pozor, aby sme sa takymto skiiSanim nepozerali
za koniec chodnika.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main ()
{
int n, v;
cin >> n >> v;

// pole obsahujuce casy kedy padli omrvinky na chodnik
// chodnik [METER] = CISLO_DNA_KEDY_PADLA
vector<int> chodnik (n+1);

for (int i=0; i<n; i++)
{
int x, vy;
cin >> x >> y;
chodnik [x]=y;
}

// premenne udrzujuce stav simulacie
int kde_som=0;
int den=0;

// simuldcia pre vsSetky dni

while (kde_som < n+1l)

{
// urcuje, ci sa dokazem pohnut dalej
// a teda ma zmysel prehladavat nasledujucich V metrov chodnika
bool mozem = true;
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// tento cyklus si nazvime Erik

// v rdamci tohto dfia sa dostane tak daleko ako sa len da
while (mozem)

{

mozem = false;

// idem prehladavat nasledujucich V policok
for (int i=1; i<=v; i++)
{
if ((kde_som+i) <= n+l && chodnik[kde_som+i] <= den)
{
// ak som nasiel padnutu omrvinku niekde v dosahu,
// zapisem si, ze som ju nasiel, a potom budem moct z toho
// noveho miesta opat hladat, ci sa v nasledujucich V
// polickach nachadza dalsia omrvinka
mozem = true;

kde_som = kde_som+i;

// ak som nasiel, nemusim teraz hladat vo vsetkych V polickach
// a radsej rovno skoncim,

// kedze cyklus Erik v dalsej otacke spusti nove hladanie

// z tohto noveho miesta, ktore sme si predchvilou

// ulozili do kde_som

break;

}

cout << kde_som << endl;
den++;

}

return 0;

Preco sme za toto rieSenie nedostali vsetky body?

Samozrejme, takéto rieSenie je pomalé. Zaujimava otazka vSak je, preco? Uvedomme si, ¢o sa v algoritme
deje. Kazdy den sa pozerdame na v nasledujtcich policok a zistujeme, ¢ na niektoré z nich nepadla omrvinka.
Hodnota v vSak moze byt velkd a mohlo sa nam stat, ze vSetky omrvinky padli v posledny mozny deti. Popripade
omrvinky, ktoré padli ako prvé, padli na koniec chodnika.

Z toho vyplyva, ze v najhorSom moznom pripade budeme musiet pre kazdy den (pocet dni ozna¢me mazger,)
naozaj skontrolovat v poli¢ok a pri tom sa ani vobec neposuntt. To vedie k zlozitosti O(maz4en - v + N), ¢o je
pre najviésie mozné hodnoty zo zadania privela.

Iny pristup
Namiesto toho, aby sme simulovali jednotlivé dni, podme simulovat dopady jednotlivych omrviniek. Pomoze
nam, ze omrvikny st na vstupe zoradené podla ¢asu dopadu vzostupne — od prvej padnutej po posledni.
Predstavme si, Ze stojime na z-tom metri a na chodnik dopadla dalSia omrvinka. V zavislosti od miesta jej
dopadu vykondme jednu z nasledovnych akcii:

a) Ak dopadla do uz obsadeného tzemia, ¢iZe na meter mensi alebo rovny x, nemé zmysel nieco robit. Mravce
maji zdujem expandovaf len vpred, nie vzad.

b) Ak dopadla tak daleko, Ze na 1iu prave nedoc¢iahneme, nemd zmysel sa momentélne pokisat expandovat.
Do budtcna by sa ndm ale této informécia mohla zist, preto si ju musime niekam zapisat. Vytvorime si
pole uz_padlal[], do ktorého si na i-tu poziciu zaznac¢ime, ¢i uz na i-ty meter chodnika padla omrvinka
(uz_padlali] = true). Pole uz_padlal] bude obsahovat hodnoty typu boolean, na zadiatku st vSetky
false.

¢) Ak omrvinka dopadla pred nés, ale este stéle v nasom dosahu, budeme sa postvat dopredu. Na rozdiel od
predoslych rieSeni by sme v8ak chceli kazdy meter chodnika skontrolovat najviac raz.

Ako sa mudro posavat ?

Ked omrvinka padla niekam v rdmci ndsho dosahu, chceme sa k nej hned posunif. Ako vSak potom rychlo
najst dalsiu omrvinku v dosahu? A ako to spravit bez toho, aby sme zakazdym pytali na tie isté policka?

Na tplnom zaciatku stojime na metri 0 a vieme, ze na chodnik este nepadla ziadna omrvinka. Za¢neme
omrvinky spracovavat v poradi, v akom sa objavili na vstupe, teda podla ¢asu ich dopadu. Kym padaju dalej
ako je vzdialenost v, nevieme sa posunit dalej a iba si tieto omrvinky zna¢ime do pola uz_padlal].

Zmena nastane pri prvej omrvinke, ktord dopadne na miesto z, kde z < v. V tom momente sa mézeme
posunit na poziciu z. Z novej pozicie vSak mozno dosiahneme na omrvinky, ktoré padli skor. Mohli by sme sa
preto zacat pozeraf na nasledujtcich v poli¢ok a s pomocou pola uz_padlal[] zisfovat, ¢ sa na nich nenachédza
nejakd omrvinka. Pricom vzdy ked najdeme dalsiu omrvinku v dosahu, tak sa posunieme na jej miesto
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Uvedomme si vsak jednu déleZiti vec. AZ po meter v sa Ziadna dalSia omrvinka nenachadza. Na
zaciatku bol totiz chodnik prazdny a omrvinka, ktord padla na poziciu x bola prva omrvinka, ktora padla do
nasho dosahu. Nemusime teda kontrolovat policka = az v, staéi nam skontrolovat pozicie od v + 1 po
T + v.

Tato vlastnost naviac plati aj vo vSeobecnosti. Ak sme zastavili na metri y, pri¢om sme sa nevedeli posuntit
dalej, bolo to preto, lebo sme skontrolovali vSetky policka po y+v a na Ziadnom z nich sa omrvinka nenachéadzala.
Ked teda do n4sho dosahu padne prva omrvinka, staci kontrolovat policka zac¢inajic od pozicie y + v + 1.

Toto zlepsenie sposobi, Ze kazdy meter chodnika skontrolujeme najviac raz. Zakazdym totiz kontrolovanie
za¢neme od poslednej skontrolovanej pozicie. A kedze chodnik mé dizku n, budeme potrebovat O(n) ¢asu.

Samozrejme, zadanie po nas chcelo, aby sme vypisali pozicie, na ktorych stoja mravce v kazdy mozny den.
To vSak vieme do nasho programu lahko pridat. Ak totiZ stojime na metri z, naposledy sme tispeSne spracovali
omrvinku, ktora padla v den d; a dalSia omrvinka padne aZ v dei dy tak vieme, Ze odpoved pre dni d; az dy — 1
bude x.

Je si vSak treba uvedomit, ze velkost vystupu nestvisi s hodnotou n a jeho vypisanie ndm tiez zaberie ¢as
Gmerny pocétu vypisanych ¢isel. Ak si teda posledny den, ked padne nejakd omrvinka oznacime mazge,, tak
mozeme povedat, Ze ¢asova zlozitost naseho algoritmu je O(n + maxge, ). Pamitova zlozitost bude O(n), kedze
na naprogramovanie nam staci jedno pole dlzky n.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main ()

{

int n, v;
cin >> n >> v;

// pole obsahujuce casy kedy padli omrvinky na chodnik
// chodnik [METER] = CISLO_DNA_KEDY_ PADLA
vector<pair<int, int>> zrnka;

vector<bool> uz_padla(n+2, false);

uz_padla[n+l] = true;

// premenne ktore budeme potrebovat - kde som a v kolkom dni
// spomenute v kroku #1

int kde_som = 0;

int kam_kontroloval = 0;

int kolke_zrnko = 0;

for (int i=0; i<n; 1i++)
{
int meter, den;
cin >> meter >> den;
zrnka.push_back (make_pair (den, meter));

}

// pamatame si aj cislo dna, pretoze vzdy ked spracujeme niekolko zrniek,
// potrebujeme vypisat udaj, na akej pozicii sa prave nachadzame.
// - takze spracuvavaj zrnka az pokial dalsie zrnko uz nepatri
// do dalsieho dna. Cyklus JOZEF vtedy skonci, vypiseme vysledok pre dany den
// a zase spustime JOZEFa nech sa cykly pre zrnka z nasledujuceho dna
for (int den=0; kde_som < n+l; den++)
{
while (zrnkalkolke_zrnko].first == den) // cyklus JOZEF
{

int kam_padlo = zrnkalkolke_zrnko].second;

// dva krat s tym istym zrnkom robit nechceme!
kolke_zrnko++;

if (kam_padlo <= kde_som)
// pripad A - padlo niekam za nas - a teda nas nezaujima
continue;

else if (kam_padlo > kde_som + v)

{
// pripad B - padlo niekam za nas aktualny dosah
// zapiseme si to, bude nam to treba neskor
uz_padla[kam_padlo] = true;
continue;

else

// padlo niekam v nasom dosahu
// takze urcite sa chceme hned nanho presunut
kde_som = kam_padlo;

// vsimnite si tieto dve podmienky vo WHILE cykle

// vyhladavam len od miesta poslednej kontroly po aktualny dosah A ZAROVEN
// vyhladavam pokial som uz nekontroloval koniec chodnika —-> to

// by znamenalo, ze uz dokazeme koniec chodnika dosiahnut a tym padom
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// sme vyhrali a uz nic vyhladavat nemusime

while (kam_kontroloval < kde_som+v && kam_kontroloval < n+l)

{
// skontroloval som policko - takze hranicu kontroly mozem posunut
// o policko dalej
kam_kontroloval++;

// kontrolujem prave policko, na ktore sme si predtym zaznacili,
// ze padlo zrnko
// tak rovno na to policko skocime!
if (uz_padla[kam_kontrolovall)
kde_som = kam_kontroloval;

}

cout << kde_som << endl;

Erik a Mério
3. Korman je gurman (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nagou tulohou je usporiadaf pole ¢isel od najmensieho po najviiésie len pomocou toho, Ze budeme ¢isla
prenéasSat na zaciatok pola. Presnejsie povedané, chceme zistit, na kolko najmenej takychto operacii sa d4 nase
pole usporiadat.

V tomto vzoraku si v prvej Casti predstavime zékladné pozorovania potrebné pre vyriesenie tejto ulohy
— popisy vasich rieSeni by mohli obsahovat aspoii hrubo zvyraznené myslienky. V druhej éasti si ukézeme,
ako sa da jednoducho vypocitat rieSenie v ¢ase O(n), ak vstup obsahuje len ¢isla 1 az n a ako sa da toto
rieSenie zovSeobecnif pomocou triedenia na Iubovolné pole a dostat riesenie v ¢ase O(nlogn). Ak vas zaujima
len optimalne rieSenie, moZete po precitani prvej Casti preskocit na posledni ¢ast, kde si ukdzeme, ako ziskat
Casovu zlozitost O(n) pomocou zdsobnika.

Myslienka rieSenia

Prvé pozorovanie, ktoré nam pomoze pri rieseni, je, ze kazdé pole dlzky n vieme usporiadat s pouzitim n
operacii. Najprv presunieme na zacdiatok najviicsie ¢islo, potom druhé najvicsie, potom tretie, atd. Na konci
postupu tak prelozime na zaciatok najmensie ¢islo a dostaneme usporiadané pole.

se XX

Pri takomto postupe ale robime niektoré operacie zbytocne. Mozeme si vSimnut, Ze najvicésie €islo nikdy
prekladat nemusime. Ak totiz prelozime ostatnych n — 1 ¢isel, najviicsie éislo bude na konci pola — teda tam,
kde mé4 byt.

Podobne si mézeme vsimnit, ze ak je druhé najvicsie ¢islo nalavo od najvicSieho, ani toto ¢islo prestuvat
nemusime, lebo ked vykondme zvysnych n— 2 operacii (presunieme na zaciatok tretie najvicsie, Stvrté najviicsie,
..., najmensie) tak bude pole usporiadané. Tato tivahu moézeme zovseobecnit.

Predpokladajme, ze k najvicsich ¢éisel je na vstupe v spravnom poradi (k-te najvicsie je nalavo od (k — 1)-
vého najvicsieho, to je nalavo od (k — 2)-hého, ...). Potom nam sta¢i postupne presunit zvys$nych n — k &isel,
teda urobime n — k operacii.

Ak je naSe k najvii¢sie mozné (teda (k + 1)-vé najviicsie ¢islo je uz napravo od k-teho), tak sa pole nedd
utriedif na menej ako n — k operacii. Niekedy totiz musime presuntt (k + 1)-vé najvicsie ¢islo, aby sme ho
dostali nalavo od k-teho. A potom budeme uZ musiet prelozif aj vSetky mensie ¢isla aby sme ich dostali
pred neho. To znamenad, ze kazdé z n — k najmensich ¢isel musime aspon raz presunat.

Zoberme si ako priklad postupnost: 5,6,3,7,2,1,4. Tri najviicsie ¢isla st v spravnom poradi (5 je nalavo od
6 a 6 od 7), teda najviésie mozné k je 3. Cislo 4 niekedy uréite presuntit musime, aby sme ho dostali nalavo od
5. Potom musime na zaciatok poprestuvat aj vSetky mensie éisla: 3,2, 1.

Na vyrieSenie tlohy ndm teda staci ndjst najvicsie také k, ze k najvicsich éisel je na vstupe v spravnom
poradi, a potom vypisat hodnotu n — k. Otazkou stéle zostéva, ako zistif hodnotu k.

RieSenie pre Cisla 1 az n

V polovici vstupnych sad platilo, ze na vstupe sa nachédza n-prvkové pole ¢isel 1 az n. Pri takychto vstupoch
vieme hned povedat, Ze najvicsie ¢islo bude n, druhé najvicsie n — 1, atd.

Mohli by sme teda pre kazdé ¢islo od n po 1 zistovat, ¢i sa nalavo od neho nenachédza vicsie ¢islo, ¢im by
sme dostali algoritmus s ¢asovou zloZitostou O(n?).

Efektivnejsie vSak bude priamo zostrojit postupnost k najvicsich ¢isel. Pole raz prejdeme sprava dolava a po-
stupne budeme hladat ¢isla od najvéicésieho po najmensie. Aktuédlne hladané ¢islo si ozna¢ime ako hladane_cislo.
Najprv hladame ¢islo n. Vzdy ked ndjdeme hladane_cislo, dalej hfaddme najvicsie mensie ¢islo, teda hladane _cislo
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zmensime o 1. Takto pokracujeme az kym neprideme na zaciatok pola. Popritom si poc¢itame, kolkokrat sme
nasli a zmensovali hladane_cislo — tento podet je nase hladané k.

Takéto rieSenie ma Casovl aj pamitovi zlozitost O(n), lebo len raz prejdeme celé pole a v pamiiti drzime
len jedno pole dlzky n a zopar jednoduchych premennjch.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin >> n;
vector<int> pole(n);
for (int i=0; i<n; 1i++) {
cin >> pole[i];

}
int k = 0, hladane_cislo = n;

for (int i=n-1; i>=0; i--) {

if (pole[i] == hladane_cislo) {
hladane_cislo——;
kt+;

}

cout << n - k << endl;
return 0;

VyuZitie tej istej myslienky pre pole lubovolnych é&isel

Predosle riesenie fungovalo len ak pole malo ¢isla od 1 po n, lebo sme predpokladali, Ze maximum je n,
druhé najviicsie ¢islo je n — 1 atd. Ak mame v poli lubovolné ¢&isla, nevieme, ktoré je najviicsie, druhé najvicsie
atd.

RieSenie pre ¢isla od 1 po n vSak vieme jednoducho upravit. Trik spocdiva v tom, Ze si vytvorime este jedno
pole, nakopirujeme doii ¢isla zo vstupu a usporiadame ho vzostupne. Ak velmi nepoznéte triediace algoritmy,
odporiéame preéitat si o nich v kucharke a v odkazoch z nej®. Pri rieseni tejto tilohy ndm bude stagit vediet,
7Ze pole n prvkov vieme efektivne usporiadat v ¢ase O(nlogn).

Pomocou usporiadaného pola uz vieme rychlo zistovat, aké je i-te najvicie ¢islo — maximum je na indexe
n — 1 (ak pole indexujeme od 0), druhé najvicsie na indexe n — 2, atd. Vieme teda pouzit rovnaky algorit-
mus ako v predoslom rieSeni s jednou drobnou zmenou: prezerany prvok pola neporovnavame s hodnotou v
premennej hladane_cislo ale s prvkom utriedeného pola s indexom index_hladaneho_cisla. V rieseni teda
znova, prechadzame vstupné pole od konca a ak je prezerané &islo prave to hladané, zmensime ukazovatel
index_hladaneho_cisla o 1.

Optimalne triedenie mé ¢asova zlozitost O(nlogn), a po utriedeni vykondvame len algoritmus z predosle;
Casti, ktory bezi v linedrnom ¢ase O(n). Celkovo je teda ¢asové zlozitost O(nlogn+n) = O(nlogn). Paméfova
zlozitost je O(n), lebo potrebujeme 2 polia dizky n.

Listing programu (Python)

n
A

int (input ())
[int (x) for x in input () .split ()]

B = sorted(RA)

index_hladaneho_cisla = n-1
k=0
# do ‘a‘ si postupne priradzujme prvky pola a prechadzame pole od konca
for a in A[::-1]:
if a == B[index_hladaneho_cisla]:
index_hladaneho_cisla -= 1
k +=1

print (n - k)

Optimalne rieSenie

KedZe pri rieSeni tilohy musime minimélne preéitat cely vstup, Ziadne rieSenie nemoze byt rychlejsie ako O(n).
Ak teda vymyslime algoritmus s linedrnou zlozitostou, budeme si isti, Ze je najlepsi mozny (ak porovnavame

Shttps://www.ksp.sk/kucharka/triedenie/
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algoritmy asymptotickou ¢asovou zlozitostou?).

Predoslé riesenie ndm spomalovalo triedenie, ktoré sme potrebovali na to, aby sme vedeli uréit hladané i-te
najvicsie ¢islo. Ak mierime na zlozitost O(n), musime sa triedeniu vyhnat a ideédlne vyriesit tlohu len jednym
prechodom cez pole.

Vratme sa v tvahach spif k myslienke “niekde v poli bude usporiadana podpostupnost niekolkych najvicsich
¢isel a prave tieto ¢isla nemusime presuvat”. V predoslych rieSeniach sme najprv zistili, ktoré si1 to tie najvicsie
isla a potom sme konkrétnu postupnost odzadu hladali vo vstupnom poli. Pokiisme sa teraz zacat prechidzat
pole od konca, bez toho, aby sme vedeli ¢o hladdme. Priebezne si budeme udrzovat kandidatsku podpostup-
nost — postupnost najvicsich doteraz videnych éisel, ktoré boli vzdjomne dobre usporiadané. Na uchovévanie
kandidatskej podpostupnosti pouZijeme zasobnik®.

Vstupné pole budeme prechadzat sprava dolava, a postupne si budeme éisla vkladat do zasobnika. Predtym,
nez vlozime nové ¢islo x do zasobnika, z jeho vrchu postupne odstranime vsetky cisla, ktoré st mensie ako x.
To nam zabezpedi, ze v zasobniku budt éisla usporiadané — na spodku bude najvicsie doteraz videné &islo. Ked
prejdeme celé pole, tak na spodku bude najvicsie ¢islo. Druhy prvok odspodu bude najvicsie ¢islo, ktoré bolo
nalavo od maxima. Treti prvok odspodu bude najvicsie ¢islo, ktoré bolo este viac nalavo, atd.

Zésobnik teda bude obsahovat niekolko najvicsich, dobre usporiadanych ¢isel, no moze obsahovat aj ¢isla,
ktoré musime prestvat. Pozrime sa na priklad 1,5,3,7,2,6,8,4. Po prejdeni celého pola ostane v zisobniku
podpostupnost 1, 5,7, 8. Cislo 6 ale musime pri usporiadavani prelozit na zadéiatok a tak budeme musief prelozif
aj 5 a 1, ktoré zostali v zasobniku. Na to, aby sme dostali nasu ziadani postupnost nehybnych ¢isel, musime
teda zo zasobnika odstranif vsetky c¢isla, ktoré sii mensie ako najviicésie odstranené éislo.

Mozeme si v8imnut, Ze ¢isla odstranené zo zasobnika pocdas prechodu pola su vlastne tie ¢isla, ktoré bolo
nutné presuntt, lebo nalavo od nich sa nachidzalo nejaké vicsie ¢islo. Cisla odstranené zo zasobnika na zaver
su tie ¢isla, ktoré bolo nutné presuniut, lebo sa pred nich dostalo nejaké vicsie éislo.

Celkovy pocet potrebnych presunov je teda pocet ¢isel odstranenych zo zasobnika, alebo jednoducho n minus
pocet Cisel v zasobniku.

Toto rieSenie bude mat ¢asovu zlozitost O(n), lebo prechddzame celé pole len raz a kazdé ¢islo do zasobnika
vlozime préve raz a odstrdnime ho najviac raz. Pamétova zlozitost zostdva O(n), kedze potrebujeme len pole
dlzky n a zasobnik dlzky najviac n. Za toto riesenie ste mohli dostat plny pocet bodov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <stack>
#include <vector>

using namespace std;

int main() {
int n;
cin>>n;
vector<int> pole(n);
for (int i=0; i<n; 1i++) {
cin >> pole[i];

}

int vyhodene_maximum = -1;
stack<int> zasobnik;

for (int i=n-1; i>=0; i--) {
while ((!zasobnik.empty()) && (zasobnik.top() < pole[i])
vyhodene_maximum = max (vyhodene_maximum, zasobnik.top
zasobnik.pop () ;

{
0

}
zasobnik.push (pole[i]);
}

while ((!zasobnik.empty()) && (zasobnik.top() < vyhodene_maximum)) {
zasobnik.pop () ;
}

cout << n - zasobnik.size() <<endl;
return 0;
}
Miso
4. Ondrej odpuista (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ulohou bolo ¢o najrychlejsie zistif k-tu cifru v Zajovom zogite. Tam sa jedno za druhym nachadzaji vietky
prirodzené ¢isla, v ktorych sa nenachadza cifra 5, po¢inajuc jednotkou.

“https://www.ksp.sk/kucharka/zlozitost1/
Shttps://www.ksp.sk/kucharka/stack_queue_deque/
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Keby sme nemuseli vynechdvat tu pétku, tak by to bolo lahsie, nemyslite?

Ako sa vysporiadat s patkou

Vynechévanie pétky ndm nerobi az taky velky problém. V prvom rade si uvedomme, Ze vynechavame
vietky celé é&isla, ktoré obsahuju cifru p#tf. Nevynechévame len jednotlivé cifry.

Tym sa dostavame docinenia s prirodzenymi ¢islami, ktoré sa skladaju z cifier 0,1,2,3,4,6,7,8,9.

Vidite to? Devit roznych cifier. Ida jedna po druhej. Po 2 ide 3, po 4 ide 6.

V skutoc¢nosti jedname s ¢islami zapisanymi v deviatkovej sustave!

Aby to bolo zrejmejsie, stadi cifry 6,7,8,9 prepisat na cifry 5,6,7,8. Tym sa redlne ni¢ nezmeni, len sme si
premenovali cifry. Teraz uz pracujeme s ciframi 0,1,2,3,4,5,6,7,8.

Trosku praktickej ukazky. Podme zistit, ktoré ¢islo (celé ¢islo, nie len cifra) je 31728-té v poradi v Zajovom
zosite. Najprv musime zistit, ktoré prirodzené ¢islo je 31728-té v deviatkovej sustave. To zistime jednoducho tak,
7e prepiseme desiatkové ¢islo 317281 do deviatkovej stistavy. Dostaneme 474639. Teraz sme dostali hfadané ¢islo,
len v skutocnej deviatkovej stistave. Skutocéné deviatkova ststava v podstate vynechéva cifru 9, my vynechavame
cifru 5. Preto musime cifry vicsie ako 4 zviicsit o jedna. Hladanym ¢islom je teda ¢islo 48473.

Hruba sila

NajjednoduchSie riesenie je priamodiaré generovanie jednotlivych cifier, az kym nevygenerujeme hladant
cifru, ktort nésledne vypiseme ako vystup. Postupne ideme cez prirodzené ¢isla od 1. Kazdé skonvertujeme do
deviatkovej stustavy a dané cifry pripiSeme na koniec pola, kde si pamétame vSetky cifry v Zajovom zoSite v
otdzku na vstupe, prestaneme generovat a vypiseme odpoved. KedZe cifry v Zajovom zosite su vzdy také isté,
dané pole cifier si mdZzeme pamétat medzi otdzkami, ¢im si uSetrime kopu ¢asu, ktory by sme zabili generovanim
tych istych cifier viac kréat.

Aka je asova zloZitost tohto rieSenia? Kazdu cifru musime osobitne vygenerovat a umiestnit do pola.
Ak chceme povedat ako vyzerd k-ta cifra, musime vygenerovat vSetkych prvych k cifier. Kedze si vSak pole
pamiitdme medzi otdzkami, kazdu cifru vygenerujeme len raz. Casova zlozitost je preto O(n+ k), kde n je pocet
otazok a k je maximalna cifra v otazke.

Takato ¢asova zlozitost je dostatoénd pre prva sadu vstupov. Je viak celkom zrejmé, Ze pri k& = 10'® nam
to uz stacif nebude.

Chytré triky na druhu a tretiu sadu

V zadani bolo napisané, ze druht a tretiu sadu vstupov sa dalo riesif nejakymi trikmi. A je to pravdal

V druhej sade si musime v§imnut doleziti vec: existuje len 257 moznych otézok. Mézeme si teda vSetky
tieto vstupy dopredu predratat na vlastnom podcitaéi s neobmedzenym casovym limitom. Potom ich napiSeme
priamo do zdrojového kédu programu a okamzite ich vypiSeme na poziadanie.

V tretej sade tiez nie je vela moznjch vstupov: 10°. To uz je vsak privela na to, aby sme ich pisali na
tvrdo do zdrojového kédu. V&imnime si vSak inti vec. Mame doéinenia s ciframi s indexami od 10% do 10° + 10°.
Vsetky cifry sa nachddzaji vnitri 9-ciferngch ¢isel v Zajovom zosite. (Ak neverite, overte si). Spo¢itanim poctov
cifier v jednotlivych radoch (jednociferné, dvojciferné, ...) vypoéitame, Ze prva cifra nachddzajtica sa v prvom
9-cifernom disle je cifra ¢islo 338992928.

A teraz prichadza velkd mySlienka. Jedname iba s ciframi 9-cifernych &isel a vieme, ktord cifra je prva cifra
prvého 9-ciferného éisla. Teda, ked dostaneme &islo cifry, ktortt mame vypisat, vieme lahko vypodcitat, v ktorom
9-cifernom ¢isle sa tato cifra nachadza.

Napriklad, povedzme, Ze méame vypisat cifru ¢islo 1000008371. Odéitanim 1000008371 — 338992928 =
661015443 zistime, kolkatd cifra v 9-cifernych ¢éislach to je. Teraz, kedze vSetky 9-ciferné ¢isla st rovnako dlhé,
celoc¢iselnym delenim 661015443/9 = 73446160 vypocitame, v kolkatom 9-cifernom ¢isle sa této cifra nachadza.
Je to ¢islo 263173164 (v deviatkovej sustave). Ako sme uz raz spravili, kedze my vynechavame cifru 5, popo-
stivame vietky cifry vicsie ako 4 o jedna a jedna sa teda o ¢islo 273183174 v Zajovom zosite. Dalej, pomocou
zvy$ku po deleni 661015443 mod 9 = 3 Tahko zistime, Ze hladan4 cifra je §tvrtd v danom ¢isle. Spravna odpoved
je teda 1.

Vzorové riesenie

Od triku, ktory sme pouzili v tretej sade ndm ostava uz len krocik k vzorovému rieseniu. V tretej sade ndm
pomohlo, Ze sme vedeli kolko ciferné je ¢islo, v ktorom sa nachddza hladané cifra. Nevedeli by sme tito
informAciu vypoéitat pre Iubovolni cifru? Samozrejme, vedeli.
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Staci, ked si predpocitame indexy prvych cifier v kazdom rade: v 1-cifernych, 2-cifernych, 3-cifernych, a tak
dalej, az po 18-ciferné (s vii¢Simi totiz nebudeme mat do ¢inenia). Potom, ked dostaneme index cifry, ktorej
hodnotu méme vypisat, staci zistit, medzi ktorymi dvoma zaciatkami sa jej index nachadza a podla toho zistime,
v kolkocifernom ¢éisle ju hfadaf. Napriklad, cifra s indexom 4321 sa nachddza v nejakom 4-cifernom ¢&isle, pretoze
prvéa cifra zo Stvorciferného ¢isla ma index 2096 a prva cifra 5-ciferného ¢isla ma index 25424. Index 4321 sa
nachadza medzi tymito dvoma zaciatkami, preto vieme, Ze sa jedna o cifru 4-ciferného ¢isla.

Ked zistime, v kolkocifernom ¢isle sa hladan4 cifra nachddza, pouZijeme rovnaky postup, ako pri tretej sade,
len ho zovSeobecnime na fubovolny pocet cifier.

Casova zloZitost

Aka je Casova zlozitost tohoto riesenia? Pre kazd( otdzku potrebuje spravit tri veci:

1. N&jst rad ¢isla, v ktorom sa nachadza dané cifra.
2. Vypocitat, v ktorom &isle sa dané cifra nachidza.
3. Vypocitat, kolkatd cifra to je, ¢im uz vieme vypodcitat konkrétnu cifru.

Casova zlozitost krokov 2. a 3. je jasna: O(1). Kolko nam trva najst rad cifry? Vzhladom na limity na velkost
vstupu, pocet moznych radov je najviac 18. Pre zjednoduSenie mozeme teda povedat, ze néjst rad trva O(1).

Pokial by v8ak velkost ¢isel na vstupe bola neobmedzend, museli by sme zapocitat aj nejaké logaritmy
navySe. Takéto logaritmy by sme v8ak museli potom zapoéitat aj do krokov 2. a 3.

Celkova ¢asova zlozitost je teda O(n).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

long long devat_nal[l8];
long long zaciatok_i_cifernych[19];

void predrataj()
{
devat_nal[0] = 1;
for (int i=1; 1<18; i++)
{
devat_na[i] = devat_nal[i-1] % 9;

}

long long cifier_zatial = 0;

for (int i=1; i<=18; 1i++)

{
zaciatok_i_cifernych[i] = cifier_zatial;
long long pocet_i_cifernych = 8 % devat_na[i-1];
cifier_zatial += pocet_i_cifernych x i;

}

vector<int> do_deviatkovej_sustavy (long long x)
{
vector<int> vysledok;
while (x > 0)
{
vysledok.push_back(x % 9);
x /= 9;
}
reverse (vysledok.begin (), vysledok.end());
return vysledok;

int main()
predrataj();

int n;
cin >> n;
for (int test = 0; test < n; test++)
{
long long k;
cin >> k;
int kolko_ciferne;
for (int i=18; i>=1; i--)
{
if (zaciatok_i_cifernych[i] <= k)
{

kolko_ciferne = i;
break;
}
}
long long kolke_i_ciferne = (k - zaciatok_i_cifernych(kolko_ciferne]) / kolko_ciferne;

long long ake_cislo = devat_nal[kolko_ciferne-1] + kolke_i_ciferne;

vector<int> v_deviatkove] = do_deviatkovej_sustavy (ake_cislo);
int kolka_cifra = (k - zaciatok_i_cifernychl[kolko_ciferne]) % kolko_ciferne;
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if (v_deviatkovejlkolka_cifra] >= 5)
( printf("%d\n", v_deviatkovejlkolka_cifral+1l);
;lse
( printf("%d\n", v_deviatkovejlkolka_cifral);
: }

return 0;

Buj
5. Lenivé prasa (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Reprezentacia vyrazu

S vyrazom chceme vediet robit rotécie. Ak by sme ale pracovali s jeho textovou reprezentaciou, tak by sme
zistili, Ze je to dost neSikovné.

Zamyslime sa nad tym, ¢o to je kompletne uzatvorkovany vyraz. Je to bud a, alebo (A + B) pre nejaké
kompletne uzatvorkované podvyrazy A, B. Teda ak sme kompletne uzatvorkovany vyraz, musime si pamitat,
¢i sme prvého alebo druhého typu. A ak sme druhého typu, tak si musime tiez paméitat favy podvyraz a pravy
podvyraz. Z tejto ivahy vidno, Ze sa na vyrazy d4 pozerat ako na binarne stromy: koreri reprezentuje cely vyraz,
lavy syn reprezentuje lavy podvjraz a pravy syn reprezentuje pravy podvyraz.

Napriklad vyrazu (a + a) 4+ (a + (a + a)) prislticha nasledujici strom:

Na strome vieme rotaciu implementovat jednoducho: vrcholy pospdjame hranami trochu inym sposobom.
Na obrazku nizsie ilustrujeme rotacie v oboch smeroch.

Listing programu (C++)

struct Vrchol {
int id = -1;
Vrchol* synovia[2] = {NULL, NULL}; // 0 lavy, 1 pravy
Vrchol* otec = NULL;

int smerKu (Vrcholx syn) {
// vrati smer k zadanemu synovi
if (synovia[0] == syn) return 0O;
if (synovia[l] == syn) return 1;
}
bool jeLlist () {
return (synovia[0] == NULL) && (synovia[l] == NULL);
}
void nastavSyna (Vrchol* novy, bool smer) {
// uprav sebe linku na syna, a novemu synovi linku na otca
novy->otec = this;
synovia[smer] = novy;
}
void zrotuj(bool smer) {
// zrotuje okolo tohto vrcholu, 0 dolava, 1 doprava
Vrchol* povodnyOtec = otec;
Vrcholx novyOtec = synovial!smer];
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Vrchol* novySyn = novyOtec->synovial[smer];
nastavSyna (novySyn, !smer);
novyOtec->nastavSyna (this, smer);
if (povodnyOtec != NULL) {
povodnyOtec->nastavSyna (novyOtec, povodnyOtec->smerKu (this));
}
else {
novyOtec—>otec = NULL;
}

Ako ale z textove]j reprezenticie dostaneme reprezentaciu stromovi? Tejto otdzke je venovand nasledujtca
v i
cast.

Parsovanie

Kedze taziskom tlohy nie je parsovanie, uvedieme tu iba rychly algoritmus, ktory nam z textovej reprezentécie
vyrobi strom v ¢ase O(n).

Myslienka je takd, Ze budeme strom vyrébat od koreria k listom, rekurzivne. Predstavme si, Ze ndm zo vstupu
postupne prichddzaju znaky vyrazu, a my si chceme postupne vybudovat jeho strom. Mame niekolko moznosti:

e Bud je prvy znak vyrazu a, v takom pripade je nas vyraz urcite a. Jemu prislichajuci strom pozostava
iba z jedného vrcholu.

e Alebo je prvy znak (. Potom je vyraz je zlozeny, teda mé tvar (A 4+ B) pre nejaké podvyrazy A a B.
Uvedomme si, Ze dalej na vstupe dostaneme podvyraz A, potom +, potom podvyraz B a nakoniec ). Staci
nam preto rekurzivne vybudovat strom pre A (pri¢om ho cely prec¢itame), potom pre¢itame +, rekurzivne
zostrojime strom pre B, a nakoniec preditame ). Stromy zavesime pod spolo¢ny koren reprezentujici
precitané +.

Listing programu (C++)

using namespace std;

Vrchol* parsuj(string& vyraz, int& pozicia, inté& volneId) {
if (vyraz[pozicial == "a’) { // podvyraz ’a’
poziciat++;
return new Vrchol;
}
// zostrojime stromy pre lavy a pravy operand
pozicia++; // precitame ’ ('
Vrchol* lavy = parsuj(vyraz, pozicia, volneld);
int id = volneId;
volneId++;
pozicia++; // precitame '+’
Vrcholx pravy = parsuj(vyraz, pozicia, volneId);
pozicia++; // precitame ’)’

// vyrob vrchol, ktoreho podstrom reprezentuje tento podvyraz
Vrcholx ja = new Vrchol;

ja->id = id;

ja->nastavSyna (lavy, 0);

ja->nastavSyna (pravy, 1);

return ja;

}

Vrcholx parsuj(string& vyraz) {
int pozicia = 0, volnelId = 0;
return parsuj(vyraz, pozicia, volneId);

Kazdy znak vjrazu preéitame iba raz, preto je ¢asova zlozitosf algoritmu linearna od dlzky vyrazu, teda
O(n). Pamitova zlozitost je O(n).

Rotovanie

Vsetky nase algoritmy, pomalé ¢i rychle, budi zalozené na nasledovnom pozorovani: ked na strom pouzijeme
rotaciu, vhodnou rotéciou sa vieme vratit k pévodnému stromu (vid obrazok vyssie).

Nemusime teda priamo upravovat vyraz A na B, sta¢i ndm oba vyrazy upravit na ten isty tvar C (tvar C
budeme volat normdlny tvar ). Na upravu B na C sa potom pozrieme odzadu, ¢im dostaneme tpravu C na B.
Spolu s tpravou A na C ndm to dokopy d4 hladant tpravu A na B.

Tvar C chceme z vyrazov uréit jednoznacne. Je prirodzené za tento normdiny tvar zvolit najlavejsie uzdt-
vorkovanie vyrazu, teda ((((...+a) + a) + a) + a). Tomu zodpoveda nasledovny strom:
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(Rovnako dobre by sme ale mohli pouzit najpravejsie uzdtvorkovanie, teda (a + (a + (a+ (a +...)))).)

Pomalé rotovanie

Chceme upravit vyraz (A + B) na normélny tvar. Tazko sa ale rozmysla nad pripadom, ked A a B mozu
byt Tubovolné. Ak by A a B mali nejaky konkrétny tvar, tak by sa ndm s nimi mozno lahsie pracovalo. Uz sa
tu spominali normélne tvary, ak by sme uvazovali tie, tak by sme mali navySe t4 vyhodu, Zze A a B by sme do
nich vedeli dostat rekurzivne.

Predstavme si preto, ze by A bol v najlavejSom uzdtvorkovani a B v najpravejSom. (Ako uvidime, takéato
volba bude viest k tomu, Ze veci budi vychaddzat pekne.) Teda cely vyraz vyzera nasledovne:

l r

((((...+a)+a)+a)+a)+(a+ (a+ (a+ (a+...)))))

kde [ oznacuje pocet a-¢ok v A a r oznacuje pocet a-Cok v B. Co sa s vyrazom stane, ak by sme spravili
rotaciu dolava na + spajajicom A a B? Dostali by sme

1+1 r—1

(... +a)+a)+a)+a)+(a+ (a+ (a+ (a+...)))))

Teda vhodnym pocétom rotacii dolava vieme na$ vyraz dostat do najlavejsicho uzatvorkovania. Podobne
vhodnym poétom rotacii doprava vieme vyraz dostat do najpravejsieho uzétvorkovania. Co je presne to, ¢o
chceme docielit.

Predpokladali sme ale, Ze podvyraz A je v najlavejSom uzétvorkovani a B v najpravejSom. To vo viiésine
pripadov neplati, ¢o s tym? Stac¢i ich na zaciatku rekurzivne upravif na pozadovany tvar.
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Listing programu (C++)

#include <iostream>

#include <queue> // deque
#include "tree.cpp” // reprezentacia vyrazu
#include "parse.cpp” // parsovanie

using namespace std;

void doNormalnehoTvaru (Vrcholx koren, deque<pair<int, char> >& rotacie, bool inverz, bool smer)
// Da strom do najlavejsieho/najpravejsieho uzatvorkovania (podla
// <smer>), a postupnost rotacii prida do <rotacie>. Ak

// <inverz> == true, tak tam prida namiesto toho inverznu postupnost.
if (koren->jelList ()) {
return;

}
doNormalnehoTvaru (koren->synovia[0], rotacie, inverz, 0);
doNormalnehoTvaru (koren->synovia[l], rotacie, inverz, 1);
while (!koren->synovial!smer]->jelList()) {
koren->zrotuj (smer) ;
if (inverz) {
rotacie.push_front ({koren->otec->id, (smer ? 'L’ : 'R’)});
}
else {
rotacie.push_back ({koren->id, (smer ? 'R’ : ’'L’)});
}

koren = koren->otec;

}

void vyries (Vrchol* stroml, Vrcholx strom2, deque<pair<int, char> >& rotacie) {
// Do <rotacie> ulozi postupnost rotacii, ktora upravi <stroml>
// na <strom2>.
doNormalnehoTvaru(stroml, rotacie, false, 0);
deque<pair<int, char> > rotacie2;
doNormalnehoTvaru (strom2, rotacie2, true, 0);
for (int i = 0; 1 < (int)rotacie2.size(); i++) {
rotacie.push_back (rotacie2[i]);
}
}

void pridajVonkajsieZatvorky (string& vyraz) {

if ((int)vyraz.size() > 1) {
vyraz = ' (' + vyraz + ')’;
}
}
int main() {
int t;

cin >> t;
for (int test = 0; test < t; test++) {
// nacitame vyrazy a vyrobime stromove reprezentacie
string vyrazl, vyraz2;
cin >> vyrazl >> vyraz2;
pridajVonkajsieZatvorky
pridajVonkajsieZatvorky
Vrcholx stroml = parsuj
Vrcholx strom2 = parsuj

vyrazl)
vyraz2)
vyrazl);
vyraz2);

7
7

// vyriesime a vypiseme
deque<pair<int, char> > rotacie;
vyries (stroml, strom2, rotacie);
cout << rotacie.size() << ”\n";
for (int 1 = 0; i < (int)rotacie.size(); 1i++) {
cout << rotaciel[i].first + 1 << ”.” << rotacie[i].second << ”\n”;
}
}

return O;

Nasa rekurzivna funkcia sa zavold do kazdého vrcholu stromu prave raz, pricom v kazdom volani urobime
nanajvys O(n) roboty. To znamend, Ze urcite nerobime dokopy viac ako O(n?) roboty. Ukazuje sa, Ze na
najhorsich vstupoch® naozaj urobime az kvadraticky vela prace, teda ¢asova zlozitost je ©(n?). Pamitova

zlozitost je O(n), nakolko pracujeme iba so stromom vyrazu.

Rychle rotovanie

Najprv algoritmus popiseme a potom ukazeme, preco je rychly.

Ak ma& strom iba jeden vrchol, tak uz je v najlavejSom uzatvorkovani (reprezentuje vyraz a). V opa¢nom

pripade je koren +, ma Tavého aj pravého syna. Vtedy urobime nasledovné:

1. Kym plati, Ze pravy syn korefia nie je list (pravy podstrom korefia obsahuje aspori dva vrcholy), robime
rotacie dolava okolo aktudlneho korena. Pri kazdej takejto rotécii sa ndm zmeni koren, pricom novy koren
bude mat pravy podstrom o nieo mensi, nez mal ten stary. Po kone¢nom pocte krokov teda prideme k

stromu, kde je pravy syn korefia list (zodpovedajtci vyraz mé tvar (4 + a)).

2. Lavy podstrom korefia rekurzivne upravime na najlavejsie uzdtvorkovanie.

6Priklad zlého vstupu je “cik-cakovy” strom, ktory dostaneme z vyrazu (a+ ...((a + ((a + (a + a)) + a)) + a)) - - - + a)).

{
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Listing programu (C++)

#include
#include
#include
#include

<iostream>

<queue> // deque

"tree.cpp” // reprezentacia vyrazu
"parse.cpp” // parsovanie

using namespace std;

void doLavehoTvaru (Vrchol* koren,

while
if

}

(!pivot—->jeList ()) {
(!pivot->synovia[l]->jeList ()) {

pivot->zrotuj(0);
if (inverz) {
rotacie.push_front ({pivot->otec->id, 'R’});
}
else {
rotacie.push_back ({pivot->id, 'L’});
}

pivot = pivot->otec;

else {

}

pivot = pivot->synovial[0];

deque<pair<int, char> >& rotacie,

bool inverz)
// Da strom do najlavejsieho uzatvorkovania, a postupnost rotacii

// prida do <rotacie>. Ak <inverz> == true, tak tam prida
// namiesto toho inverznu postupnost.

Vrcholx pivot = koren;
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}

void vyries (Vrchol* stroml, Vrcholx strom2, deque<pair<int, char> >& rotacie) {
// Do <rotacie> ulozi postupnost rotacii, ktora upravi <stroml>
// na <strom2>.
doLavehoTvaru(stroml, rotacie, false);
deque<pair<int, char> > rotacie2;
doLavehoTvaru (strom2, rotacie2, true);
for (int 1 = 0; i < (int)rotacie2.size(); i++) {
rotacie.push_back (rotacie2[i]);
}
}

void pridajVonkajsieZatvorky (string& vyraz) {
if ((int)vyraz.size() > 1) {
vyraz = ' (' + vyraz + ')’;
}
}

int main() {
int t;
cin >> t;
for (int test = 0; test < t; test++) {
// nacitame vyrazy a vyrobime stromove reprezentacie
string vyrazl, vyraz2;
cin >> vyrazl >> vyraz2;
pridajVonkajsieZatvorky (vyrazl);
pridajVonkajsieZatvorky (vyraz2);
Vrcholx stroml = parsuj(vyrazl);
Vrcholx strom2 = parsuj(vyraz2);
// vyriesime a vypiseme
deque<pair<int, char> > rotacie;
vyries (stroml, strom2, rotacie);

cout << rotacie.size() << “\n”;
for (int 1 = 0; i < (int)rotacie.size(); 1i++) {
cout << rotacie[i].first + 1 << ”_.” << rotacie[i].second << ”\n";
}
}
return 0;

Preco je tento algoritmus rychly? Pozerajme sa v priebehu algoritmu na lavi diagondlu — tak budeme volat
mnozinu vrcholov, ktoré vieme dosiahnut z korena tak, Ze sa niekolkokrat presunieme po hrane do lavého syna.

Vrchol, okolo ktorého rotujeme (teda koren podstromu spracovavaného v aktudlnom volani nasej rekurzivne;j
funkcie), lezi vzdy na tejto diagondle. Pri kazdej rotécii sa pocet vrcholov na tejto diagondle zvicsi o 1 (rozmyslite
si). Pocet vrcholov na diagonale nemoze byt vicsi, ako pocet vrcholov stromu n, teda spravime nanajvys n rotécii.
Casova zlozitost je preto O(n). Pamitova zlozitost je O(n).

Zaba
6. Azijec a tovaren na cokoladu (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prvy krok k rieSeniu je vZdy poriadne si precitat zadanie a zistit, ¢o od nas vlastne chce. V tomto pripade
je tento krok obzvlast dolezity, lebo zadanie je pomerne komplikované. Sktsme si teda spolo¢ne zopakovat, ¢o
je nasou tulohou.

Na vstupe mame orientovany graf, ktorého kazda hrana ma kladnt vahu w;. Postupne dostaneme ¢ otazok,
kazda ma tvar: Aka je najkratsia cesta medzi vrcholmi a; a b;, ktora ide cez najviac ¢; hran a vahy tychto hran
navyse celi dobu stapaja?

Hladanie cesty s obmedzenym poétom hran

KedZe tloha obsahuje pomerne velké mnoZstvo parametrov, na ktoré si musime dévaf pozor, skiisme si ju
zjednodusit. Napriklad, pre zac¢iatok nemusime uvazovat o tom, Ze hrany na vyslednej ceste musia rast. A takisto
sa nezaoberajme tym, %e méame viacero otdzok. Ak dokdZeme tlohu vyriesit pre jednu otézku, prinajhorsom
tento postup ¢ krat zopakujeme.

Nové tiloha, ktort rieSime preto znie: Najdite dizku najkratsej cesty medzi vrcholmi = a y, ktora
neobsahuje viac ako ¢ hran.

Takéto zadanie vyzerd ovela jednoduchsie. Mame predsa presne dany zaciatok aj koniec a pozndme aj pocet
hrén na ceste, ktort hladdme. Mohli by sme sa teda pokusit siahnutf po niektorom z klasickych algoritmov na
hladanie najkratsich ciest — Dijkstrov algoritmus, popripade prehladévanie do Sirky. Obom vsSak nieco chyba,
Dijkstra sa nepozerd na pocet hran v ceste a prehladavanie do Sirky zase nepracuje s vdhami hran. Navyse,
ked sa pozrieme do zadania, vidime, Ze hodnoty n a m st pomerne malé. Mozno teda vobec nepotrebujeme tak
rychle riesenie.

Pozrime sa na to inak. Co by sa stalo, keby sa ¢ = 0? Uloha by bola zrazu velmi jednoducha. Ak mozeme
prejst po 0 hrandch, z vrchola z sa dostaneme akurat do vrchola z tym, Ze sa nepohneme. A keby bolo ¢ = 17
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V tom pripade by sme z x mohli prejst po jednej hrane. Vedeli by sme sa teda pozriet na vSetky hrany, ktoré z
z vedl a to by nam ukézalo vrcholy, do ktorych sa vieme dostat. Naviac, ak by do jedného vrchola viedlo z x
viacero hran, vybrali by sme ta kratsiu.

A ¢o s ¢ = 2?7 V tom pripade by sme sa museli pozrief na vrcholy, do ktorych sme sa vedeli dostat z = na
jednu hranu a pridat hranu dalsiu. Opét by sme teda ziskali v8etky vrcholy, do ktorych sa vieme dostat z = s
pomocou 2 hran. Naviac vieme zistit aj najkratsiu dizku ciest do tychto vrcholov.

V tomto momente by malo byt jasné, Ze tento postup vieme zovSeobecnit. Ak pozndme najkratsie cesty s k
hranami, ktoré veda z vrchola z, tak ich vieme pouzit na vypocitanie najkratsich ciest s k + 1 hranami.

Pozrime sa na to este trochu blizsie. Majme dvojrozmerné pole dlzkal[] [], pricom na indexe dlzkal[p] [r]
si pamitame dlzku najkratSej cesty vediicej z vrchola « do vrchola p, ktora prejde cez prave r hran.
Ostéva uZ len vypocitat tito hodnotu. Zoberme si nejakt hranu, ktord vedie z vrchola p’ do vrchola p a mé
dlzku w. Potom moZeme povedaf, ze dlzka[p] [r] = w + dlzkal[p'][r-1]. Teda ak k dizke najkratsej cesty
z vrchola x do vrchola p/, ktord vedie cez r — 1 hran pripoc¢itame dalsiu hranu, ktora z p’ vedie do vrchola p a
mé dizku w, dostaneme cestu z = do p.

Tato cesta sice nemusi byt najkratsia, ak ale zoberieme vSetky hrany, ktoré vedu do vrchola p a zoberieme
minimum z tychto hodnét, urcite ndjdeme najkratsiu cestu z x do p, ktora ide cez r hran.

Takéto rieSenie vieme dokonca velmi jednoducho naprogramovat. Stacia ndm na to dva for-cykly. Vonkajsi
bude urcovat, kolko hran chceme pouzit — teda najskor 1, potom 2, 3... a vnatorny cyklus bude prechadzat cez
vSetky hrany a postupne ich skusi pridat k cestdm o jedno kratsim.

Listing programu (C++)

struct hrana {
int %, y; // hrana vedie z vrcholu x do vrcholu y
int w; // hrana ma vahu w

Vi

vector<hrana> hrany;

int x; // zaciatocny vrchol

int dlzka[n][m]l; // najkratsia cesta z vrchola x do vrchola n s m hranami
// na zaciatku vyplnena dostatocne velkymi hodnotami

for(int r = 1; r <= m; r++) {
for(int j = 0; J < hrany.size(); Jj++) {
int pl = hrany([j].x, p = hrany[]j]l.y;
int w = hrany[j].w;
dlzka[p][r] = min(dlzkalpl[r], w + dlzka[pl][r-1])

V tejto Gasti si mdZeme polozit eSte jednu otdzku. Vieme, Ze hodnota ¢ < m. MdZeme mat vsak najkrat-
siu cestu, ktord prechadza cez m hran? Odpoved je, Ze nie. Dokonca nemdZeme mat najkratSiu cestu, ktora
prechddza cez viac ako n — 1 hran. Uvedomme si totiZ, Ze v najkratSej ceste sa nam nikdy neoplati vratit do
toho istého vrchola. Ak by sme to spravili, tak by bolo predsa lepsie vynechat t ¢ast cesty, v ktorej sme sa
iba vracali do uz predtym navstiveného vrchola a radsej pokracovat dalej. Kazd4 hrana najkratSej cesty teda
musi ist do nového, este nenavstiveného vrchola, a teda méze mat dizku najviac n — 1. Casova zlozitost nasho
programu je teda zatial O(nm).

RieSenie viacerych otazok

Vyriesili sme prva éast tlohy, je na ¢ase pridaf si spidf podmienky, ktoré sme odstranili. Zaénime tym, Ze
musime vyrie$it ¢ otdzok. Ako sme si uz spominali vyssie, najlahsi spdsob je proste zopakovat vysSie uvedeny
proces q krat. Otazok vSak moze byt az 1000, ¢o je pomerne dost. Naviac si uvedomme, Ze vysSie uvedeny sposob
pocital viac ako len najkratsiu cestu z x do y.

Vyssie uvedenny program spoéital pre zaciatoény vrchol z najkratsie cesty vsetkych dizok do vietkych
zvy$nych vrcholov a ulozil ich do pola d1zka[] []. Ak teda dostaneme dve otazky, ktoré maja rovnaky zacdiatoény
vrchol, neoplati sa ndm toto pole pocitat od zaciatku, lebo vysledok bude ten isty. Iba sa budeme musief pozriet
do inych poli¢ok tohto pola.

Naviac, vrcholov je iba 150, takze tto tabulku budeme musief prepocitavat najviac 150 krat. Aj to je
vSak mierne oSemetné. Predsa len si musime otézky rozdelit podla pociatoéného vrchola a potom to vo vhod-
nych momentoch prepoditat. Na to sme prili§ lenivi. Pridajme nidSmu polu teda eSte jeden rozmer. Hodnota
dlzka[x] [y] [r] bude teda dlzka najkratiej cesty z vrchola = do vrchola y, ktora prejde cez prave r hran.

Takito tabulku si vieme spoéitat dopredu v éase O(m - n?). Ako z nej vSak zistime odpoved na zadant
otazku? Otéazky, ktoré dostavame sa pytaju na cesty s najviac ¢; hranami. Pre zadané a; a b; sa teda musime
pozriet na vSetky hodnoty dizka[a;][b;][j] pre 0 < j < ¢; a vybraf z nich ti najmensiu. Odpovedanie na jednu
otazku by nam teda trvalo éas O(n).
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Vieme to vSak spravit aj lepsie. Uvedomme si, Ze na zacdiatku si vypocitame celé pole d1zka[]1[]1[]. No a
spravna odpoved pre a;, b; a ¢; je vidy minimom z hodnoét dlzka[a;][b;][7] (0 < j < ¢;). MozZeme si tieto minim4
preto pre kazda dvojicu vrcholov (a, b) vypocitat dopredu. Stoji nés to sice ¢as O(n?), ten sa vsak lahko schova
do ¢asovej zlozitosti O(m - n?)”, ktorou poéitame pole dlzka[] [1[].

Odpoved na kazda otdzku vieme teda ziskat v ¢ase O(1) jednym pozretim do tabulky.

Rast vahy hrany na ceste

Ostéva nam vyriesit posledni podmienku zadania. Hrany v naSich cestdch musia postupne rast.

Pozrime sa najskor na to, ako funguje nase doterajsie riesenie. Pre zvoleny zaciatok cesty sa postupne pokisa
pridat dalsie a dalSie hrany, pri¢om sktsa pridat vSetky mozné hrany. Vo vzorovom riesSeni vSak nemdzeme skugat
vSetky hrany. V okamihu ako na nejakej ceste pouZijeme hranu s vdhou w, nemdzeme k tejto ceste pripajat
lahsie hrany. Opacne, ak chceme pouzit nejakti hranu s vdhou w, moézeme ttto hranu pripojit iba na cestu,
ktora sa sklada z iba Tahsich hran.

Nas algoritmus by sme teda chceli upravit tak, aby sme v momente, ked priddvame hranu s vdhou w, uz
mali vypocitané vietky cesty z kratsich hran. Naviac aj tieto cesty musia spliiat podmienku o raste vah hran.
To ale znamen4, Ze hrany musime spracovavat v poradi od najlahSej po najtazsiu.

Celé rieSenie teda vyzerd nasledovne. Usporiadame si hrany podla vahy. Nésledne v tomto poradi hrany
spracovavame. V kazdom kroku vyskasame aktudlnu hranu pripojit na kazdi moznu cestu, ktort zatial mame.
Tieto cesty sa pritom daju reprezentovat pomocou zaciatoéného vrchola z, koncového vrchola y a poc¢tu hrén,
ktoré obsahuji. V okamihu, ked sme tuito hranu vysktsali pridat na kazdé miesto, pokracujeme s dalSou hranou
a k tejto sa uz nevraciame.

Uvedomme si, e v okamihu ked za¢neme spracovévat nejakt hranu, mdme uz vypocitané vSetky cesty
skladajice sa z Tahsich hrdn. Neskor tuto hranu uz pouZit nemusime (a nemozeme), kazda nova cesta totiz
musela vzniknuf pridanim fazsej hrany a k tej ju nemdZzeme pridat.

Najkrajsie je, Ze naSe rieSenie sa ani velmi nezmeni. Jediné ¢o musime spravif je, Ze presunieme cyklus, ktory
prechédza vSetkymi hranami, na najvyssiu aroven. To bude totiz predstavovat to, Ze hrany spracovavame jednu
po druhe;j.

Casova, zlozitost naseho riesenia je O(mlogm + m - n? + ¢q). Pamitova zlozitost je O(n?), kedze si musime
pamiitat pole dlzka[][]1[].

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)
#define mp (a,b) make_pair((a), (b))
typedef long long 11;

typedef pair<int,int> pii;

struct hrana {
int x,y;
int w;

bi

bool cond(hrana a, hrana b) {
if(a.w < b.w) return true;
return false;

}

int n,m,qg;
int dlzka([160][160][160];
const int INF = 1000000000;

int main() {
scanf (”$d.%d.%d"”, &n, &m, &q) ;
For (i,160) For(j,160) For(k,160) dlzkal[i] [j] [k]=INF;
For(i,n) dlzka[i][i][0]=0; // na 0 krokov sa vieme dostat do toho isteho vrchola
vector<hrana> hrany (m);

For(i,m) {
scanf (”%$d.%d.%d”, &hrany[i].x, &hrany[i]l.y, &hrany[i].w);
hrany[i].x-—; hrany[i].y—-—;
}
sort (hrany.begin(), hrany.end(), cond);
For (i, hrany.size()) {
int x = hrany[i].x, y = hrany[i].y, w = hrany[i].w;
For(j,n) for(int k k<n; k++) {
vl

= 1;
dlzka[j] [ k] = min(dlzkalj][y]l[k], w + dlzka[j][x][k-1]);
}

}

7Samozrejme, musime predpokladat, ze m > n. Takyto predpoklad je vsak rozumny, pretoze inak by sme nemali stvisly graf a
n4s algoritmus by sme vedeli zopakovat na kazdom komponente zvI4st.
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// upravim pole dlzka tak, aby obsahovalo vysledky
For(i,n) For(j,n) for(int k = 1; k < n; k++) {
dlzka[i][3][k] = min(dlzka[i][3J][k], dlzkal[i][3][k-11);
}
// odpoviem na otazky
For(i,q) {
int x,y,c;
scanf (”"%d.%d.%d"”, &x, &y, &C) ;

X==; y==;
c = min(c, n-1);
if (dlzka[x] [y][c] == INF) printf(”fl\n”);

else printf (”$d\n”,dlzkalx][y][c]);

Hodobox a Jano
7. Dobry recept (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Stara dobra hruba sila

Ako inak — dloha sa d4 riesit aj hrubou silou. Chceme vediet kolko receptov ¢okoldd mé rovnaky rozdiel
chuti od tych troch na vstupe. KedZe kazdy recept je binarny retazec dizky n, moznych receptov je 2". Pre dany
recept vieme v linedrnom case spocitat chutovy rozdiel od kazdej ¢okolddy na vstupe a ked ndm tento rozdiel
vyjde rovnaky pre vSetky tri ¢okolady, pripocitame k odpovedi 1.

Ostéva nam uz len vygenerovaf vietky binarne refazce dlzky n ¢o najpohodlnejsie — napriklad pouzif bitovia
reprezentéciu Cisel; prejdeme vsetky cisla od 0 po 2" — 1, pri¢om recept bude poslednych n bitov tohto ¢isla.

Sta¢i si ndm pamitat refazce zo vstupu a par konstantnych premennych, pamifové zlozitost teda bude
O(n). Ako sme uz spominali, skiiSame 2™ receptov a pre kazdy spocitame jeho rozdiel chuti od troch ¢okoldd v
linedrnom ¢ase, teda ¢asova zlozitost je O(n2™).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n, ans = 0;
cin >> n;
string cokolady([3];
for (int i=0; 1i<3; ++i) cin >> cokolady[i];
for (int mask = 0; mask < (1<<n); ++mask) {
int rozdiel[3] = {0,0,0};
for (int 1=0;1<3;++1)
for (int k=0; k<n; ++k

)
if (cokolady[i][k]-"0’ != ((mask>>k)&l)
++rozdiel[i];
if (rozdiel[O]==rozdiel[l] && rozdiel[l]==rozdiel[2])

++ans;
}
cout << ans % 1000000007 << ”\n”;

Dynamické programovanie

Ulohu si mozeme zovseobecnit. Namiesto toho, aby sme hladali pocet receptov, ktoré sa od kazdej ¢okolady
lisia rovnako, pre kazda trojicu a,b, ¢ spocitame kolko receptov sa lisi od prvej ¢okolddy na a pozicidch, od
druhej na b pozicidch a od tretej na ¢ poziciach. Navyse tieto hodnoty postupne spocitame pre n pripadov: ¢o
keby sme uvazovali len recepty dlzky i a porovnévali ich len s prvymi i ingredienciami? Pocet retazcov dizky i,
ktoré sa od refazcov na vstupe liSia postupne na a,b,c z prvych ¢ pozicii, ozna¢ime P[i, a,b, c|.

Vyzer4 to, Ze sme si velmi nepomohli, lebo teraz musime spoé¢itat O(n*) hodnét namiesto jednej. No opak
je pravdou, pretoze tieto hodnoty lahko spoéitame pomocou techniky dynamického programovania.

Pre ¢ = 0 mame len jednu moZnost, ako moze retazec vyzerat, a tento refazec sa na ziadnej z 0 pozicii od
7iadnej z troch ¢okolad chutovo nelisi. Takze P[0,0,0,0] =1 a P[0, a,b,c] = 0 pre ostatné hodnoty a, b, c.

Teraz si ukdzeme, ako spocitat P[i,a,b,c] pre i > 0, ak uz poznadme hodnoty P[] pre ¢ — 1. Pozrime sa na i
tu ingredicenciu. Nech a;, b;, ¢; st postupne i-te znaky (0 alebo 1) refazcov na vstupe. Ked zoberieme lubovolny
refazec dlzky i — 1, ktory sa od vstupnych troch refazcov odlisuje postupne na a, b, ¢ poziciach, a pridame na
koniec nulu, bude sa od retazcov lisit na a + a;, b + b; a ¢ + ¢; pozicidch. Keby sme na koniec pridali jednotku,
bude sa odliSovat na a + (1 —a;), b+ (1 — b;) a ¢+ (1 — ¢;) poziciach. Preto

Pliya,b,cJ=Pli—1,a—a;,b—bj,c—¢;]+Pli—1la—(1—a;),b— (1 =b;),¢c— (1 —¢;)]
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Vsimnite si, Ze sti¢et hodnot P[i,a, b, c] pre vietky mozné a, b, ¢ je 2%, €o je prave pocet binarnych refazcov
dlzky i.

Tymto vyrazom dokézeme spocitat vSetky hodnoty P a na konci uz len séitame pocet spésobov, ktorymi
vieme ziskat recepty dlzky n s rozdielmi chuti k od vSetkych troch ¢okolad pre 0 < k < n. Cize postupne s¢itame
P[n, k, k, k] pre vSetky k.

Vypocet kazdej z O(n*) hodndt nam trvé konstantne dlho, takZe ¢asova zlozitost je O(n?).

Pamiitame si vSetkych O(n?) hodnét, taka je teda pamitfova zlozitost. Ak si vSimneme ze pre odpovede na
dlzku receptov i + 1 nas uz zaujimaja len odpovede pre dlzku i, mézeme si vzdy pamitaf len odpovede pre
poslednii vypocitani dizku a t1, ktord prave poc¢itame. Tym by sme sa zlepgili na O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

int main() {
int n, mod = 1000000007;
cin >> n;
string s[3];

for (int i = 0; i < 3; ++1i) cin >> s[i];
int dp[n + 1][n + 1][n + 11[n + 1];
memset (dp, 0, sizeof(dp)); //vynulujeme
dp[0][0][0][0] = 1;
for (int i = 0; i1 < n; ++1)
for (int a = 0; a <= 1i; ++a)
for (int b = 0; b <= 1i; ++b)
for (int ¢ = 0; c <= 1i; ++c)
for (int znak = 0; znak <= 1; ++znak) {

// nove rozdiely chuti troch cokolad ak doteraz ich rozdiely boli a/b/c
// a dalsia ingrediencia v cokolade je (znak = 1) alebo nie je (znak = 0)

int A = a + (s[0][i] - "0’ != znak);
int B = b + (s[1][i] - '0" != znak);
int C = ¢ + (s[2][i] - "0’ != znak);
dpl[i + 1][A][B][C] += dp[i][a][b][c];
if (dpl[i + 1][A][B][C] >= mod) dp[i + 1][A][B][C] -= mod;

}

// scitame pocet receptov pre ktore je rozdiel rovnaky pre vsetky cokolady
int sum = 0;

for (int k = 0; k <= n; ++k) sum += dp[n] [k][k][k];

cout << sum % mod << "\n”;

Myslienka vzorového riesenia
Doélezité je vsimnuf si, Ze na poradi ingrediencii vobec nezalezi a jediné dolezité su tieto Styri pocty:
) Y y
pocet ingrediencii, v ktorych st druha a tretia c¢okolada rovnaké, ale odlisné od prvej
pocet ingrediencii, v ktorych st prva a tretia ¢okolada rovnaké, ale odlisné od druhej

pocet ingrediencii, v ktorych st prva a druhé cokoladda rovnaké, ale odlisné od tretej
pocet ingrediencii, v ktorych st vsetky tri ¢okolady rovnaké

Tieto typy pozicii si postupne ozna¢ime pozicie typu A, typu B, typu C a typu D. (Ziadne iné typy ingrediencii
nie si1.) Poéty tychto pozicii si ozna¢ime postupne A, B, C, D. Riesenie tlohy zavisi len od tychto $tyroch &isel,
akonéhle ich pozndme, moéZeme samotné recepty ¢okolad zabudnut. Taktiez nie je dolezité, v akom poradi boli
¢okolady na vstupe uvedené, takze si ¢isla A, B, C' mozeme poprehadzovat, tak aby platilo A < B < C. Toto
preusporiadanie nam zjednodusi riesenie, lebo nebudeme musiet rozoberat vela pripadov.

Kazdy mozny vysledny recept R je charakterizovany Styrmi ¢islami

a je pocet pozicii typu A, na ktorych sa R 1ii od prvého refazca

b je pocet pozicii typu B, na ktorych sa R lisi od druhého retfazca

¢ je pocet pozicii typu C, na ktorych sa R lisi od tretieho refazca

d je pocet pozicii typu D, na ktorych sa R 1isi od vSetkych retazcov

Pozor, a,b, ¢ v tejto casti znamenaja nieco tplne iné ako a, b, c v ¢asti o dynamickom programovani.

Pomocou ¢isel a, b, ¢, d vieme presne vyjadrit, na kolkych miestach sa lisi R od jednotlivych refazcov. Napri-
klad od prvého retazca sa lisi na a + (B — b) + (C — ¢) + d pozicidach. Aby sa nas recept lisil na rovnako vela
pozicidch aj od druhého refazca, musi platit, Ze toto ¢islo je rovné (A—a)+b+(C —c)+d. Cize b—a = (B—A) /2.
Podobne zistime, ze ¢ —a = (C' — A)/2.

To okrem iného znamend, ze ak ¢isla A, B, C nemaji rovnaku paritu, tak odpoved na rieSenie tilohy je 0. V
opac¢nom pripade vieme, ze rozdiel b — a a ¢ — a je konstantny, takze hodnoty b a ¢ sit uréené hodnotou a. Na
hodnote d nezéalezi, takze na pozicidch typu D moze mat néas retazec hocico.
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Pre spocitanie odpovede ndm teda staci pre kazdé a, 0 < a < A zistit, kolko existuje binarnych refazcov
dlzky n, ktorjch poéty jednotiek na jednotlivych typoch pozicii st a pre typ A, a + (B — A)/2 pre typ B,
a+ (C — A)/2 pre typ C a hocikolko pre typ D.

Pre konkrétne a je tento podet 2P (’:) (a—o—(B]iA)/Q) (a+(c€A)/2)' Pricom (:L) oznacuje “kolkymi moznostami

vieme vybrat m prvkov z n prvkovej mnoziny”, ¢oho hodnota je
Celé riesenie ulohy je

n.
m!(n—m)!"

> é (21) (a + (BB— A)/2> (a + (CC— A)/ 2)

A zostdva ndm uz len zistit, ako ¢o najrychlejsie spocitat tito sumu. Opét si vSimnite, Ze odpoved zavisi len
od ¢isel A, B,C, D, ako sme spominali na zaciatku.

Odporucame dat si na tomto mieste kratku pauzu a napit sa vody.
eventuélne skondi tak, Ze chceme spoéitat nejakti sumu, v ktorej nejako vystupuji kombina¢né ¢isla (to su tie
zvieratké typu (). Podla toho, ako rychlo dokdzeme spo¢itat tiito sumu rozlisujeme tri hlavné riesenia.

Pomalé kombinacné disla

Najjednoduchsi sposob ako spoéitat sumu je, skonstruovat si prvych C riadkov Pascalovho trojuholnika. V
nom sa nachadzaju vsetky kombinac¢né ¢isla, ktoré v sume potrebujeme, takze samotnii sumu spocitame v case
O(n). Spoéitanie Pascalovho trojuholnika nam vsak zaberie ¢as O(n?).

Modularne umocnovanie

Uz sme spominali, Zze kombinacné ¢islo (:@) sa rovna Faktoridly vyriesime lahko, tie si vieme na

n!
n—m)Im!"
zadiatku predpocitat v ¢ase O(n). Problém v8ak robi delergie mz)dulo p. Pre ilustraciu aké fazké je delit, mozete
skusit zhlavy spocitat, kolko je 7 deleno 13 modulo 10° + 7? (Je to 76923078.) Namiesto delenia preto budeme
nésobit inverznym prvkom. N&§ pripad, pre p = 10° + 7, by vyzeral takto: 7/13 = 7-137! = 7. 13772 =
7153846155 = 76923078 (mod p). Pre overenie spoéitame, ze 13 - 76923078 = 1000000014 = 7 (mod p). Viac
sa mdzete doditat v ¢lanku o moduldrnom umociiovani a inverznych prvkoch®.

Pre nés je dolezité, ze inverzny prvok vieme spoéitat v ¢ase O(logp). Inverzny prvok potrebujeme poznat
pre kazdy faktorial, takze dokopy je to O(nlogp) ¢asu, ¢o podla podmienky v zadani je O(nlogn).

Vzorové rieSenie v O(n)
Za
Ya J°
Ak si dopredu predpocitame hodnotu faktoridlov od 1! po n! modulo p, dokdzeme vypodcitat kazdi z hodnot
ZTa, Yo v konstantnom case.

Teraz si ukédzeme vSeobecny algoritmus, ktory dokéze takito sumu v tvare Z?:o % spocitat modulo Tubo-
voIné prvocislo v ¢ase O(n). Tym vlastne dostaneme vzorové riesenie celej ulohy v ¢ase O(n). KIi¢om k rieSeniu
je, ze chceme pocitat inverzny prvok len raz (pretoze ak by sme ho pocitali n-krat, trvalo by nam to O(nlogn)

Casu). Preto si sumu prevedieme na spolo¢ny menovatel ¢im dostaneme

. i VR . (s , . A
Po tom, ako si rozpiSeme kombinac¢né ¢isla na faktorialy, dokazeme celtt sumu napisaf v tvare > '~ (

TiY2 - Yn T T2Y1Y3 " Yn +  + Tn¥Y1 - Yn-1
Y- Yn

Uz méame sice len jedno delenie, ale potrebujeme spocitat vietky stéiny ¥ - - - ¥, bez jedného prvku. Postavme
si teda bindrny strom, ktory bude mat v listoch hodnoty y; - - - ¥,, pricom postupnost y doplnime na konci
jednotkami, aby jej dlzka bola mocnina dvoch. Najdeme teda také k, ze n < 2F. Vrcholy stromu si zhora
oéislujeme 1 az 25+ — 1 (tak, 7ze vrchol v ma synov 2v a 2v + 1). Tento strom prejdeme odspodu a pre kazdy
vrchol v si v konstantnom case spocitame hodnotu Y, stéin y-ov v listoch jeho podstromu. Na to nam staci
vynésobit hodnoty Y v jeho synoch: Y, = Y3, - Ya,4+1 mod p.

Prejdeme bindrny strom znova, tentokrat odvrchu a spocitame si hodnoty Y, definované nasledovne:

o Y/ =1,
e V) =Y/ Ys41 modpprel <v<2F—1
e Y], .1 =Y/ Yo, modp,prel <v<2t_1

8https://www.ksp.sk/kucharka/modularna_aritmetika
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Rozmyslite si, ze hodnoty Y, predstavuji stéin vSetkych y okrem tych v listoch podsromu v, takze hodnoty
Y’ v listoch stromu st hladané stciny.

Celé to vieme spoc¢itat dvoma prechodmi binarneho stromu v ¢éase O(n). Pamétova zloZitost rieSenia je tiez
O(n). Lepsiu ¢asovu zlozitost dosiahnut nevieme, pretoZze musime naéitat cely vstup.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<algorithm>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<int(n); ++i)
typedef long long 11;

inline 11 mod(const 11l& x) { return x % 1000000007; }
inline 11 inv (1l x) { // Inverzny prvok ku x

int e = 1000000005;

11 r = 1;

while (e > 0) {

if (e%2) r = mod(rxx);

mod (x*X) ;
2;

X
e/
}
return r;
}
char cok[3][300047]; // cokolady
int n;
11 A, B, C, D, pocet = 1;
11 F[300047]), Y[400047], YY[400047]; // A<=100000

int main() {
// spracujeme vstup
scanf ("$d.%$s.%s-%s”, &n, cok[0], cok[1l], cok[2]);
For (i, n) {

A += cok[0][i] !'= cok[1l][i] && cok[1l][i] == cok[2][i];
B += cok[0][i] != cok[1][i] && cok[0][i] == cokI[2][i];
C += cok[0][i] == cok[1][i] && cok[0][i] !'= cok[2][i];
D += cok[0][i] == cok[1l][i] && cok[0][i] == cok[2][i];

// ked nesedi parita, odpoved je 0
if ((A+B)%2 || (A+C)%2) {
printf (”0\n”);
return 0;
}
// utriedime A,B,C
if (A > B) swap(A,B);
if (B > C) swap(B,C);
if (A > B) swap(A,B);
11 BA = (B-A)/2, CA = (C-A)/2;
// spocitame mocninu dvojky, faktorialy, citatele sumy
For (i, D) pocet = mod(pocet % 2);
F[O0] = 1;
For (i, C) F[i+1l] = mod((i+1)«*F[i
pocet = mod (mod (pocetxF[A]) *mod (
// mocnina dvojky vacsia ako A
int npow = 8;
while (npow <= A) npow *= 2;
// najdeme menovatele sumy

1)
FIBI«FI[C]));

For (i, npowx2) Y[i] = 1;
For (i, A+1l) {
Y [npow+i] = mod (
mod (F[i]*F[A-i]) =«
mod (

mod (F [BA+1i]+F [B-BA-1]) =«

)

mod (F [CA+i] F [C—CA-1i])
)i

}

// spocitame sumu(i=0..A) 1/Y[npow+i] v O(n)

for(int i = npow-1; i>0; --1i) {
Y[i] = mod(Y[2*i]*Y[2%i+1]);

}

YY[1] = 1;

for(int i = 1; i<npow; ++i) {
YY[2%1i] = mod(YY[i] % Y[2xi+1]);
YY[2%i+1] = mod(YY[1] * Y[2%1]);

}

11 suma = 0, menovatel = 1;

For (i, A+1) {
suma += YY[npow+il];
menovatel = mod(menovatelxY [npow+i]);

}

pocet = mod (mod (pocet*inv (menovatel)) * mod(suma));
printf (”%$11d\n”, pocet);

Baklazan
8. Automat (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Sposobov, ako méze Erik postupne nakupovat tyéinky, je vela. Na zaciatok je preto dobré uvedomit si, ze je
dolezité, kolko akych tyc¢iniek Erik kupi, ale nie je délezité, v akom poradi:
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e Ak nam Erik povie, ze kupil (t. j. vybral a zaplatil) ¢1,ts,...,t, ty¢iniek druhov 1,2,...,n, vieme uz
jednozna¢ne uréit, kolko akych tyéiniek mu automat vysypal:

— Tyéinky druhu n déval automat Erikovi iba vtedy, ked si ich naozaj kupil, teda Erik ich dostal dokopy
tn.

— Ty¢inky druhu n — 1 sa automat snazil Erikovi dat vzdy, ked si kupil ty¢inku druhu n — 1 alebo n.
To znamenad, Ze ak mé& automat na zaciatku t,, +t,_1 alebo viac ty¢iniek druhu n — 1, Erik bude mat
na konci t,, + t,_1 tyciniek tohto druhu. V opacnom pripade dostane Erik vSetkych p,_1 tyciniek
druhu n — 1.

— Tato tvahu mozeme zovSeobecnit: tyciniek druhu ¢ Erik dostane presne
min(pi, ti + ti+1 —+ -4 tn)

Samozrejme, ak by Erik nakupoval ty¢inky v zlom poradi, mohol by sa nejaky druh minut skor, nez z neho
Erik kupi vSetky tycinky ktoré chcel. Tomuto sa vsak vzdy da Tahko vyhnuf: jednoducho najprv naktpime
vSetky tyc¢inky druhu 1 ktoré chceme, potom tyéinky druhu 2, potom druhu 3 atd.. Ako sme si ukézali, toto
poradie je rovnako dobré ako kazdé iné.

Pri hladani optiméalneho rieSenia teda moZzeme spokojne zabudnit na to, Ze ty¢inky sa kupujd v nejakom
poradi a sta¢i ndm najst optimalnu sadu ty¢iniek, ktoré ma Erik kupit.

Dynamické programovanie

Nase rieSenie bude zaloZené na technike zvanej dynamické programovanie. Ked rieSime tlohu pomocou dy-
namického programovania, musime si polozit dobri otdzku. V nasom pripade to bude otézka:

Pre dané X,Y, Z: Aki najvicsiu hodnotu vieme ziskat v tycinkdch prvijch X druhov, ak na tycéinky prvyjch
X druhov minieme nanajvys Y periazi a z posledngch n — X druhov kipime dokopy presne Z tyciniek?
T4to otazka znie dost krkolomne,” m4 vSak niekolko kIticovych dobrych vlastnosti. Ozna¢me si odpoved na
nasu otazku pre nejaké X,Y, Z ako o(X,Y, Z):

e Je len ohranideny pocet moznych trojic X,Y, Z, pre ktoré ma zmysel sa nasu otazku pytat.
e Hodnota o(n, k,0) je rieSenim nasej tlohy.

e Ak X =0, odpoved vieme Tahko zistif: je rovna 0.

Odpoved pre nejaké X > 0,Y, Z vieme lahko zistif, ak pozndme odpovede pre mensie X. Sta¢i nam
rozobrat vSetky moznosti, kolko ty¢iniek druhu X ktpime:

— Ak sa rozhodneme nektpit ziadnu ty¢inku druhu X, ziskame od automatu min(Z, px) ty¢iniek tohto
druhu (kedZe kupujeme Z ty¢iniek druhov s vyss§im ¢islom). Tie budd mat hodnotu cx - min(Z, px).
V ty¢inkach druhov 1 az X — 1 potom ziskame nanajvys o(X — 1,Y, Z) peniazi, dokopy teda ziskame
cx -min(Z,px) +o(X —1,Y, Z).

— Ak ktpime jednu ty¢inku druhu X, ziskame min(Z+1, px) ty¢iniek druhu X, v hodnote c¢x -min(Z +
1,px). Na tyc¢inky druhov 1 az X — 1 ndm pritom ostane Y — cx petiazi, pri¢om tyc¢iniek druhov
X az n kupujeme dokopy Z + 1. To znamena, ze v tycinkach druhov 1,..., X — 1 ziskame nanajvys
o(X —1,Y —ex,Z + 1) penazi, dokopy o(X — 1,Y —cx,Z + 1)+ cx -min(Z + 1,px).

— Vseobecne, ak ktpime k tyéiniek drubu X, ziskame cyx - min(Z + k,px) v ty¢inkdch druhu X a
o(X —1,Y — kex, Z + k) v ty¢inkach nizsich druhov. Toto mé, samozrejme, zmysel iba pre také k,
7e kex <Y ak <px.

Hodnota o(X,Y, Z) je teda maximum z hodnot
exmin(Z + k,px)+o(X = 1Y —kex,Z + k)
pre vsetky zmysluplné k.

Odpoved na nasu otazku by sme teda vedeli poéitat jednoduchou rekurzivnou funkciou:

9 Ak viete pouzivat dynamické programovanie, vymysliet tito otadzku bola pravdepodobne najtazsia cast tejto tlohy.
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function o(X, Y, Z):

if X = 0:
return O
best := 0
max_k := min(Y / c[X], p[X1)

for k := 0, 1, ... , max_k:
best := max(best, c[X] * min(Z + k, p[X]) + o(X-1, Y - k * c[X], Z + k))
return best

Tuto funkciu ndm staéi zavolat pre X = n,Y =k, Z = 0 a ona ndm vypocita vysledok. Kedze v rekurzivnych
volaniach sa tato funkcia vold so stale mensim X (a pre X = 0 sa uz rekurzivne nevold), skon¢i to v kone¢nom
¢ase. Casova zlozitost viak bude nepekna.

Memoizacia

Casovti zlozitost nasho algoritmu moézeme podstatne zlepsit tym, Ze prestaneme pocitat rovnaké veci velakrat.
Konkrétne, vzdy ked zavolame nasu funkciu pre nejakt kombinaciu X,Y, Z prvy raz, spocitame vysledok a
zapaméitame si ho. Ked niekedy neskor zavoldme funkciu s tymi istymi parametrami, nebudeme ju znovu pocitat,
ale vratime uz zapamétany vysledok. Tomuto triku sa hovori memoizdcia. Uvedomte si, ze tym preskoc¢ime aj
rekurzivne volania, ktoré by vyprodukovali kopec dalsich rekurzivnych volani, takZe ndm to casto uSetri velmi
vela dasu.

Ako si v8ak pamiitat vypocitané hodnoty nasej funkcie? Jednoducho: pouzijeme obycajné trojrozmerné pole,
kde na indexe [X] [Y] [Z] bude bud hodnota o(X,Y, Z) ak sme ju uz niekedy spocitali, alebo §pecidlna hodnota
(napr. -1, NULL alebo None) signalizujica, Ze sme o(X,Y, Z) eSte nikdy nepoditali.

Aké velké mé byt toto pole? Parameter X bude v kazdom volani funkcie o(X, Y, Z) niekde medzi 0 a n.
Parameter Y bude v prvom volani k& a v kazdom dalSom uz len mens$i alebo rovnaky, teda stale bude medzi
nez pocet vSetkych tyéiniek v automate. Oznacme si pocet ty¢iniek najpocetnejsieho druhu (najviicsie z Cisel
P1,...,Pn ) ako P. Potom moZzeme parameter Z zhora odhadnut ¢islom nP. Nage pole s vysledkami funkcie
o(X, Y, Z) teda bude mat velkost (n+ 1) x (k+1) x (nP + 1).

Zlozitost

Ak zlozitost mé tento algoritmus? Paméfova zlozitost je jednoduché: najviac paméite zaberie nasa tabulka
s vysledkami, ktord ma velkost O(n2kP). Pri ¢asovej zlozitosti potrebujeme s¢itat asy vSetkych volani funkie
o(X, Y, Z). Tie si mozeme rozdelit na dve skupiny:

e Volania, pri ktorych sme funkciu naozaj poé¢itali (dané X,Y, Z sme videli prvykrat). Takychto volani je
nanajvys O(n?kP) (lebo tolko je zmysluplnych kombindcii X,Y, Z) a kazdé z nich trva ¢as O(P) (musime
vyskigat vietky mozné poéty tyciniek X-tého druhu). Tieto volania maji teda zloZitost O(n2kP?).

¢ Volanie, pri ktorych sme iba vytiahli vysledok z tabulky. Kazdé z tychto volani m4 zlozitost O(1). Navyse
vieme, ze funkciu o(X, Y, Z) sme rekurzivne volali iba vo volaniach prvého druhu, v kazdom z nich
nanajvys P-krat. To znamend, Ze vSetkych volani funkcie o(X,Y, Z) bolo dokopy nanajvys O(n?kP?) a
teda volani druhého druhu mohlo byt tiez nanajvys O(n?kP?). To znamend, Ze ich dasova zloZitost je
dokopy O(n?kP?).

Cely néas algoritmus méa teda casovi zlozitost O(n?kP?).

Jednoduché zlepsenia

Casovii zlozitost nasho algoritmu mézeme zlepsitf, ak si vimneme zopar veci. Cenu najdrahsieho druhu
tyc¢iniek ozna¢me C. Ak m4 Erik PC' alebo viac periazi, dokaze kupif vSetky tycinky v automate: staéi mu vzdy
kupovaf tyéinku s najvy$sim ¢islom, ktorti automat este ma. Takymto spdsobom dostane pri kazdom nékupe
jednu tyéinku z kazdého druhu (okrem tych, ¢o sa uz minuli), a teda po P ndkupoch bude mat vSetky tycinky.

To znamena, %e ak k > PC, nemusime volat nasu rekurzivnu funkciu, ale sta¢i ndm iba séitat ceny vSetkych
sta¢i tabulka s vysledkami velkosti (n + 1) x (PC + 1) x (nP + 1) (pri obmedzeniach k& < 200000 a P,C < 50,
ktoré boli v praktickom testovani, je to zlepSenie).

Dalej si mézeme v§imnuf, ze ak kipime P alebo viac ty¢iniek druhov X + 1,...,n, potom uZ automaticky
dostaneme vSetky tyc¢inky druhov 1,...,X. To znamend, Ze nasu funkciu nemd zmysel volat s paramtrom Z

.....
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Tymito dvoma zlepseniami stla¢ime pamitovi zloZitost na O(nP?C) a ¢asovii na O(nP3C'). Toto stadilo na
plny pocet bodov v praktickom testovani.

Zlozitejsie zlepSenie

Zoberme si nejaké fixné ¢isla X,Y, Z. V nasom vypocte o(X,Y, Z) pocitame v cykle maximum z éisel
exmin(Z + k,px) +o(X —1,Y —kex, Z + k)
pre k od 0 po px, resp. pokym Y — kcx > 0 a Z + k < P. Pri vypocte o(X,Y — cx,Z + 1) pocitame
maximum z Cisel
exmin(Z +1+kpx)+oX —1,Y —ex —kex, Z+1+k)

pre k od 0 po px (resp. pokym dava dany vyraz zmysel), ¢o je vlastne presne t4 istd postupnost ¢isel, akurat
posunutd o jeden ¢len. Pri vypoéte o(X,Y — 2¢x, Z + 2) budeme opit ratat maximum z tej istej postupnosti,
posunutej o dalsi ¢len.

X-té poschodie X-1-vé poschodie
[m] [m]
Si\g o
Y o \\\\\\\\\\\“‘\ﬂ
o B
(m] (m]
z
X-té poschodie X-1-vé poschodie
[m] [m]
(m] (]
C ~ ¢ x
q:§SEEEEEEEEEEEE::::::::::“-——u
Y- ¢ 5 \\D
o —
Z+1

Ak si zoberieme d&isla

exmin(Z + k,px)+o(X — 1Y —kex, Z + k)

pre vSetky (aj zdporné) k, pre ktoré dava vyraz o(X —1,Y —kcx, Z+k) zmysel, dostaneme nejak postupnost
Cisel, oznafme ju T. Pre kazdé zmysluplné (aj zdporné) j potom plati, Ze hodnota o(X,Y — jex,Z + j) je
maximum z nejakych px + 1 po sebe idacich ¢lenov postupnosti 7' (resp., ak sme blizsie nez px od konca
postupnosti, tak maximum vsetkych ¢lenov od nejakého bodu az do konca). V tlohe 6'° predchadzajiceho
kola sme si ukazali, ako sa daji v linedrnom case spocitat maximé vSetkych [-tic po sebe idtcich ¢lenov nejake;
postupnosti. To méZeme urobit pre [ = px +1. Ak teda pozname hodnoty prvkov postupnosti 7', vSetky hodnoty
o(X,Y —jex, Z+j) (pre zmysluplné j) dokdZeme spocitat v ¢ase linedrnom od ich poétu. To je rovnako dobré,
ako keby sme vedeli funkciu o v jednom z tjchto bodov spocitat za konsStantny cas.

Vylepseny algoritmus teda bude vyzeraf nasledovne:

e Tabulku s hodnotami o(X, Y, Z) budeme vyplihat postupne po “poschodiach”: najprv vyplnime vsetky
hodnoty, kde X = 0, potom hodnoty kde X =1 atd.
e Pri vyplnani jedného poschodia:

— Najprv si jednotlivé policka tabulky rozdelime do skupin, pri¢om v jednej skupine budi vSetky policka
s indexami tvaru [X]1[Y - j * c[X]]1[Z + j] pre nejaké Y, Z.

— Pre kazdu skupinu si zostrojime prislusna postupnost 7' (na to vyuZzijeme predoslé poschodie tabulky).

— Nésledne v linedrnom ¢ase vypocitame hodnotu funkcie o na vSetkych indexoch v nasej skupine.

Ohttps://www.ksp.sk/ulohy/zadania/1425/
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KedZze vypocitanie jednej hodnoty o(X,Y, Z) bude v priemere trvat konstantny cas, celkové zlozitost nasho
algoritmu je O(nP?C), rovnako ako pamifova. Pamitova zlozitost sa da este vylepsit na O(P2?C), ak si nebu-
deme pamiitat celi nasu tabulku, ale iba aktudlne vypliané poschodie a poschodie tesne pod nim.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

vector<int> maxima_intervalov (vector<int> T, int 1)
{
vector<int> vysledok;
deque<pair<int, int> > fronta; // dvojice (hodnota, index)
for (int zaciatok=-(1-1); zaciatok < (int)T.size(); zaciatok++)
{
int koniec = zaciatok + 1 - 1;
if (koniec < T.size())
{
while(!fronta.empty () && fronta.back().first <= T[koniec]
{
fronta.pop_back();
}
fronta.push_back (pair<int, int>(T[koniec], koniec));
}

if (zaciatok >= 0)

while (fronta.front () .second < zaciatok)
{
fronta.pop_front ();

}
vysledok.push_back (fronta.front () .first);
}
}

return vysledok;

int main ()

int n, k;
scanf (”"%d.%d”, &n, &k);
vector<int> c(n), p(n);
int P = 0, C = 0; //maximalny pocet a maximalna cena
for (int i=0; i<n; i++)
{
scanf (”"%d”, &cli]);
C = max(C, c[i]);
}

for (int i=0; i<n; 1i++)

scanf (”"%d”, &plil);
P = max (P, pl[il]);
}

int max_penazi = min(k, P%C);
vector<vector<int> > predosle_poschodie (max_penazi+l, vector<int> (P+1, 0

vector<vector<int> > aktualne_poschodie (max_penazi+l, vector<int> (P+1,
for(int X = 0; X < n; X++)
f for(int Y = 0; Y <= max_penazi; Y++)
! for(int Zz = 0; Z <= P; Z++)
( if(Z == 0 || Y + c[X] > max_penazi) // prvy prvok nejakej postupnosti

vector<int> T;
for(int k = 0; Y - kxc[X] >= 0 && Z+k <= P; k++)
{
T.push_back (c[X] * min(Z+k, p[X]) + predosle_poschodiel[Y - kxc[X]][Z+k]);
}
vector<int> maxima = maxima_intervalov (T, p[X] + 1);
int i = 0;
for(int k = 0; Y - kxc[X] >= 0 && Z+k <= P; k++)
{
aktualne_poschodie[Y - k*c[X]][Z+k] = maximal[i];
i++;

}
}
predosle_poschodie = aktualne_poschodie;
}
printf(”%d\n", aktualne_poschodie[max_penazi] [0]);
return 0;
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