DFT a NTT
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1 Interpolacia

1.1 Lagrangeov tvar interpolacného polynému

Majme body (zo,%0),---, (Tn-1,Yn—1), pricom vSetky z; si navzdjom rodzne. Chceme zostrojit
polyndém stupna mensieho ako n, ktory cez vsetky tieto body prechadza. Uvazujme nasledujtce
polyndémy:
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Kazdé ¢; je skutofne polyndm: v Ccitateli zlomku je stcin linedrnych termov obsahujicich
premennt x, v menovateli si¢in konkrétnych nenulovych konstant.

Lahko sa presved¢ime, Ze hodnoty £;(x;) st vSetky rovné 1, a ze pre i # j je {;(x;) = 0. To
je vyborné, lebo vdaka tomu teraz z tychto pomocnjch polynémov lahko naskladdme hladany
interpolacny polyndém:
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1.2 Interpolacny polyném je jednoznacne urceny

Na interpoléciu sa moZeme divat ako na stistavu n linedrnych rovnic (pre kazdy bod jedna rovnica)
s n nezndmymi (koeficienty hladaného polynému). Matica tejto ststavy je tzv. Vandermondova
matica, o ktorej sa d4 dokazat, Ze je vzdy regularna — a teda existuje prave jedno rieSenie.

Iny dokaz jednoznacnosti interpola¢ného polynému vyplyva zo zdkladnej vety algebry, ktora
hovori, ze kazdy nekonstantny polyném nad C ma koren.

Dosledky tejto vety: Kazdy nekonstantny polyném nad C mé prave n korenov. Kazdy nekon-
Stantny polyném nad C vieme zapisaf v tvare st¢inu koretiovych ¢initelov.

Ak by interpola¢né polynémy boli dva, ich rozdielom by bol nekonStantny polyném stupna
mensieho ako n, ale mal by aspon n koreniov, ¢o je spor.

2 Dve reprezentacie polynémov

Majme polyném A(z) = Y7~ a;a’. Pre jednoduchost budeme predpokladat, e n je mocninou
dvoch — ak treba, doplnime dalsie ¢leny s koeficientom 0.
Jednou reprezentaciou tohto polynému je vektor jeho koeficientov: postupnost (ag, a1, ..., an—1).
Ako sme préave videli, polynémy vieme reprezentovat aj inym sposobom: ked pozname n, mo-
Zeme si pevne zvolit Tubovolngch n roznych hodndt x; a polyném si reprezentovat jeho funkénymi
hodnotami pre tieto vstupy.



Priklad: Kvadraticki funkciu f(x) = 22—32+2 si mdZeme reprezentovat ako vektor koeficientov
(2,-3,1,0).

Taktiez si ale mozeme zvolit, Ze polynémy vyhodnocujeme v bodoch 0, 1, 2, 3 a nésledne nasu
konkrétnu funkciu f mozeme reprezentovat ako vektor funkéngch hodnét: (2,0, 0,2).

2.1 Nasobenie v novej reprezentacii

Naco je dobra tato nova reprezentacia? Dobre sa v nej polynémy nasobi. Presnejsie, ak méame
dva polynémy, ktorych sucin je eSte stale stupna mensieho ako nase pevne zvolené n, tak nasa
reprezentacia stac¢i na jednoznacné urcenie vysledku.

Priklad: Pokracujic vo vyssie uvedenom priklade, zoberme linedrnu funkciu g(z) = 4x + 3.
Jej nové reprezentacia (t.j. funkéné hodnoty v bodoch 0 az 3) je (3,7,11,15). SG¢in f - g teraz
vypocitame jednoducho: po zlozkich vynasobime nase dva vektory. Dostavame teda, Zze sucin f - g
m4 nasledovni reprezentaciu pomocou funkéngch hodnét: (2-3,0-7,0-11,2-15) = (6,0,0, 30).

Toto nas vedie k nasledujtcej schéme algoritmu na nasobenie polynémov:

najdi dostatolne velké n (valSie ako suet stupiiov f a g).
vyhodnot polynémy f, g v Tubovolnjch (ale tjch istjch) n bodoch
ziskané hodnoty po dvojiciach vynasob

interpolaciou ziskaj vysledok

W N -

Krok 2 ani krok 4 zatial nevieme robit lepsie ako v kvadratickom céase. V nasledujiicom texte
si ukazeme vyrazne efektivnejsie riesenie.

3 Komplexné odmocniny z 1

Uz vieme, Ze v komplexnych éislach ma polyném z™ — 1 prave n koreniov. Lahko overime, Ze
st vSetky navzajom rdzne, a dokonca ich vieme lahko explicitne zapisat. V komplexnej rovine
tychto n komplexnych ¢isel lezi na jednotkovej kruznici a tvoria vrcholy pravidelného n-uholnika.
Ked zoberieme ,kanonicky“ korefi w, = cos(2m/n) + isin(27/n) = €>™/", vietky korene mozeme
zapisat v nasledovnom tvare: w0, w Wy~

TODO vlastnosti: sicet 0 a iné

ny ey

4 Diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

Pripomerime si, ¢o chceme: vedief efektivne prevadzat medzi nasimi dvomi reprezentaciami poly-
némov.

Vo v8eobecnosti je to fazky problém. Ak chceme v nejakom bode vyhodnotit polyném, ktory
m4 stupeti rddovo n, potrebujeme na to O(n) krokov vypoctu. Na nasu konverziu potrebujeme
takyto polyném vyhodnotit az v n roznych bodoch. Ak by sme to robili postupne, trvalo by nam
to ©(n?), ¢ize by sme uz nemali $ancu dostat efektivny algoritmus na nésobenie.

Predchédzajici odsek mozeme ¢itat aj ako névod: ak chceme efektivnejsi algoritmus, musime
najst sposob, ako dany polyném vyhodnotit naraz vo vela bodoch.

Kde je nejaka volnost, ktord by ndm to umoznila? To, ¢o si mozeme zvolit, je mnozina bodov,
v ktorych nasSe polynémy vyhodnotime. A ukdZze sa, Ze Sikovnou volbou tychto bodov skutocne
vieme dosiahnutf lepsiu éasovu zlozitost.

Ako nase body si zvolime. .. chvilka napétia... ano, prave n-té komplexné odmocniny z jed-
notky. Ukaze sa, ze prave ich symetria povedie k Zelanému zefektivneniu algoritmov.



4.1 Formalna definicia DFT

Pripomenime si, ze predpokladdme, Ze n je mocninou dvoch. Formélne je DFT transformécia na
n-prvkovych vektoroch komplexnych ¢isel.

Vstupny vektor si ozna¢me (ag,ay,...,an—1). Tento vektor interpretujeme ako (potencidlne
komplexné) koeficienty polynému A(z) = 3 a;x’. Vystupom transformacie DFT bude vektor
(Y0,Y1, - - Yn—1), pre ktory plati y; = A(w?). Inymi slovami, vistupom DFT je reprezentécia toho
istého polynému prostrednictvom jeho funkénych hodnét v n-tych komplexnych odmocninach z 1.

4.2 Algoritmus vypoctu DFT

Zéakladnym trikom bude, Ze (podobne ako napr. pri MergeSorte) vyriesime jeden problém velkosti
n pomocou rekurzivneho rieSenia dvoch problémov velkosti n/2.

Ale nepredbiehajme, za¢nime od zékladného pripadu. Pre n =1 je vstupom vektor (ag) pred-
stavujuci konstantny polyném A(x) = ag. Jeho hodnota v bode 1 (teda v jedinej prvej odmocnine
z 1) je, prekvapivo, ag. Vystupom je teda ten isty vektor, ktory sme dostali na vstupe: vektor (aop).

Ako teraz bude vyzerat vSeobecny pripad? Majme nejaky polyném A(z). Jeho ¢leny rozdelime
na dve kopky podla toho, ¢i obsahujii parnu alebo neparnu mocninu premennej .
Formalne, definujme dva nové polyndémy:

AO(aj) = ag + asx + a4$2 4+ o4 (lnfg.’);‘(n_z)/Q

Ai(z) = a1 +asz + a51‘2 4o an_ll,(n72)/2

Kazdy z tychto polynémov je urcéeny polovicou koeficientov povodného polynému A. Povodny
polyném A teraz modZeme zapisat nasledovne:

A(z) = Ag(2?) + zA1(2?)

Dostavame teda nasledujuci zaver: na to, aby sme A vyhodnotili v nejakom bode z, nim staci
kazdy z polynémov Ag a A; vyhodnotit v bode x2.

Toto ndm vo vSeobecnosti nepomdze. Ak by napriklad bolo nasim cielom vyhodnotit A v
bodoch {0,1,...,n—1}, dostali by sme z tejto uvahy, ze kazdy z polynémov Ag a A; potrebujeme
vyhodnotit v bodoch {0,4,9,...,(n — 1)2}. Tym sme si vobec nepomohli. Mame sice dva mensie
podproblémy, ale uz vobec nejde o inStancie toho istého problému. Totiz Ag mé len n/2 ¢lenov,
ale stale ho potrebujeme vyhodnotit v n réznych bodoch. Rekurzivne rieSenie by v tomto pripade
malo nadalej ¢asovi zlozitost kvadratickt.

Tu sa ale ukaze vtip nasho hlavného triku — teda doévod, preco sme zvolili prave n-té komplexné
odmocniny z jednej.

Pozrime sa napriklad, ¢o sa stane pre n = 8. N4s povodny polyném A sme cheeli vyhodnotif v
bodoch wg, wi, w2, Wi, we, wg,ws, wl. Polynémy Ay a A; teda potrebujeme vyhodnotit v nasledov-

nych bodoch: w?, w2, wd, ws, ws, wlil wl? wit. No lenze w? je z definicie 1, a teda sa nam nejaké
gy Wg,Wg,Wg,Wg,Wg ,Wg , Wg 8 ’

body opakujt. Presnejsie, druha polovica bodov je tiplne totozna s prvou: w§ = w, wi® = w3, a
tak dalej.

Kazdy z polynémov Ay a A; teda potrebujeme vyhodnotif len v n/2 réznych bodoch — tu
uSetrime oproti predchadzajicemu prikladu!

A v ktorychze to n/2 bodoch ich potrebujeme vyhodnotit? Nuz, nase n je parne a zjavne plati
w2 = wy/2. (Napr. Stvorcom ws je zjavne wy.) Ingmi slovami, tych novych n/2 bodov tvoria préve
vietky (n/2)-te odmocniny z 1. ESte inymi slovami, pre polynémy Ay a A; potrebujeme vyriesit
presne ten isty problém ako pre povodny polyném A: chceme ndjst ich DFT.

Celu implementéaciu DFT si teda méZeme zhrnit nasledovne:



rozdel polyném A na polynémy AO a Al

rekurzivne najdi DFT polynému AO

rekurzivne najdi DFT polynému Al

v linedrnom ase pomocou vztahu A(x) = A0(x"2) + x A1(x"2)
vypo¢itaj DFT polyndému A

S wWw N -

4.3 Ukazkova implementacia DFT
Nasleduje kus C++ kédu.

typedef long double rnumber;
typedef complex<long double> cnumber;

vector<cnumber> DFT (const vector<cnumber> &A) {
int N = A.size();
if (N == 1) return A;

vector<cnumber> B[2];
for (int n=0; n<N; ++n) B[n&l].push_back( A[n] );

for (int i=0; i<2; ++i) B[i] = DFT(B[i]);

rnumber arg = 2 % M_PI / N;
cnumber omega ( cos(arg), sin(arg) );

cnumber x = 1;

vector<cnumber> answer (N);

for (int n=0; n<N/2; ++n) { answer[n] = B[0][n] + x * B[1l][n]; x *= omega; }
for (int n=0; n<N/2; ++n) { answer[n+(N/2)] = B[0][n] + x % B[1l][n]; x *= omega; }

return answer;

Vyssie uvedena implementacia je priamym prepisom algoritmu, ktory sme si popisali v pred-
chadzajucej casti. Podobne ako u MergeSortu si vieme dokazat, Ze jej ¢asova zlozitost je ©(nlogn).

V tejto chvili sa oplati upozornit, Ze tdto implementacia sa 1i8i od implementacii pouzivanych
v praxi. Tie obsahuju eSte niekolko dalsich mySlienkovych krokov, ktoré ale uz nezlep$ia asympto-
tickt Gasov zlozitost. Vdaka in-place implementdcii a redukcii mnoZstva pocitanych idajov vieme
veelku vyrazne (aj 10x) zlepsit konstantny faktor v ¢asovej zloZitosti. NavySe trieda compiex<> mé
v g++ dost pomali implementdciu a oplati sa ju nahradif vlastnou triedou ktord vie len potrebné
operacie.

Blizsie detaily tychto Gprav vynechame, zaujemcov odkazeme napr. na http://e-maxx.ru/
algo/fft_multiply (a na Google Translate).

4.4 Checkpoint

Zastavme sa na chvilu a uvedomme si, kam sme sa uz dostali. Nasim cielom je efektivne nasobenie
polynémov. Pripomerime si, ako ho chceme robit:

1. ndjdi dostatolne velké n (vda&sie ako stiCet stupiiov f a g).

2. vyhodnot polynémy f, g v Tubovolnjch (ale tjch istjch) n bodoch
3. ziskané hodnoty po dvojiciach vynasob

4. interpoléaciou ziskaj vysledok

Fiha, ved uz prvé tri zo Styroch krokov vieme vypoéitat v celkovom case ©(nlogn). Ostéva
nam teda uZ len nejak vymyslief posledny krok: interpoléciu.

4.5 Inverzna DFT

Lenze, ¢o je to vlastne interpolacia? To je velmi jednoduché: ide o inverzné zobrazenie k zobrazeniu
DFT. Pomocou DFT sme vedeli previest koeficienty polynému na jeho funkéné hodnoty, inverzné
zobrazenie teda zoberie funkéné hodnoty a prevedie ich naspif na koeficienty.

Pri hladani efektivneho spdsobu vypoctu inverznej DFT po druhykréat pridu k slovu komplexné
éisla. Ukéze sa, ze vdaka nasej Sikovnej volbe bude vypocet inverznej DFT takmer identicky s
vypoctom samotnej DF'T.

V tejto chvili je OK chvilu zhlboka djchat a upokojit sa. Predchadzajice tvrdenie je skutocne
Sokujuce a prudko netrivialne.


http://e-maxx.ru/algo/fft_multiply
http://e-maxx.ru/algo/fft_multiply

4.6 Inverzné linearne zobrazenie

Pri hladani inverzného zobrazenia ndm pomdze, ked si uvedomime, ze DFT nie je len tak hocijaké
zobrazenie. Hoci sa to na prvy pohlad mozno nezd4, ide o zobrazenie linearne: vieme ho zapisat
pomocou nasobenia vstupného vektoru vhodne zvolenou maticou. Celé to bude vyzera nasledovne:

1 1 1 1
1 w w? w1
> P 2(n1)
(a()aal;-'wanfl)' 1 w w w :(y()aylw'wynfl)
1 w1 w2(n—1) . w(n—l)(n—l)

Maticu vyskytujicu sa vo vyssie uvedenom vzorci oznac¢ime M. Vsimnite si, ze pre jednodu-
chost vSade piSeme w namiesto w,,. V tomto trende budeme v tejto ¢asti veselo pokracovat aj dalej,
kedZze vSetky odmocniny, s ktorymi budeme pracovat, buda n-té odmocniny. VSimnite si tiez, Ze
vietky 1 v matici M st vlastne w°.

Ak chceme najst inverzné zobrazenie, chceme vlastne nijst inverzni maticu M ~!. Na to pou-
Zijeme tzv. Delfskti metédu: vysledok uhddneme a nasledne si ho dokdzeme :)

Dobrym kandidatom na inverznii maticu je matica nasledovna:

1 1 1 e 1

1 w_l w_2 “en w_(n_l)
M _ 1 w72 w74 . w72(n71)

1 w1 y=2n-1) ... —(a-D)(n-1)

Co dostaneme, ked vynasobime M a M? Na policku (i,j) bude skalarny stcin vektorov
(1,0 w?, . WD) a (1w w2, w (D7),

Lahko overime, Ze na hlavnej diagondle (teda pre i = j) dostaneme na kazdom poli¢ku hodnotu
n. A ¢o dostaneme na policku mimo hlavnej diagonaly? Na kazdom takomto policku bude stcéet
1+wr+w? ... 4w Dk kde k =i — j. No a pre vietky pripustné nenulové hodnoty k Iahko
nahliadneme, Ze tento siicet ma hodnotu 0.

Matica M - M je teda n-nasobkom identity. Inymi slovami, maticu M ~! dostaneme, ked vietky
prvky matice M vydelime n.

4.7 Algoritmus inverznej DFT

Ako nédm ale prave uskutoénené pozorovanie pomdze pocitat inverznit DFT efektivne?

V Casti[£:3] sme si ukdzali program, ktory poc¢ita DFT. To znamend, Ze vystupom tohto prog-
ramu je ten isty vektor, ktory by sme dostali, keby sme jeho vstup vynasobili maticou M.

My teraz chceme program, ktory ,nasobi“ maticou M /n. Ako bude vyzerat? To je jednoduché:
vyzerat bude tak isto, len namiesto w v iom pouzijeme w~! (&Ze 1/w), no a tplne na konci (len
raz, po Gplnom dobehnuti celej rekurzie!) vSetky prvky vystupného pola vydelime n.

Najjednoduchsie je doplnif tieto ¢asti priamo do uZ existujacej implementacie DFT. V nasle-
dujticej ukazke kédu uvadzame len zmenené riadky.

vector<cnumber> DFT (const vector<cnumber> &A, bool inverse=false) ({

for (int 1=0; i<2; ++i) B[i] = DFT(B[1],inverse);
/] ...

rnumber arg = (inverse?-1:1) * 2 x M_PI / N;

/] ...

}

vector<cnumber> inverse_DFT (const vector<cnumber> &A) {
int N = A.size();
vector<cnumber> answer = DFT(A,true);
for (int n=0; n<N; ++4n) answer[n] /= N;
return answer;



5 Rychle nasobenie polynémov

Huré, zvitazili sme. Ked méme dva polynémy, ktorych sticet stupiiov je n, vieme ich vynédsobit v
¢ase O(nlogn). Sta¢l ndm postupne:

1. Zvysit n na najblizsiu mocninu dvoch.
2. Kazdy polyném doplnit nulami aby mal n koeficientov.

3. Na kazdom polynéme zvlast spravit DFT, ¢im ho prevedieme na jeho funkéné hodnoty v
n-tych odmocinach z 1.

4. Nové reprezentacie oboch polynémov po zlozkdch vynéasobif, ¢im dostaneme reprezentaciu
ich stcinu.
5. Inverznou DFT zistit koeficienty stcinu.

5.1 Implementacia

TODO

5.2 Numerické problémy
TODO

6 Priklady pouzitia DFT

TODO

7 Ciselno-teoreticka transforméacia NT'T

Ako uz vieme, DFT moze mat problémy s presnostou vypoctov. Navyse nie je Uplne trividlne
odhadnut, ¢o si mozeme dovolit a ¢o uz nie. V tejto casti si ukdzeme, ako sa tychto starosti raz
a navzdy zbavif: nahradime DFT v podstate ekvivalentnym algoritmom, ktory ale bude vSetko
pocitat v celych ¢islach. Presnejsie, vo vhodne zvolenej modularnej aritmetike.

7.1 Koneéné polia s prvoéiselnou velkostou
TODO

7.2 Odmocniny z jednej
TODO

7.3 Transformacie NTT a inverzna NTT
TODO
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