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A-11-1 Rusenie metra

Z rieSenia tloh doméceho kola vyplyva, Ze kazdy vrchol v modze byt v nejakych vyhovujicich postupnostiach
odstraneny posledny. Skiisime teda najprv zistit poéet vyhovujicich poradi odstraneni, ktoré konéia konkrétnym
vrcholom v. Ked si na$ graf zakorenime za tento vrchol, zistime, Ze v kazdom momente mozeme odstranit len
jeden z listov stromu. Ak by sme odstranili nie¢o iné, tak by sa ndm graf rozpadol na viac komponentov (alebo
by sme nezachovali, Ze v je odstraneny ako posledny). To ale znamend, ze ak chceme odstranit vrchol u, tak
najprv musime odstranit vSetky vrcholy, ktoré st v podstrome s koretiom wu.

Ozna¢me si p,(u) pocet vyhovujucich poradi odstaiiovania vrcholov z podstromu s korefiom u pri zakoreneni
za v.

Ako spocitame p, (u)? Poktsime se o to rekurzivnym algoritmom. Nech « je lubovolny vrchol stromu a uy, ..., ug
st jeho synovia. Nech n; pre ¢ = 1,...,k oznacuje pocet vrcholov v podstrome zakorenenom v u; a n =
ni + ...+ ng. Odstranenie podstromu pod u prebieha tak, Ze najprv odstranime vsetky podstromy s korenmi
v synoch vrcholu u a Gplne nakoniec odstranime u. Pritom poradie odstranovania v jednotlivych podstromoch
synou do seba moézeme lubovolne miesSat. Volbu poradia odoberania vrcholov si teda mézeme rozdelit na dve
nazavislé ¢asti. Najprv si pre kazdé ¢ = 1,...,n vyberieme, z ktorého podstromu budeme odoberat v i-tom
kroku. Potom pre kazdy podstrom zvlast uréime, v akom poradi budeme oboberat jeho vrcholy.

Pre prvu ¢ast musime zistif podet vSetkych roznych postupnosti éisel od 1 do k takych, Ze kazdé éislo i €
{1,...,k} sa v postupnosti vyskytuje n;-krat. Najprv si teda z n moznych pozicii vyberieme n; tych, na ktoré
dame ¢islo 1 (to ide (771) sposobmi). Zo zvys$nych n — n; pozicii vyberieme ny tych, na ktoré ddme éislo 2
(("™)). A tak dalej. Nakoniec ndm to sta¢i vynésobif a dostaneme:

na
n n—nq n—... n!
ny N9 ng Tyl ng! e ongl

Pre druht ¢ast potrebujeme pre kazdy podstrom urcit pocet poradi odoberani jeho vrcholov. To ale vieme zistit

rekurzivne — s to hodnoty p,(u1),...,py(ug). Nakolko prva a druhd Cast st na sebe nezavislé, moZzeme ich
vynésobit.
~onlopy(ur) - py(ug)
po(u) = ! ! '

Takto Tahko spocitame p,(v). Uvedend rekurzia pre vypocet p,(v) navstivi kazdy vrchol préve raz a zaberie
linearny cas.

My ale musime prejst cez vSetky mozné zakorenenia (t.j. vSetky moznosti, ktory vrchol odobrat ako posledny)
a tieto ¢isla séitaf. Nakolko je ale zakoreneni O(n), tak vysledna ¢asové zlozitost tohto algoritmu bude O(n?).
Ako to zrychlit? Zafixujeme si az do konca vypoctu jediny pevny korefi v a spustime nafi vyssie uvedeny
algoritmus, takZe spoc¢itame p,(u) pre kazdy vrchol w.

Maéme spocitany pocdet poradi koné¢iacich vrcholom v. Ako teraz spocitat tieto pocty pre vSetky ostatné vrcholy?
Budeme postupovat po vrstvach stromu (vrstvu tvoria vrcholy s rovnakou thkou), zacinajuic v samotnom koreni.
Prva troven je vyrieSend. Je tam len vrchol v a p,(v) sme uz zrétali. Teraz by sme chceli z vysledkov pre k-tu
troven zrataf vysledky pre nejaky vrchol u z (k + 1)-ej trovne. Co by sa zmenilo, keby sme teraz prehlésili u
za koren?

Povodni synovia u zostali, kde boli a zjavne plati p,(u;) = py(u;) (ich podstromy sa totiz nezmenili). Zarovei
vrcholu u pribudol jeden dalsi syn, a to jeho byvaly otec w. Ten bol v k-tej irovni, takZe prefi uz mame poratané
pw(w). Aby sme mohli spocitat p,(u), potrebujeme spocitat p, (w). VSimnime si, Ze p,(w) dostaneme tak, ze
pri vypoéte p,,(w) ignorujeme podstrom pod u. Ak si ozna¢ime n, ako poéet vrcholov v podstrome s korefiom u
pri zakoreneni v w, dostavame

(n—1-=mny)!ny!

(n =D pu(u)

pu(w) = pu(w) -

a py(u) uz dopocitame ako v predchadzajicom postupe.

V prvnej faze tohoto riesenia sme spocitali p,(u) pre pevné v a vSetky vrcholy, to zabralo ¢as O(n). V druhej
faze sme presli strom po trovniach a urobili konStantne vela vipoctov v kazdom vrchole, takze tato faza tiez
zabrala O(v), ¢im sme ziskali linedrne rieSenie.
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Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

struct vrchol {
int cislo_vrcholu;
vector<int> susedia;
int velkost_podstromu;
int p_koren_v; // Pocet spdsobov odoberania vrcholov z podstromu zakorenenom vo V.
int p_v_v; // Pocet spbsobov odoberania takych, Ze v je posledny.

int urci_velkost_podstromu(int z);
int urci_p_koren_v(int z);
void urci_p_v_v(int w);

bi

static int N;
static vector<vrchol> graf;
static vector<int> fact;

// Rekurzivny prechod stromom, pri ktorom urcujeme velkost podstromu.
// Do aktudlneho vrcholu sme pris$li z vrchola Z.
int vrchol::urci_velkost_podstromu (int z) {

vector<int>::iterator s;

velkost_podstromu = 1;
for (s = susedia.begin(); s != susedia.end(); s++) {
if (xs == z) continue;

velkost_podstromu += graf[*s].urci_velkost_podstromu(cislo_vrcholu);
}
return velkost_podstromu;

}

// Rekurzivny prechod stromom, pri ktorom urcujeme poclet spdsobov odoberania
// vrcholov z aktudlneho podstromu. Do aktudlneho vrcholu sme pris§li z vrcholu Z.
int vrchol::urci_p_koren_v(int z) {

vector<int>::iterator s;

p_koren_v = fact[velkost_podstromu - 1];
for (s = susedia.begin(); s != susedia.end(); s++) {
if (¥s == z) continue;

p_koren_v /= fact[graf[xs].velkost_podstromu];
p_koren_v *= graf[*xs].urci_p_koren_v(cislo_vrcholu);
}
return p_koren_v;

}

// Rekurzivny prechod stromom, pri ktorom urcujeme polet spdsobov odoberania

// vrcholov v ktorych aktudlny vrchol bol odobrany posledny. Otec aktudlneho vrcholu
// je vrchol W.

void vrchol::urci_p_v_v(int w)

{

vector<int>::iterator s;

if (w == -1)
p_v_v = p_koren_v;
else {
p_v_v = graf[w].p_v_v x fact[velkost_podstromu];
for (s = susedia.begin(); s != susedia.end(); s++) {
if (xs == w) continue;

p_v_v /= fact[graf[*s].velkost_podstromu];
p_v_v %= graf[*s].p_koren_v;

}

p_v_v /= p_koren_v * (N - velkost_podstromu);

}

for (s = susedia.begin(); s != susedia.end(); s++) {
if (#s == w) continue;
graf[*s].urci_p_v_v(cislo_vrcholu);
}
}

int main() {
int i, f, res;

scanf (”%d\n”, &N);
graf.resize(N);
for (i = 0; i < N; i++) graf[i].cislo_vrcholu = i;

// Predpoditame si faktoridl.

fact.push_back (1) ;

fact.push_back (1) ;

for (i =2, £ =2; i < N; i++, £ %= i) fact.push_back(f);

// Nacditame vstup.
for (i = 0; i < N-1; i++) {
int u, v;
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scanf (”%dsd”, &u, &v);

graf[u - 1].susedia.push_back(v - 1);

graf[v - 1].susedia.push_back(u - 1);
}

// Rekurzivne prechody stromom.
graf[0] .urci_velkost_podstromu(-1);
graf[0] .urci_p_koren_v(-1);
graf[0].urci_p_v_v(-1);

for (i = 0, res = 0; i < N; i++) res += graf[i].p_v_v;
printf (”%d\n”, res);

A-11-2 Cert-prezident

Najdolezitejsim pre tspesné vyriesenie tlohy bolo pozorovanie, Ze po kazdej otdzke boji_sa(a,b) vieme o
jednom z ¢ertov a a b povedat, Ze urcite nemoze byt certom-prezidentom. Pokial sa ¢ert a boji derta b, nemoze
byt prezidentom, ktory sa nikoho neboji. Podobne, ak sa éert a neboji Certa b, éert b nemoze byt prezidentom,
lebo prezidenta sa musia bat vSetci ostatni.

A tu sa hned pontika prvé rieSenie. V prvej faze riesenia si budeme udrZiavat mnozinu kandid4tov na derta-
prezidenta. Kym ich mame viac ako jedného, tak vzdy dvoch kandidétov zoberieme a opytame sa na nich (v
lubovolnom poradi). Tym vzdy zniZime pocet kandidétov o jedna. Po n — 1 otdzkach ndm ostane uZ len jediny
kandidat. V druhej faze rieSenia ete potrebujeme overif, ¢ tento kandidat naozaj spliia obe podmienky. Na to
nam uréite sta¢i dalsich 2n — 2 otézok, dokopy teda 3n — 3.

Tu uloha este nekonci, lebo toto ¢islo potrebujeme ¢o najviac znizit. Kde moZzeme uSetrit? Pocas overovania
kandidata sa nemusime znova pytat otdzky, ktoré sme sa uz spytali pocas jeho hladania. Taka otdzka je uréite
aspoti jedna — v poslednej otédzke pocas hladania kandidata sme sa urcite pytali na neho a nejakého iného derta.
Ak tato otdzku v druhej faze preskocime, znizime tak pocet potrebnych otdzok na 3n — 4.

D4 sa vSak na to ist eSte lepsie. Na to, aby sme v druhej faze usetrili ¢o najviac otdzok, potrebujeme zabezpecit,
aby sme sa o nasom kandidatovi v prvej faze opytali ¢o najviac otazok.

Presnejsie, cielom je, aby sme sa aj pre najhorsi pripad vysledkov funkcie boji_sa mali ¢o najviac informécie
o nasom poslednom kandiddtovi. Vhodnym sposobom je pytat sa otdzky vzdy o dvoch kandidatoch, o ktorych
sme sa pytali najmenej otdzok (¢im si zaru¢ime, Ze nikdy nestratime kandidata, o ktorom sme toho zistili vela).
Jednym Tahko vizualizovatelnym postupom je zorganizovat im turnaj — ,pavika“, v ktorom vzdy postavime do
,Suboja“ dvoch certov, o ktorych sme sa pytali zhruba rovnako otazok.

Takymto postupom si zaruéime, Ze nech sa deje ¢okolvek, ndsho vysledného kandidéta sa spytame aspon |log, n |
otazok. Tym sa dostdvame na vzorovy pocet spytanych otazok, 3n — 3 — |log, n |

Listing programu (C++)

#include <cstdlib>
#include <cstdio>
#include <vector>

using namespace std;

int boji_sa(int a, int Db)

{ ...}
typedef struct { int a, b; } otazka;
/%

* Overi, &i kandidat c splra vdetky poZiadavky na derta-prezidenta
* polozZenim vSetkych nepoloZenych otdzok o riom.
*/
static bool over_kandidata (int ¢, int n, vector<otazka>& otazky) {
vector <bool> c_ako_a(n, false);
vector <bool> c_ako_b(n, false);

for (int 1 = 0; i < n - 1; i++) {
if (otazky([i].a == c) c_ako_alotazky[i].b - 1] = true;
if (otazky[i].b == c) c_ako_blotazky[i].a - 1] = true;
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for (int 1 = 1; 1 <= n; i++) {
if (i == c) continue;

if (!c_ako_a[i - 1] && boji_sa(c, 1)) return false;
if (!c_ako_b[i - 1] && !boji_sa(i, c)) return false;
}

return true;

* Porovnava cCertov turnajovym systémom, azZ kym neostane jediny
* kandidat na cCerta-prezidenta. Kladené otdzky uklada do pola
* otazky.
*/
static int najdi_kandidata (int n, vector <otazka>& otazky) {
vector <int> s(2%n - 1, -1);
int i, a, b, z, k;

for (i = 0; i < n; i++) s[i] =1 + 1;
z = 0;
k = n;
for (i = 0; i <n - 1; i++) {
a = slzl];
b =s[z + 1];
z += 2;
otazkyl[il.a = a;
otazky[i].b = b;
if (boji_sal(a, b)) s[k] = b;
else s[k] = a;
k++;
}
return s(z];
}
int prezident (int n) {
vector<otazka> otazky(n - 1);
int ¢ = najdi_kandidata(n, otazky);
return over_kandidata(c, n, otazky) ? c : 0;

}

Na zéver si sktste rozmysliet, preco je vyssie uvedené rieSenie optimélne. (Navod: predstavte si, ze odpovede
na otézky boji_sa(a,b) nie st vopred dané, ale vybera si ich po¢as behu vasho programu zakerny nepriatel.
Zékerny nepriatel vie sledovaf, ¢i ste eSte v prvej faze, a ddvat vdm odpovede tak, aby ste vzdy z mnoZiny
kandiddtov vylucili toho Gerta, ktory uz bol pouzity vo viac otézkach.)

A-11-3  Okruzna jazda

Najprv si rozmyslime, ako by sme okruznu trasu pre smetiarov hladali, keby vSetky ulice boli jednosmerné. Aby
uloha mala rieSenie, je samozrejme nutné, aby sief ulic bola (silno) stvisld — teda musime sa vedief dostat z
Iubovolnej krizovatky na Iubovolnd int.! Tak isto je nutné, aby z kaZdej krizovatky von vychadzalo rovnako
vela ulic, ako do nej vchadza. Totiz vzdy ked do nejakej krizovatky vojdeme, musime z nej aj vyjst. (Toto plati
aj pre krizovatku 1. Odtial navySe raz na za¢iatku vyjdeme, ale zase sa tam musime aj na konci vratit.)
Ukéazeme, Ze tieto podmienky st postacujice pre existenciu riesenia.

Vyrazme z krizovatky ¢islo 1 a vzdy podme Tubovolnou este nepouzitou ulicou v povolenom smere, pokial je to
mozné. Kde takito prechadzka moze skoncit? Ked prideme na krizovatku k odli$nt od krizovatky 1, tak sme
do krizovatky k vstupili o jedna viackrat, nez sme z nej odigli. Ale z kazdej krizovatky vedie von rovnako vela
ulic ako dnu, takZe urdite este mame ulicu, ktorou mézeme odist.

Preto nasa prechddzka musi skondit na krizovatke 1. Uvazujme teraz nejak taka prechdzdku P = 1, k1, ko, ..., k¢, 1.
Ak sme v nej nepresli iisetky ulice, tak vdaka stvislosti siete existuje nejaka krizovatka k; v prechadzke, z ktorej
vedil eSte nepouzité ulice. Teraz zopakujme tivahu z predchadzajiceho odseku, s tym rozdielom, Ze zacinat pre-
chadzku budeme v krizovatke k; a poc¢as nej budeme pouzivat len doteraz nepouzité ulice. Opit takto dostaneme
nejakd okruznu prechadzku, ktord nutne aj skonéi v k;

Po6vodni prechadzku P teraz vieme predlzif: najprv prejdeme zaciatok 1,k; ..., k; z prechadzky P, potom celi

1S vynimkou krizovatiek, na ktoré nevedie #iadna ulica, teda izolovanych vrcholov v grafe.
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nova okruzni prechédzku z k; naspit do k;, a na zaver zvysok prechadzky P, teda k;11,..., ks, 1.

Tento postup opakujeme a prechadzku predizujeme, az pokym v nej nevyskytuji vietky ulice. Kedze v kazdej
iteracii pridame do prechadzky aspon nejaké ulice, je tento postup zjavne konecny.

Popisany algoritmus sa dokonca d4 implementovat v ¢ase linedrnom od velkosti vstupu.? Pri prvom prechode
si ¢isla krizovatiek ukladdme na zésobnik. Potom ich odoberdme a vypisujeme od konca, pokial nedojdeme ku
krizovatke k;, z ktorej vedie eSte nepouzitd ulica. Z nej opit prechadzame a priddvame krizovatky na zasobnik.
Toto opakujeme, pokial sa zdsobnik nevyprazdni. Takto sme nasli prechadzku, ktord pouziva kazda ulicu préve
raz, ale vypisali sme jej ulice v opa¢nom poradi. To mézeme opravit ukladanim do pomocného zoznamu, ktory
nakoniec oto¢ime, alebo priamo drobnym trikom: ulice povolime prechddzat iba v protismere.

Zostéva doriesit obojsmerne pouzitelné ulice. To, Ze chceme kazdou ist prave raz, je ekvivalentné s tym, Ze chceme
najskor z kazdej obojsmernej ulice vyrobit jednosmerku a potom chceme vyriesit vyssie popisani jednoduchsiu
tlohu. A my uz navySe presne vieme, ¢o musi platit, aby mesto tvorené samymi jednosmerkami malo rieSenie.
Zjavne je teda potrebné vSetky obojsmerné ulice zjednosmernit tak, aby do kazdej krizovatky vchadzal rovnaky
podet ulic, ako z nej vychadza. Najprv ukdzeme niekolko jednoduchjch pozorovani. Ak sa na nejakej krizovatke
stretdva neparny pocet ulic, tak tloha nema rieSenie. Takisto rieSenie nebude existovat, ak pre nejaka krizovatku
s k. (Ak napriklad méme krizovatku do ktorej vchédza Sest jednosmeriek a vychadzaji len dve, vobec nam
nepomdze, ze z tej krizovatky veda aj dve obojsmerné cesty. Aj keby sme obe orientovali smerom von, stéle
bude von idtcich jednosmeriek primaélo.)

Ak je rozdiel medzi poc¢tom vchadzajacich a vychadzajtcich jednosmeriek presne rovny poctu obojsmernych
ulic, tak mame pre obojsmerné ulice jednozna¢ne uréent ich orientdciu. (Vsimnite si, Ze bud vyssie popisana
alebo tato situdcia uréite nastane na kazdej krizovatke, na ktort vedie préve jedna obojsmerna ulica.)
Takymto spésobom postupne priradzujeme orientaciu uliciam, pre ktoré je jednoznacne urcena. Ak pocas toho
stretneme nejaky spor, prestaneme a podédme spravu Ze rieSenie neexistuje. (Spor moze byt bud vyssie popisaného
typu, alebo ho mozeme dostat tak, Ze ndm pre obojsmernti ulicu medzi krizovatkami a a b v krizovatke a vyjde
opacné orientédcia ako v krizovatke b.)

Vyssie popisany postup vieme tieZz implementovat v linedrnom case. Sta¢i na zaciatku raz skontrolovat kazdu
krizovatku, a potom este vzdy ked v krizovatke a nastavim orientéciu ulici vedticej do b, zaradim si krizovatku
b do zoznamu na dalsie spracovanie. Kazdu krizovatku takto spracujem nanajvys dvakrét.

Predpokladajme teraz, ze vyssSie popisany postup skoncil a uz pre ziadnu ulicu neméme vyniitend jej orienta-
ciu. Pozor, toto este neznamenad, Ze uz neméame Ziadne obojsmerné ulice! ESte ostava jeden mozny pripad. Z
niektorych krizovatiek mozu este stale viest dve obojsmerné ulice. Zaroven pre kazda taktto krizovatku plati,
7e pocet na nu vchadzajacich jednosmeriek sa rovnd poctu z nej vychadzajuicich.

Ked sa teraz pozrieme len na obojsmerné ulice, dostaneme graf, v ktorom mé kazdy vrchol stupeii 0 alebo 2.
Tento graf sa teda sklada z jedného alebo viacerych disjunktnych cyklov. No a na dorieSenie naSej tlohy staci
v rdmci kazdého cyklu orientovat vSetky hrany ,tym istym smerom*“ — teda tak, aby sa po cykle dalo v smere
hran prejst dokola.

Cely algoritmus je teda mozné realizovat s linedrnou ¢asovou aj paméitovou zloZitostou.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <cstdlib>
#include <vector>
using namespace std;

struct hrana
{

int z, d;

hrana(int _z, int _d) { z = _z; d = _d; }
}i

struct krizovatka
{

vector<hrana *> dovnitr, ven; // Jednosmérné ulice do a z kriZovatky.

2Teda v ¢ase O(n +m), kde n je pocet krizovatiek a m podet ulic.
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vector<int> obousmerne; // Obousmérné ulice sousedici s krizZovatkou.

int prvni_nepouzita; // Prvni ulice do kriZovatky, kterd jesté neni v prochdzce.

bool navstivena; // Znalka pro prohledavdni do hloubky.

krizovatka ()
{
prvni_nepouzita = 0;
navstivena = false;

bi
static krizovatka *xgraf;

// Priichodem do hloubky urcéi pocet ulic dosazZitelnych z krizZovatky Z
// bez ohledu na jejich smér (kazdd ulice je pocditdna dvakrdt, jednou
// za kazdy jeji konec).

static int pocet_dostupnych (int z)
{
vector<hrana *>::iterator 1i;
vector<int>::iterator j;
int pocet = 0;

if (graf([z].navstivena)
return 0;
graf([z].navstivena = true;

vector<int> sousedi;

for (i = graf(z].dovnitr.begin(); i != graflz].dovnitr.end(); ++1)
sousedi.push_back ( (xi)->z);
for (i = graf[z].ven.begin(); i != graf[z].ven.end(); ++1i)

sousedi.push_back ( (xi)->d);

for (j = graf[z].obousmerne.begin(); Jj != graf[z].obousmerne.end(); ++J)

sousedi.push_back (*x73);

for (j = sousedi.begin(); j != sousedi.end(); j++)
pocet += 1 + pocet_dostupnych (x73);

return pocet;

}
// Prida do grafu jednosmérnou hranu z kfizZovatky F do kriZovatky T.

static void pridej_jednosmernou_hranu(int £, int t)

{
hrana *h = new hrana(f, t);
graf[f].ven.push_back (h);
graf[t].dovnitr.push_back (h);

}

// SmaZe z grafu obousmérnou hranu mezi kfizZovatkami F a T.
static void smaz_obousmernou_hranu(int f, int t)

{

vector<int>::iterator ij;

for (i = graf[f].obousmerne.begin(); i != graf[f].obousmerne.end(); ++i)
if (%1 == t)
break;
*i = graf[f].obousmerne.back();

graf[f].obousmerne.pop_back();

}

// Prochdzi obousmérné ulice a orientuje ty, u nichZ je orientace vynucend.

// Vrdti false, pokud u nékteré krizZovatky nelze naorientovat ulice tak,
// aby jich vchdzel a vychdzel stejny poclet.

static bool naorientuj_vynucene (int n)
{

vector<int> kontroluj;

for (int i = 1; i <= n; i++)
kontroluj.push_back (1) ;

while (!kontroluj.empty())
{
int v = kontroluj.back();
kontroluj.pop_back () ;

int rozdil = graf[v].ven.size() - graf[v].dovnitr.size();
if (rozdil == 0)
continue;

if ((unsigned) abs(rozdil) > graf[v].obousmerne.size())
return false;

bool ven;
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if (rozdil == (int) graf[v].obousmerne.size())
ven = false;

else if (-rozdil == (int) graf[v].obousmerne.size())
ven = true;

else
continue;

vector<int>::iterator a;
for (a = graf[v].obousmerne.begin(); a != grafl[v].obousmerne.end(); ++a)
{
smaz_obousmernou_hranu (*xa, v);
if (ven)
pridej_jednosmernou_hranu (v, *a);
else
pridej_jednosmernou_hranu (*a, Vv);
kontroluj.push_back (*xa);
}
graf[v] .obousmerne.clear();

}

return true;

}

// Naorientuje libovolné cyklus z obousmérnych ulic obsahujici kriZovatku V.

static void naorientuj_cyklus (int v)
{
vector<int> cyklus;
vector<int>::iterator i, 3j;

cyklus.push_back (v);
int a = graf[v].obousmerne[0], p = v;
while (a != v)
{
i = grafla].obousmerne.begin();
cyklus.push_back(a);

if (p == *1i)
++1;

b =a;

a = xi;

}
cyklus.push_back (v);

for (i = cyklus.begin(), j = i + 1; j != cyklus.end(); ++i, ++3)
{
pridej_jednosmernou_hranu (i, *7);
graf[*i].obousmerne.clear();
}
}

// Naorientuje libovolné cykly z obousmérnych ulic.

static void naorientuj_cykly (int n)
{
for (int v = 1; v <= n; v++)
if (!graf[v].obousmerne.empty())
naorientuj_cyklus (v);

}

// Nalezne a vypiSe prochdzku, kterda projde kazZdou ulici prdavé jednou
// a v povoleném sméru, za predpokladu, Ze zddnd ulice neni obousmérnd.

static void vypis_eulerovsky_tah ()
{

vector<int> tah;

const char xsep = "";
tah.push_back (1) ;
while (!tah.empty())

{

int v = tah.back();

if ((unsigned) graf[v].prvni_nepouzita == graflv].dovnitr.size())
{
printf ("%$s%d”, sep, Vv);
sep = ”_";
tah.pop_back();

else

{

hrana xh = graf[v].dovnitr[graf[v].prvni_nepouzital;
tah.push_back (h->z);
graf([v].prvni_nepouzita++;

}
printf (”\n”);
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}

int main ()
{

int m, n;

scanf (”"%d%d”, &n, &m);
graf = new krizovatkaln + 1];

for (int i = 0; 1 < m; i++)
{
int £, t;
char sm([2];

scanf (”%d%d%s”, &f, &t, sm);
if (sm[0] == 'J")
pridej_jednosmernou_hranu(f, t);
else
{

graf[f].obousmerne.push_back (t);
graf[t].obousmerne.push_back (f);

i=20; 1 < n; i++)
af[i].dovnitr.size() + grafli].ven.size() + graf[i].obousmerne.size ()
=1

)

printf (”nelze\n”) ;
return 0;

}

if (pocet_dostupnych(l) != 2%m || !naorientuj_vynucene (n)
{
printf (“nelze\n”);
return 0;

}

naorientuj_cykly(n);
vypis_eulerovsky_tah();
return 0;

A-11-4 Magické siete

V prvej podilohe sme mali ukazat, Ze neexistuje ziadna siet, ktoréa simuluje XOR4 a pritom sa skladé zo samych
obmedzeni typu XORg.

Toto je velmi jednoduché. DokéZeme to sporom. Predstavme si, Ze mame taku siet. Nasa siet m4 teda 4 vstupné
premenné (w,x,y, z), niekolko pomocnych premennych, a niekolko obmedzeni typu XORg3. Dosadme teraz za
vSetky premenné hodnotu 1. KedZze kazdé obmedzenie je typu XORgs, st vSetky obmedzenia splnené. Siet teda
nutne prijme vstup (1,1,1,1). A to je hladany spor, lebo obmedzenie XOR,4 pre vstup (1,1, 1,1) nie je splnené.

V druhej podilohe sme mali ukdzat, Zze ked si ku XOR3 zoberieme na pomoc aj ZERO, uz budeme vediet
simulovat XOR4.

V nasledujticom texte pouzijeme oznaenie T ako negaciu x a oznacenie @ ako operdciu xor. (Plati teda napr.
0pl=1a0®1=0.Zjavne tiezT =x B 1.)

Zavedme si pomocnd premenni a a v§imnime si, ¢o spravi obmedzenie XORg3(w, z, a). Ak w = z tak a musi byt
1 a naopak. Teda pri fubovolnom pripustnom ohodnoteni premennych plati a = w ® 2 = w ® z ® 1. MozZeme sa
teda na to celé divaf tak, Ze sme ,vypocitali“ hodnotu w @ = a jej negaciu sme si ulozili do a.

Teraz pridajme druhé obmedzenie: XORs3(a,y,b). KedZe y je dalsia vstupnd premennd a hodnota a je jedno-
znacne uréend vstupnymi premennymi w a x, mdZeme sa aj na toto obmedzenie divat tak, Ze nam ,,vypodita®
hodnotu b. Presnejsie, opét bude platit b=a ®y = a ®y ® 1. Po dosadeni za a dostdvame, ze b = w d z D y.
Teda b bude urcite rovné xoru prvych troch vstupnych premennych.

No a uz sme skoro hotovi. Teraz priddme tretie obmedzenie: XOR3(b, z, ¢). Podobne ako vyssie, toto si vynuti
7e ¢ bude negaciou xoru vSetkych styroch vstupnych premennjch. A kedZe my chceme, aby xor vSetkjch Sty-
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roch vstupnych premennych bol 1, tak vlastne chceme aby ¢ bolo 0. A toto si vynutime poslednym, Stvrtym
obmedzenim: ZERO(c).

Tu je teda eSte raz kompletné rieSenie: obmedzenie XORy4(w, x,y, 2) je ekvivalentné so sietou tvorenou obme-
dzeniami XOR;3(w, z,a), XOR3(a,y,b), XOR;3(b, 2, ¢) a ZERO(c).

Iné riesenie: Pomocou ZERO(Q) si vynitime, Ze pomocna premennd O musi mat hodnotu 0. Teraz pomocou
nej vieme negovat. Ak napriklad priddme obmedzenie XORj3(u, v, V) tak v musi mat hodnotu .

No a teraz modzeme postupne priddvat nasledovné obmedzenia:

XOR3(w,z,a) — a je negiciou w @ x

XOR3(a,b,Q) —-bjewdx

XOR3(b,y,c) —cjenegdciouw Bz Py

XORs3(c,d, Q) —djewdzxdy

XOR3(d,z,€) —ejenegaciouwdzr®y Dz

a na zéaver to uz len, podobne ako v predchddzajicom rieseni, ukonéime obmedzenim ZERO(z).

V poslednej podilohe sme mali obmedzenie XOR,4 simulovat pomocou siete obmedzeni typu NAE.

Mame teda opif $tyri vstupné premenné (w, z,y, z) a potrebujeme si vynitit, aby bud préve jedna z nich, alebo
prave tri z nich mali hodnotu 1.

Inymi slovami, potrebujeme zakéizat kombinacie hodnot (0,0,0,0), (1,1,1,1) a vSetky permutécie (0,0,1,1).
Vsimnime si obmedzenie NAE(w, z,a). Ak s w a x roézne, a modze mat Iubovolni hodnotu. Ak st ale w a
2 rovnaké, a musi mat hodnotu opacni.

Co sa teraz stane, ak zoberieme naraz obmedzenia NAE(w, x,a) aj NAE(y, z,a)? Tieto dve obmedzenia skoro
vzdy vieme obe splnif vhodnou volbou a. Existuje v principe len jeden pripad, kedy tomu tak nie je: ak si aj
jedno aj druhé obmedzenie vynuti konkrétnu hodnotu a, ale nie oba tu isti1. Teda existuji len dve ohodnotenia
premennych (w, x,y, z) ktoré nevyhovuja: (0,0,1,1) a (1,1,0,0).

Zvysné kombinacie dvoch 0 a dvoch 1 zakézeme podobne, vhodnou zdmenou poradia vstupnych premennych.
Pridali by sme teda dvojicu obmedzeni NAE(w, y,b) a NAE(z, z,b) a dalsiu dvojicu obmedzeni NAE(w, z,¢) a
NAE(z,y, ¢).

Vyssie popisanych 6 obmedzeni teda tspesne zakazalo vSetky situacie, v ktorych prave dve zo vstupnych pre-
mennych maji hodnotu 1. Ostava ndm este zakazat vstupy (0,0,0,0) a (1,1,1,1).

Toto spravime velmi podobne. VSimnime si obmedzenia NAE(w,z,d) a NAE(y, z,e). NAm sa nepacia prave
tie situdcie, v ktorych méa aj d aj e vyntutent hodnotu, a to obe tu isti. Tak prave tuto skutoénost zakazeme
pridanim obmedzenia NAE(d, d, e). Dahko nahliadneme, Ze vyhovujiice d a e vieme zvolit prave vtedy, ak nemaji
premenné w, x,y, z vSetky ta istt hodnotu.
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