KoreSpondencny seminar z programovania
XXXII. ro¢nik, 2014/15

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesenia 2. kola letnej cCasti

Baklazan
1. Zerg Bot 2 (max. 0 b za popis, 15 b za program)

Tento vzorak bude pouzivat mnohé pojmy a techniky vysvetlené vo vzordku k predoglej sérii, preto pred jeho
¢itanim odportacam, aby ste si prec¢itali vzorové riesenia k tlohe Z1 z predoslej série KSP (ak ste ich ndhodou
este necitali).

1 - Tam a spat

Na prejdenie levelu staci, aby robot chodil stale rovno a vzdy, ked pride na rozsvieteny prepinaé, prepinac
vypol a otocil sa. Napiseme si teda funkciu, ktora urobi jeden krok a v pripade potreby vypne prepina¢ a otoc¢i
robota. Tato funkciu potom robota nechame vykonavat dookola v nekone¢nej rekurzii.

Narazime vsak na drobny problém. Robot pocas svojho pohybu chodi aj po uz vypnutych prepinacoch, preto
ak po vstupe na rozsvieteny prepina¢ najprv prepina¢ vypneme, robot nemd ako zistit, Ze sa mé otacat. To
moZzeme vyriesit napriklad tak, Ze si napiSeme pomocnu funkciu, ktord prepne prepina¢ a otodi robota. Tato
funkciu potom zavolame, ked vstiipime na rozsvieteny prepinac¢. Tiez by fungovalo, keby sme robota po vstupe
na rozsvieteny prepina¢ najskor otocili a az potom prepinac¢ vypli.

Kéd:
funkciaO

aha funkciaO:

krok

funkcial ak svieti
funkcial

aha funkcial:
prepni
dolava
dolava

2 - Tam, kde sa skryval bazilisk

.....

ma dlzku 3, uréite sa nam zide funkcia, ktora urobi 3 kroky:

aha funkciaO:
krok
krok
krok

Po troche experimentovania najdeme sposob, ako level prejst. Jednou z moznosti je obist celd komnatu v
smere hodinovych rudi¢iek za¢nic v juhovychodnom rohu a cestou rozsvietit vSetky prepinace okrem prepinaca
v severovychodnom rohu. MézZeme si vSimnut, Ze tri steny komnaty vyzeraji tplne rovnako, preto sa ndm oplati
napisat si funkciu, ktord zac¢inajic v rohu prepne prepina¢ v danom rohu, prejde popri jednej stene (cestou
prepne aj prepinaé¢ “vo vyklenku”) a skoné¢i v dalSom rohu. Aby sme tuto funkciu mohli volat bezprostredne
viackrat po sebe, v koncovom rohu sa este oto¢ime doprava:

aha funkcial:
prepni
funkcial
dolava
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krok
prepni
dolava
dolava
krok
dolava
funkciaO
doprava

S pomocou tejto funkcie potom lahko napiSeme cely program:

Hlavny kéd:

funkcial
doprava
funkcial
doprava
funkcial
funkcial
funkcial
funkcial
dolava
funkcial
krok

3 - Komprimacia

Najprv si spoéitame, ze rovné tseky maji postupne dlzky 9, 4, 7, 13, 4, 6, 15, 6 a 12 krokov. Kedze medzi
tymito dlzkami je dost vela nasobkov trojky, zide sa nam funkcia, ktora urobi 3 kroky. Tiez sa nam tam dvakrat
opakuje Stvorka, preto si definujeme aj funkciu na urobenie 4 krokov (samozrejme s vyuzitim funkcie pre 3
kroky). S pomocou tychto dvoch funkeii budeme vediet urobit 7 krokov na dva prikazy. KedZe mame dva useky
dlhé 6, oplati sa ndm napisat si aj funkciu na 6 krokov. Nakoniec sa ndm zide aj funkcia na 9 krokov — nielenze
méame tsek dlhy 9, ale skombinovanim deviit- a Stvorkrokovej funkcie vieme na dva prikazy urobit 13 krokov
a skombinovanim devit- a Sestkrokovej vieme urobit 15 krokov. Pri definicii kazdej z tychto funkcii mozeme,
samozrejme, vyuzivat tie predchddzajuce. Nase funkcie teda vyzeraju takto:

aha funkcia3:
krok
krok
krok

aha funkcia4:
funkcia3
krok

aha funkcia6:
funkcia3
funkcia3

aha funkcia9:
funkcia6
funkcia3

S pomocou takychto funkcii vieme Tahko napisat program, ktory prejde level a spolu s definiciami funkcii méa
presne 30 prikazov, teda sa akurat zmesti do limitu. Rovné tiseky z nasich funkcii poskladame ako 9, 4, 4+3, 944,
4,6,9+6, 6 a 9+ 3. Toto rieSenie sa vSak da este zlepsit. Mozeme si totiz v§imnut, Ze po vSetkych tsekoch, kde
sme pouzili funkciu4, nasledovala zdkruta doprava. Preto mozeme prikaz doprava pridaf na koniec funkcie4 a
tato funkciu vzdy volat az na konci tseku. Podobne po kazdom tseku obsahujiicom funkciu6 nasleduje zdkruta
dolava, preto mozeme prikaz dolava pridat na koniec funkcie6. Tym si ale pokazime funkciu9 (kedZe t4 vo
svojej definicii pouziva funkciu6), preto ju musime prepisat, napriklad takto:

http://ksp.sk/ strana 2 z 20



aha funkcia9:
funkcia3
funkcia3
funkcia3

S pomocou takychto funkcii potom vieme napisat program, ktory mé spolu s definiciami iba 26 prikazov:

Hlavny kéd:

funkcia9
dolava

funkcia4d

funkcia3
funkcia4d

funkcia9
funkcia4d

funkcia4d
funkcia6

funkcia9
funkcia6

funkcia6

funkcia9
funkcia3

4 - Svetielka

Potrebujeme rozsvietit 5 prepinacov na vychodnom konci chodby a zhasntt 5 prepinacov na zdpadnom konci
chodby. Celé to modzeme urobif napriklad takto:

1. Najprv prepneme prvych 5 prepinacov.

2. Potom pdjdeme rovno, az kym nenarazime na stenu, pridom cestou budeme vypinat vSetky svietiace
prepinace.

3. Pri stene sa otoc¢ime.

4. Pdjdeme az do konca levelu iba rovno.

Prvy bod urobime velmi jednoducho: napiSeme si funkciu, ktord prepne prepina¢ a urobi krok, tito funkciu
potom zavoldme patkrat.

aha funkciaO:
prepni
krok

Na druht ¢ast si napiSeme takato funkciu:

aha funkcial:

krok

prepni ak svieti

funkcial ak nie je stena vpredu

Kym pred robotom nebude stena, tato funkcia sa bude rekurzivne volat dookola. Po prichode k stene sa
volat prestane a vSetky jej zavolania postupne skoncia.
Tretia ¢ast je jednoduché a na Stvrti éast nam stacéi funkcia, ktord bude v nekonecnej rekurzii robit kroky:
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aha funkcia2:

krok

funkcia?2

Hlavny program teda bude vyzerat nasledovne:

Hlavny kéd:

funkciaO
funkcial
funkcial
funkcia0
funkcia0
funkcial

dolava

dolava
funkcia?2

5 - Tajna kombinacia

KedZe o tajnej kombinacii ni¢ nevieme, nezostava nam ni¢ iné, ako zacat postupne skusat vSetky mozné
kombinécie. Nemusime to vSak skuSaf ruéne. Namiesto toho si mozeme napisat program, ktory na hracom
plane postupne vytvori vSetky moZné kombinécie, tento program spustit a potom sa uZ len pozeraf, pri ktorej
kombinécii sa jet torch vypne.

Napi$me si funkciu0, ktora za predpokladu, Ze je robot otoceny smerom na vychod, vytvori na prepinacoch,
ktoré st medzi robotom a vychodnym koncom chodby (vratane prepinac¢a, na ktorom robotom préve stoji)
postupne vsetky mozné kombinécie, pricom na konci nechd vypinace v rovnakom stave ako boli na zaciatku
a robot bude staf na rovnakom policku ako na zacdiatku, ale otoceny na zipad. Tento popis sa vadm moze
zdat trochu krkolomny, ale neskor sa nam zide. Pri programovani tejto funkcie vyuZijeme princip vysvetlovania
vyznamu slova pomocou toho istého slova.

Ako by takato funkcia mala vyzerat?

V pripade, Ze je robot na zaciatku volania funkcie na vychodnom konci chodby, je to jednoduché. Mame
vytvorit vSetky mozné kombindcie na prepinaci, na ktorom robot prave stoji. Takéto kombindcie sa iba
dve — bud je prepina¢ vypnuty alebo je zapnuty. V jednom z tychto stavov je na zaciatku a do druhého
ho jednoducho prepneme. Chceme, aby robot skonéil oto¢eny smerom na zapad a aby prepinace boli v
povodnom stave, preto robota eSte otodime a prepina¢ prepneme naspét.

prepni
dolava
dolava
prepni

Pripad, ked robot na zaciatku volania funkcie nie je na vychodnom konci chodby, je trochu zlozitejsi, kedze
sa musime postarat o vicsi tsek prepinacov a teda musime vytvorif viac kombindcii. Podet prepinacov
navySe dopredu nevieme. VSetky kombindcie vSak moZeme rozdelit na dve skupiny: tie, pri ktorych je
prepinac, na ktorom robot prave stoji, zhasnuty a tie, pri ktorych je rozsvieteny. Najprv vytvorime vsetky
kombinécie z prvej skupiny: posunieme robota o jeden krok na vychod a zavolame funkciu0. Tym sa na
vsetkych prepinacoch vychodne od zaciato¢ného vytvoria vSetky mozné kombinécie, teda sme vytvorili
vSetky kombinacie, pri ktorych je zaciatoény prepina¢ vypnuty. Nasledne sa vratime na policko, kde sme
zacCinali, rozsvietime ho a podobnym spo6sobom vytvorime vSetky kombinacie, pri ktorych je toto policko
rozsvietené. Nakoniec sa vratime na zaciato¢né policko a op#f ho zhasneme, aby boli na konci volania
funkcie policka v pé6vodnom stave.

krok
funkciaO
krok
prepni
dolava
dolava
krok
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funkcia0
krok
prepni

Este nejako potrebujeme docielit, aby sa vzdy vykonala t& spravna z tychto dvoch moznosti. To vieme urobit
napriklad tak, ze kazda z tychto moznosti dame do inej pomocnej funkcie a vo funkciiO sa iba rozhodneme,
ktort z tychto dvoch funkcii zavolame. Pritom si, samozrejme, musime dat pozor, aby sa ndm nestalo, Ze po
zavolani prvej (a s tym stvisiacej zmene situdcie) sa zavola aj druha.

Kéd:

funkciaO

aha funkciaO:
funkcial ak je stena vpredu
funkcia2 ak je stena vlavo

aha funkcial:
prepni
dolava
dolava
prepni

aha funkcia2:
krok
funkciaO
krok
prepni
dolava
dolava
krok
funkcial
krok
prepni

Po tom, ¢o ndjdeme spravnu kombinéciu, je uz riesenie jednoduché:
Koéd:

krok
prepni
krok
prepni
krok
krok
prepni
krok
prepni
krok
doprava
krok
krok

1 - Svietiaca cesta

NapiSeme si funkciu, ktora urobi krok spravnym smerom a potom zavold sama seba. Ako urobit krok sprav-
nym smerom? Jednoducho vyskasame vsetky tri mozné smery. Najprv urobime krok dopredu a skontrolujeme,
¢ sme na svietiacom prepinac¢i. Ak ano, potom to bol krok sprdvnym smerom a moZzeme znovu zavolat nasu
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funkciu. V opa¢nom pripade sa vratime naspit a sktisime nejaky iny smer, napriklad dolava (vzhladom na smer,
ktorym sme boli oto¢eni na zaciatku volania funkcie). Ak ani tym smerom nebude svietiaci prepinaé, vratime sa
a pojdeme poslednym moznym smerom, teda doprava. Kedze pouzivame nekoneént rekurziu, funkcia sa vzdy
vykona iba po miesto, kde prvy raz zavold sama seba, teda sa ndm nemozZe staf, Ze by po prvom zavolani
urobila este nejaké neziadtce prikazy navySe. KedZe sa na viacerych miestach programu budeme chciet vratit
na policko, odkial sme prisli, mdzeme si na to napisat pomocnu funkciu.

Kad:
funkciaO

aha funkciaO:

krok

funkciaO ak svieti
funkcial

doprava

krok

funkciaO ak svieti
funkcial

krok

funkcial

aha funkcial:
dolava
dolava

krok

2 - Rozsvecovanie

Najjednoduchsi sposob ako zarucene najst vetky stlpy, je prehladaf celt mapu. Sktisme teda najprv napisat
program, ktory by po riadkoch presiel po celom planiku (podobne ako v leveli 4-Sachovnica z tlohy Prask
1.4 z predoslej série), ak by tam neboli stipy. Robotovu cestu mézeme rozdelif na 4 druhy tsekov: tiseky, ked
ide na vychod, useky, ked ide na zapad, ota¢anie pri vychodnom okraji miestnosti a otacanie pri zapadnom
okraji miestnosti. Pre kazdy z tychto druhov si napiSeme jednu funkciu a tieto Styri funkcie vhodnym spdsobom
nechéme volat sa navzajom v nekonecnej rekurzii:

funkciaO

aha funkciaO:

krok

funkcia0 ak nie je stena vpredu
funkcia?2

aha funkcial:

krok

funkcial ak nie je stena vpredu
funkcia3

aha funkcia2:
doprava

krok

doprava
funkcial

aha funkcia3:
dolava

krok

dolava
funkciaO
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funkcia0 slGZi na cestu na vychod: tato funkcia bude hybat robotom dopredu a volat sama seba dookola,
aZ kym robot nepride k stene. Potom zavold funkciu2, ktord robota otoél (a posunie do dalSieho riadku) a
nasledne zavola funkciul, ktord slizi na cestu na zapad. funkcial podobnym spésobom dovedie robota k
zapadnému okraju miestnosti a zavold funkciu3, ktord robota oto¢i (a posunie o jedno policko na juh) a zavola
opif funkciu0. Takto sa budu tieto Styri funkcie volat dookola, az kym robot nepride na spodok mapy.

To je sice vietko pekné, ale na mape st aj stipy, okolo ktorjch potrebujeme rozsvietif prepinace. Najprv,
samozrejme, budeme potrebovat vediet rozoznaf stlpy od okrajov miestnosti. Na to mézeme vyuzit, Ze stipy sa,
na rozdiel od okrajov miestnosti, daju obist. Napisme si teda funkciu, ktora obide jeden stip:

aha funkcia4:
doprava

krok

dolava

krok

krok

dolava

krok

doprava

Peter
2. Zabezpecenie (max. 6 b za popis, 4 b za program)

Vo vSeobecnych Sifrach potrebujeme na deSifrovanie poznat Sifrovaci algoritmus a kIU¢ na deSifrovanie.
Sifrovaci algoritmus uZ pozndme — je popisany v zadani. Pravdepodobne nebude problém celj proces obratit a
desifrovat text. AvSak na to potrebujeme klG¢ — v nasom pripade ¢islo uddvajtice posun v abecede. Tento klIué
zatial nepozname, preto ho musime zistit z jednotlivych sprav.

Na zaciatok, ked nevieme prist na nejaky prefikany spdsob, ako odhalif kIi¢, mozeme skiSat vSetky mozné
kTace, kym pouzitie jedného nevrati zmysluplny deSifrovany text. V nasom jednoduchom priklade spoznéme
“zmysluplny” text tak, Ze na jeho zaciatku sa nachadza V MENE KSP. Moézeme teda v cykle postupne pre-
chadzat vSetky moZné posuny. Pre kazdy posun “zmensime” kazdé pismeno o 1, a v pripade, Ze by sme sa mali
dostat pod A, tak pokrac¢ujeme od Z. Po takomto pokuse o desifrovanie overime, ¢i text zac¢ina v V MENE KSP.

Predoslé riesenie mé ¢asovi zlozitost O(n - k), kde n je maximalna dlzka textu a k je pocet moznych klacov.
V nasom pripade riesenie nie je az také zlé, kedze texty st pomerne kratke a pismen v abecede je len 26.

Keby v8ak sprava mohla pozostavat zo vSetkych ASCII znakov, alebo nebodaj z UTF-8 znakov a bola by
velké niekolko gigabajtov, bol by to uz trochu problém. Existuje vSak aj rychlejsie a jednoduchSie rieSenie.

Vieme, Ze prvy znak textu (ozna¢me ho e) musel vznikntt zasifrovanim V (lebo to je prvé pismeno V MENE
KSP). Klu¢ mozeme jednoducho vypodéitat ako hodnotu e — V.

V niektorych programovacich jazykoch ako napriklad C++ moZeme pracovat so znakmi priamo ako s ¢islami,
napriklad 'D'-"A" bude ¢islo 3. V inych jazykoch musime najprv konvertovat znaky na ¢isla. ord ('D')-ord ('A")
bude mat hodnotu 3.

Tiez ak ndm vadi, ked vyjde zadporna hodnota (F' —V je —16), modZeme k tomuto ¢islu pri¢itat hodnotu 26.

Akonéahle vypocitame k, staci desifrovat text podobne ako v predoslom rieseni, a kedZe uz vieme spravny
klag, staci odéitavat od kazdého znaku iba raz. Takto dostaneme ¢asovi zlozitost O(n). Pamétova zloZitost
vieme mat dokonca O(1), keby sme vstup nacitavali postupne znak po znaku a rovno vypisovali vysledok, ale
pre jednoduchost budeme nacitavat cely riadok do pamite naraz.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
using namespace std;

int main () {
int n; //pocdet riadkov vstupu
int k; //kluc
string s; //string do ktorého budem nacitavat
cin >> n;
/+ Ako si niekto vsimol, kombinovanim cin a getline vznikaju problémy.
* Nasledujuci getline naCitava eSte z prvého riadku vstupu. =*/
getline(cin,s);
for (int riadok = 0; riadok < n; riadok++) {

getline (cin,s); //Nacitam cely jeden riadok vstupu.
k = (s[0] - 'V’ + 26)%26; //Spolitam kIlu¢ podla prvého znaku stringu (pévodne ’‘V’).
for (int i = 0; 1 < s.size(); i++){

if (s[i] == ’_’) continue; //Medzery nedesifrujem.

s[i] = (s[i] - A" - k + 26)%26 + 'A’; //Desifrujem kazdé pismeno.

//+’A’ a —’A’ pouzZivam na prevod medzi ASCII a hodnotou znaku od 0 po 25
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cout << s << endl; //DesSifrovany text vypisSem.

Listing programu (Python)

t = int (input ())
for i in range(t):

line = input ()
kluc = (ord(line[0])-ord(’V’')) % 26
line = [x if x == ’_’ else chr((ord(x)-ord(’'A’)-kluc) % 26 + ord(’'A’)) for x in line]
print ('’ .join(line))
Kubo
3. Zatualané cukriky (max. 0 b za popis, 15 b za program)

Pozrime sa najprv na trochu jednoduchsiu tlohu, v ktorej nebudeme musiet vypisovat celd Kukovu cestu,
ale len pocet cukrikov, ktoré nazbieral.

Rekurzia

Asi najjednoduchsie funkéné rieSenie, aké sa dalo vymysliet, je rekurzia.

Cheme zistit, kolko najviac cukrikov mohol Kuko zobraf po ceste z Tavého horného rohu do pravého dolného
rohu mapy. Dostaf sa na pravé dolné policko mohol bud zhora alebo zlava. Rekurzivne si zistime, kolko najviac
cukrikov vedel zozbieraf na ceste zo zaciatku do jedného z tychto poli¢ok (tato otdzku sa pytam dvakrat,
postupne pre obe policka) a vyberieme si lepsiu moznost. Tieto kratSie cesty vyratame rovnakym sposobom,
bud sa na posledné policko na nej prisiel zlava alebo zhora. Jedinou vynimkou st policka na lavom a hornom
okraji mapy, kde mam vzdy len jednu moznost, ako som sa mohol na ne dostat a lavé horné policko, kde nie je
ani jedna moznost.

AK4 je casova zlozitost? Prvé volanie funkcie sa zavold dvakrét, kazdé z tychto volani sa vSak tiez zavola
dvakrét, ¢o je dokopy uz Styrikrat, a ¢o nevidief tu mame exponencidlnu ¢asovu zlozitost. To nam zbehne tak
na vstupoch do velkosti 10, ale na ostatné potrebujeme nieco rychlejsie.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <cmath>
using namespace std;

vector<vector<int>> mapa;

int zrataj(int x, int y){

if (x<0 || y<0) return 0; //ak sme mimo mapy, vratime nulu
int vlavo = zrataj(x, y-1); //vzdy sa rekurzivne zavolame na predchadzajuce policka
int hore = zrataj(x-1, y);
return mapal[x] [y] + max(vlavo, hore); //vratime hodnotu pre toto policko
}
int main () {
int n, m;
cin>>n>>m;
mapa.resize (n, vector<int> (m)); //nastavime velkost pola a nacitame mapu

for (int i=0; i<n; 1i++){
for (int j=0; j<m; Jj++){
cin>>mapalil [J];
}
}

int vysledok = zrataj(n-1, m-1); //spytame sa na policko, ktore nas zaujima
cout<<vysledok<<endl;

Rekurzia s memoizaciou

Riesenie obyc¢ajnou rekurziou je pomalé preto, lebo velakrat hladdme cestu na to isté policko. Algoritmus
preto upravime: namiesto toho, aby sme vzdy danii cestu pocitali nanovo, si ju spocitame len raz, vysledok
ulozime do pamiite a pri dalsich otdzkach vratime rovno tato uz vypodéitani hodnotu.

Vdaka tomu, Ze cestu na kazdé policko prepoéitavame najviac raz a pytame sa 1iu najviac dvakrat!, sa
Casové zlozitost rekurzie zlepsila na pocet policok, teda O(nm). Téato zlozitost je naviac najlepSia moznd, lebo
musime nacitat hodnotu vSetkych poli¢ok, ¢o ndm zaberie ¢as O(nm).

1raz ked pocitame cestu na policko pod nim a raz na cestu na poli¢ko vpravo
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Vypisovanie cesty

Vypisovanie cesty je pri vyssie uvedenych algoritmoch uz len CereSnickou na torte a d4 sa doprogramovat
velmi jednoducho. Pri vSetkych sme sa totiz pre dant cestu na policko pytali, ¢i je lepSie ist dottho zvrchu
alebo zlava. Zapamétame si teda, ktora z tychto moznosti bola vyhodnejsia, napriklad do dvojrozmerného pola
znakov. Z neho budeme na konci vediet priamo vyskladat cestu — staci, ak pojdeme odzadu.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <cmath>
using namespace std;

vector<vector<int>> mapa;
vector<vector<int>> memo;
vector<vector<char>>path;

int zrataj(int x, int y) {

if (x<0 || y<0) return 0; //ak sme mimo mapy, vratime nulu
if (memo([x][y] == -1) { //ak sme si toto policko nevyratali, tak ideme na to
int vlavo = zrataj(x, y-1);
int hore = zrataj(x-1, y);
memo [x] [y] = mapalx][y] + max(vlavo, hore); //zapiseme vysledok pre policko
if (vlavo > hore){ //zapiseme si odkial sa oplatilo prist, aby sme vedeli spravit cestu
path([x] [y] = 'R";
} else {
path([x] [y] = 'D";

}
}

return memo [x] [y]; //vratime vysledok pre policko, ci sme ho zratali teraz alebo uz kedysi predtym
int main () {
int n, m;
cin>>n>>m;
mapa.resize (n, vector<int> (m)); //nacitame mapu a poinicializujeme polia
for (int i=0; i<n; i++)
for (int j=0; j<m; J++)
cin>>mapalil [J];

memo.resize (n, vector<int> (m, -1));
path.resize(n, vector<char> (m));

zrataj(n-1, m-1);
cout<<memo [n-1] [m-1]<<endl; //vypiseme posledne policko, na ktorom je odpoved
string cesta;

int i

= n-1;
int j = m-1;
while(i != 0 || j != 0){ //vyskladame cestu od konca
cesta += path[i][]];
if (path([i][]] == 'R’)
=i
else
i--;
}
reverse (cesta.begin(), cesta.end()); //cestu sme vyskladali od konca, tak ju prevratime

cout<<cesta<<endl;

Dynamické programovanie

Tato tloha sa dala riesit aj principidlne inak, neZ rekurziou, a to pomocou dynamického programovania.
Pri rekurzii sme sa snazili zratat rovno vysledok a postupne si dopoc¢itavat zvysné informécie, ako sme ich
potrebovali. Dynamické programovanie sa na problém pozera z opac¢ného konca — z udajov, ktoré uz pozname
vyrata dalsie, az kym sa nedopracuje k vysledku. Postupne preto rata najviacsi pocet cukrikov, ktoré vieme
zozbierat na ceste na dané policko, ale zacina ratat v Tavom hornom rohu a od neho ide postupne doprava a
dole.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
#include <algorithm>
#include <cmath>
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using namespace std;

int main () {
int n, m;
cin>>n>>m;

vector<vector<int>> mapa;
vector<vector<int>> memo;
vector<vector<char>>path;

mapa.resize (n, vector<int> (m)); //nacitame mapu a poinicializujeme polia (rovnako ako v rekurzii)

for (int i=0; i<n; i++)
for (int j=0; j<m; J++)
cin>>mapalil [J];

memo.resize (n, vector<int> (m, -1));
path.resize(n, vector<char> (m));

//zacneme ratat

for (int i=0; i<n; i++){ //prejdeme postupne od laveho horneho rohu po riadkoch

for (int j=0; j<m; j++){
int vlavo, hore;

vlavo = hore = 0;
if (i != 0) hore = memo[i-1]1[]j]; //kontrolujeme, &i nie sme na okraji mapy
if (j !'= 0) vlavo = memo[i][j-1]; //kedze ideme po mape postupne

// tak vieme ze policka vlavo a hore mame uz zratane

memo[i][j] = mapalil] [j] + max(vlavo, hore);
if (vlavo > hore) {

path[i][J] = 'R’;
} else {

path[i] [j] = 'D’;

}
}

string cesta;

int i = n-1;
int j = m-1;
while(i != 0 \\ j != 0){ //vyskladame cestu od konca, rovnako ako pri rekurzii
cesta += path[i][]];
if (path[i][J] == 'R")
=i
else
i--;
}
reverse (cesta.begin(), cesta.end());

cout<<cesta<<endl;

4. Zaspaty krtko

Jaro
(max. 7 b za popis, 8 b za program)

V tejto tlohe sa dalo spravit celkom priamo¢iare riesenie, ktoré by potrebovalo ¢as O(n?), jednoducho tak,
ze vyskaSame sucet Cisel v kazdom stuvislom tseku. Napriklad pre kazdy zaciatok tiseku skiisime postupne
pri¢itavat prvky sprava a popritom vSetkom si budeme udrziavat, aky najvyssi sucet sme doposial videli, kde

zacinal Gsek s tymto sti¢tom a aky bol dlhy.

Takéto riesenie sice nedostane plny podet bodov, ale je lepSie mat aspori nieco.

Listing programu (Pascal)

var i, j, sum, n : int64;
bestsum, bestbegin, bestlen : int64;

cisla : array [1..1000009] of int64;

begin

//Nacitame a nastavime vsetko potrebne
read (n) ;
bestsum :=
bestbegin
bestlen :=
for i:=1 to n do read(cisla [i]);

0;
= 1;
0;
//Vonkajsim cyklom si urcime zaciatok

for i:=1 to n do begin

//Novy zaciatok znamena sucet 0
sum := 0;

//Vnutornym cyklom prejdeme konce
for j:=i to n do begin

//Sucet po tento koniec je rovny predoslemu suctu
//navysenemu o cislo na aktualnej pozicii
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sum := sum + cisla [J];

//ak mame lepsi vysledok, poznamename si ho
if sum > bestsum then begin

bestsum := sum;
bestbegin := i;
bestlen := j - i + 1;
end;
end;
end;
writeln (bestbegin, ’.’, bestlen);

end.

Jeden pristup

Jedna spasonosna myslienka, ktora vaAm mohla napadnit, je pozrief sa na tlohu ako na tseky kladnych? a
zapornych Cisel. Spravny tsek bude zaéinaf na zadiatku nejakého kladného tiseku a konéif na konci nejakého
kladného useku.

Dalsie ivahy teda mohli sledovat, kedy sa nam oplati prepojit dva kladné tseky, aj ked st oddelené tisekom
zdpornym. Netreba vSak vymyslat tazké podmienky, moZme si napriklad pre kazdé &islo zistit, aky najlepsi
vysledok vieme dosiahnut, ked nim budeme kondéif, s tym, Ze povolime, aby tento vysledok bol nula, pokial
kazdy, ktory konéi nasim ¢&islom, bude zaporny 2.

Tak sa ndm tloha totiz zjednodusi, ak chceme vysledok kondiaci nejakym ¢islom, bude to bud nula, alebo
stucet tohto ¢isla s vysledkom pre predoslé ¢islo. Nakoniec si uz staci len vSimnit, Ze nepotrebujeme vSetky
medzivysledky ukladat, ale stac¢i ndm udrziavat si akési lokdlne a akési globalne najlepSie rieSenie.

Dostali sme sa teda k optimalnemu rieSeniu s ¢asovou zloZitostou O(n) a pamétou O(1).

Listing programu (Pascal)

var i, n, locsum, globsum, locbegin, globbegin, globnum, curr : int64;

begin
//nacitame n a poinicializujeme vsetky premenne
//na rozumne hodnoty, znamenajuce prazdny usek
read (n);
globsum :
globbegin
globnum :
locbegin
locsum :=

//tu spracujeme vsetky cisla
for i:=1 to n do begin
read (curr) ;

//k lokalnemu najlepsiemu vysledku priratame aktualne cislo
locsum := locsum + curr;

//ak sme dostali doteraz najlepsi vysledok
if (locsum > globsum) then begin

globsum := locsum;

globbegin := locbegin;

globnum := i - globbegin + 1;
end

//a ak mame zaporny lokalny vysledok, oplati sa nam namiesto
//neho zacinat usek na nasledujucom cisle
else if locsum < O then begin
locsum := 0;
locbegin :=
end;
end;

i+1;

writeln (globbegin, ’.’, globnum);

end.

Druhy pristup

Napriek tomu si este rozoberieme druhé, mozno menej intuitivne, ale za to lepSie zovSeobecnitelné rieSenie.
Pozrieme sa, ¢o ndm pomdze, ak si pre kazda poziciu vyratame sucet ¢isel od zaciatku po tito poziciu. Takéto
¢isla budeme volat prefixové stucéty. Ked sa nad tym zamyslime poriadnejsie, stcet kazdého suvislého tiseku vieme
popisat rozdielom dvoch prefixovych siuctov.

Ak by sme takto chceli spocitat najvicsi stcet, ktory konéi na nejakej nami uréenej pozicii, staci ndm zistit,
aky najmensi prefixovy sicet sme videli nalavo od seba, lebo najvicsi vysledok dostaneme samozrejme, pokial
od nasho nemenného ¢isla odéitame ¢o najmensie ¢islo.

2resp. nezapornych
3Vtedy predsa mézme zobraf prazdny tsek.
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Co teda spravime: Prejdeme pole zlava doprava, budeme si poéitat prefixové stéty a pamitat si doteraz
najmensi videny prefixovy sucet a doteraz najlepsi videny vysledok. Ten pripadne upravime, ak je rozdiel nasho
aktualneho prefixového stiétu a najmensieho videného suc¢tu lepsi, ako najlepsi doterajsi vysledok. Zlozitosti
budt rovnaké ako v predoslom pristupe.

Listing programu (Pascal)

var i, n, minprefix, minend, bestsum, bestbegin, bestnum : int64;
curr, currprefix : int64;
begin
read(n);
bestsum := 0; //najlepsi doteraz videny sucet useku
bestbegin := 1; //jeho zaciatok
bestnum := 0; //a pocet cisel v nom
minprefix := 0; //najmensi prefixovy sucet
minend := 0; //a kde konci
currprefix := 0; //aktualny prefixovy sucet

//tu si spracujeme vsetky cisla
for i:= 1 to n do begin
read (curr) ;

//upravime aktualny prefixovy sucet
currprefix := currprefix + curr;

//ak sme nasli novy najlepsi vysledok
if (currprefix - minprefix) > bestsum then begin

bestsum := currprefix - minprefix;
bestbegin := minend + 1;
bestnum := 1 - minend;

end;

//aktualizujeme najlepsi (najmensi) prefixovy sucet
//rozmyslite si, ze ak by tato podmienka isla prva, vysledok
//by bol stale spravny

if currprefix < minprefix then begin

minprefix := currprefix;
minend := 1i;
end;
end;
writeln (bestbegin, ’.’, bestnum);
end.
misof
5. Otravné farmarcenie (max. 3 b za popis, 15 b za program)

Uz z prvého pohladu na tato tlohu by malo byt jasné, Ze si mdZeme nechat z4jst chut na akékolvek exaktné
optimaélne riesenie. Sposob, akym vyrobime vysledny obrazok z jeho komprimovanej podoby, nemé ziadne dobré
vlastnosti, ktoré by sme vedeli vyuzit.

Co nam teda ostéva? Prezeraf nejaké mozné rieSenia a vybraf si najlepsie, ktoré sa nam podari najst.

Hm, ale ani to nevyzerd velmi nddejne. Ked médme obrazok rozmerov 500 x 500 a v flom méZeme zvolit
1000 referen¢nych bodov, existuje priblizne 100025°°%° moznosti ako obrazok skomprimovat. Skisanie vetkyjch
moznosti hrubou silou teda tieZ nevyzerd realne. Vyzerd to, Ze predsa len budeme musiet aj trochu mysliet.

Jedna z veci, ktoré si moZeme vSimnut, je samotny vzorec zo zadania. Ked si rozmyslime, ako funguje, prideme
na to, ze sice kazdy referenény bod ovplyvnuje cely obrazok, ale najvacsi vplyv ma vo svojom bezprostrednom
okoli — a naopak, daleko od neho je uz jeho vplyv pomerne maly. Asi teda prilis nepokazime, ked si to predstavime
tak, ze kazdy referenény bod ofarbi len svoje okolie, v kazdom smere po najblizsie iné referenc¢né body.

Takéto pozorovanie nam uz umozni vyrobit nejaké prvé jednoduché riesenia. Napriklad ked mame obrazok
rozmerov n X n, tak moézeme referenéné body rozmiestnif pravidelne do mriezky rozmerov v/2n x v/2n. Ich
intenzity uréime napriklad tak, ze pre kazdy referenény bod zoberieme priemer jeho okolia. Vysledny obrazok
sice nebude ziadna vyhra, ale programuje sa to rozumne lahko a nejaké body za to budd.

O ¢osi lepSie rieSenie zrejme vieme dosiahnut tak, Ze referenéné body nebudeme rozmiestiiovat rovnomerne,
ale budeme ich davat paZravo vzdy tam, kde ich je najviac treba. Ako na to? Budeme referenéné body pridavat
postupne po jednom. Vizdy, ked priddvame novy, vyskisame vetkych 256n2 moznosti, kam ho dat. Zakazdym
si prepoc¢itame, aki chybu bude mat vysledné rieSenie. No a nésledne zoberieme tU polohu, ktord viedla k
najmensej chybe.

Takéto rieSenie mé sice polynomiédlnu ¢asovi zlozitost, je vSak stale dost pomalé. Na to, aby bolo aspon
trochu pouzitelné aj pre obrazky vicsie ako 10 x 10, ho treba implementovat Sikovne. Urobime preto jeden
trik, ktory odteraz budd pouzivat aj vSetky dalSie rieSenia: Ked uz méame nejaké referenéné body, budeme
si pamitat pre kazdy pixel obrézka aj sicet hodnot (intenzita referenéného bodu krat jeho vaha), aj stcet
samotnych vah. Z nich vieme aktualnu intenzitu pixelu vypoéitat v konstantnom case. Co je vsak dolezitejsie,
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ked priddme (alebo odoberieme alebo presunieme) jeden novy referencény bod, vieme kazdy pixel v konstantnom
Case prepocitat. Nemusime uZ teda stracat ¢as tym, Ze po kazdej zmene naSej komprimovane]j reprezenticie
budeme vyhodnocovat celé riesenie od zaciatku.

S tymto trikom potrebujeme na vyssie popisané rieSenie zhruba 512n° krokov vypoctu. To je OK pre mensie
obrazky, ale pre 500 x 500 by takéto rieSenie bezalo radovo roky. Niekde teda treba uSetrif. Kde? MoZeme
napriklad prezerat menej moznych poléh nového referenéného bodu, z intenzit pixelov v jeho okoli mézeme
odhadnut maly interval intenzit, ktoré méa zmysel sktsat pre referenény bod. .. fantézii sa medze nekladu.

Lezenie na kopec

My by sme ale chceli nejaky Sikovnejsi postup, ktory bude vystupy dévat rychlejsie a navyse budi mat lepSiu
kvalitu. Ako na to? Jednou zo zakladnych technik ¢iselnej optimalizécie je tzv. hill climbing, v preklade teda
lezenie na kopec.

Komprimovany obrazok je tvoreny 6n ¢islami: pre kazdy z 2n referenénych bodov potrebujeme povedat jeho
suradnice a jeho intenzitu. Predstavme si teraz tychto 6n ¢isel ako akési “GPS suradnice” nejakého “bodu” vo
“svete”. Samozrejme, tento svet nie je dvojrozmerny (ako u klasickych GPS suradnic) ale je az 6n-rozmerny —
to vsak v nasich predstavach spokojne odignorujeme.

Kazdému “bodu” teraz este priradime “nadmorskt vysku”. T4 bude zodpovedat kvalite prislusného riesenia:
¢im lepsSie rieSenie je tvorené suradnicami daného bodu, tym vysSia bude nadmorska vyska v nom.

V nagej tilohe moézeme urobit jedno déleZité pozorovanie: ked’ spravime malt zmenu “stradnic bodu”
(teda ked bud trosku posunieme jeden referen¢ény bod alebo trosku zmenime jeho intenzitu), spésobime tym
len mala zmenu kvality rieSenia. Celd nasa krajina, ktorud si predstavujeme, je teda v podstate pekné spojité.

To, ¢o by sme v idedlnom pripade chceli, je najst najvyssi bod celej krajiny — globalne maximum vySok, teda
optimélne rieSenie. Toto moze byt velmi fazké, a tak sa uspokojime s o ¢osi horsim vysledkom: nidjdeme aspon
nejaké kopce, najdeme vrchol kazdého z nich (lokdlne maximum) a spomedzi nich si vyberieme ten najlepsi.

Ako na to? Za¢neme vzdy v ndhodnom bode nasej krajiny. (Zvolime si teda ndhodne stradnice referenénjych
bodov aj ich intenzity.) Tento bod zrejme lezi na Gbo¢i nejakého kopca. Teda existuji nejaké smery, ktorymi
ked sa po krajine pohneme, pdjdeme hore kopcom. Dobry sposob, ako liezt hore kopcom, je taky, Ze v kazdom
kroku si vyberieme ten smer, ktory vedie najstrmsie dohora. Co to znamena v nasej tilohe? Vysktisame nejaké
malé zmeny (trochu posuntf alebo prefarbif niektory referenény bod). Ak ziadna z nich rieSenie nezlepsi, sme
uz na vrchole kopca. A ak ho nejaké zmeny zlepsia, tak si vyberieme ti z nich, ktord ho zlepsi najviac. Tu
aplikujeme a postup lezenia na kopec opakujeme z nového bodu.

Simulované Zihanie

Nase vystupy sme generovali este o ¢osi Sikovnejsim postupom. V angli¢tine je znamy pod ndzvom simulated
annealing. Ide o podobnu heuristiku ako lezenie na kopec, len o Cosi zlozitejSiu, ale zato Casto o Cosi tcinnejsiu.
(Mimochodom, ide o postup, ktory bol spoluvynéajdeny u nas — v roku 1985 ho vymyslel Vlado Cerny a aplikoval
ho na rieSenie problému obchodného cestujtaceho.)

Na rozdiel od lezenia na kopec, ktoré sa po krajine pohybovalo “spojito”, pri simulovanom zihani po krajine
viac “skdceme”. Na zacdiatku je povolend velkost skoku velkd (teda v nasom pripade moZzeme napr. zobrat jeden
referen¢ny bod a Tubovolne mu zmenif vSetky parametre). Po kazdom skoku vyhodnotime, ¢ je nové riesenie
lepsie alebo horsie ako to staré. LepSie rieSenie si nechdme s velkou pravdepodobnostou, horsie s malou. Teda
ak je napr. nové rieSenie horsie od toho ¢o prave mame, s pravdepodobnostou 90 percent ostaneme kde sme, ale
s pravdepodobnostou 10 percent aj tak prejdeme do nového bodu. (Toto je dolezité aby sme mali Sancu dostat
sa pre¢ z nejakého “malého miestneho pohoria”. Pravdepodobnosti samozrejme nemusia byt 10-90, mo6zu napr.
zévisiet aj od rozdielu kvality oboch rieseni.)

Ako proces hladania rieSenia pokracuje, postupne zmensujeme povolent velkost skoku. KedZe preferujeme
lep$ie riesenia pred hor$imi, éasom sa s velkou pravdepodobnostou dostaneme do “hornatej oblasti” a zarover
velkost skoku klesne natolko, zZe uz z nej neodideme — ak by sme aj skoc¢ili mimo, dalsi skok nés zase skoro urcite
vrati spiat. A tam sa vlastne stale deje to isté: v rdmeci oblasti ndjdeme nejaké miesto, kde st kopce este vyssie,
a ked ¢asom velkost skoku este viac klesne, uz tam ostaneme.

Ak to prilis nedava zmysel, pozrite si animovany gif na Wikipédii.

No a cely tento proces modZzeme samozrejme velakrat nezavisle na sebe spustit a vybrat najlepSie z takto
zostrojenych rieseni. Samozrejme, ani tato technika nie je vSemocné a nemame ziadnu zaruku, ze najde globalne
optimum, ani zaruku, ako daleko bude nami ndjdené riesenie od globalneho optima.

Listing programu (C++)

#include <cmath>
#include <cstdlib>
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#include <iostream>
#include <utility>
#include <vector>
using namespace std;

const int PHASE_COUNT = 6;

const int STARTING_MAX JUMP = 1 << PHASE_COUNT;
const int STARTING_MAX FADE = 1 << PHASE_COUNT;
const int STEP_COUNT = 5000;

typedef pair<int,int> point;
typedef pair<point,int> refpoint;

int R, C;
vector< vector<int> > input;

vector<refpoint> best;
double best_score;

vector< vector<double> > isum, wsum;

void load() {
cin >> C >> R;
input.resize (R, vector<int>(C,0));
for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0;
isum.resize( R, vector<double>(C,0) );
wsum.resize( R, vector<double>(C,0) );

c<C; ++c) cin >> input[r][c];

int square_dist (const point &A, const point &B) {
return (A.first-B.first)x(A.first-B.first) + (A.second-B.second) (A.second-B.second);
}

void add_reference_point (const refpoint &rp, int weight=1) {
for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) {
int sd = square_dist( point(r,c), rp.first );
double w = (sd == 0 ? 1000 : 1./sd);
isum[r] [c] += rp.second * w * weight;
wsum([r] [c] += w x weight;

}

void get_intensities (const vector<refpoint> gattempt) {
for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) { isum[r][c] = 0., wsum[r][c] = 0.; }
for (auto rp : attempt) add_reference_point (rp);

}

double score() {
double diff = 0.;
for (int r=0; r<R; ++r) for (int c=0; c<C; ++c) {
double in = isum[r][c] / wsum[r][c];
diff += (in - input[r](c])*(in - inputl[r](c]);
}
return sqrt( diff / R / C );

int main() {
srand (time (NULL) ) ;
load();

vector<refpoint> attempt;
for (int n=0; n<R+C; ++n) attempt.push_back( refpoint ( point ( rand()%R, rand()%C ), rand()%256 ) );

get_intensities (attempt);
best_score = score();
best = attempt;

int max_jump = STARTING_MAX_ JUMP, max_fade = STARTING_MAX_ FADE;
for (int phase=0; phase<PHASE_COUNT; ++phase) {

attempt = best;

double att_score = best_score;

get_intensities (attempt) ;

for (int step=0; step<STEP_COUNT; ++step) {

vector<refpoint> new_attempt = attempt;

int n = rand() % new_attempt.size();

while (true) ({
int nr = attempt[n].first.first - max_Jjump + rand()$% (2*«max_jump+1l);
int nc = attempt[n].first.second - max_Jjump + rand()$% (2*«max_jump+1);
int ni = attempt[n].second - max_fade + rand()% (2+«max_fade+1);
new_attempt [n] = refpoint ( point (nr,nc), ni );

if (0 <= nr && nr < R && 0 <= nc && nc < C && 0 <= ni && ni < 256) break;
}

add_reference_point ( attempt([n], -1 );
add_reference_point ( new_attempt([n], +1 );
double new_score = score();

if (new_score < best_score) {
best_score = new_score;
best = new_attempt;

}

bool revert = false;
if (new_score < att_score && rand()%10 >= 9) revert = true;
if (new_score >= att_score && rand()%10 >= 0) revert = true;
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if (revert) {

add_reference_point ( attempt[n], +1 );
add_reference_point ( new_attempt[n], -1 );
} else {

att_score = new_score;
attempt = new_attempt;

}

max_jump /= 2;
max_fade /= 2;

}

cout << (R+C) << endl;
for (auto rp : best) cout << (l+rp.first.second) << ”.” << (l+rp.first.first) << ”_.” << rp.second << endl;

Hodnotenie

Bodovanie praktickej ¢asti tilohy je nasledovné. Kazdy vstup sa hodnoti samostatne a da sa zan ziskat 1 bod.
Referen¢na odchylka r (pocet bodov potrebny na plny pocet) sa vypoéita ako aritmeticky priemer najlepSej
Gdastnickej a najlepsej vedicovskej odchylky. Ked vasa odchylka v konkrétnom vstupe bola o, tak ste dostali
(max(0, min(50, 7 — 0 + 50)) - 0.02)? bodov.

Viejd
6. Overené informacie (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Najhrubsia sila

Najprv si potrebujeme uvedomit, kedy tri body tvoria trojuholnik. Vzdy, ked nie st na jednej priamke. Ako
sa to da otestovat? Mozeme si vyjadrit rovnice vSetkych stran potencidlneho trujuholnika a porovnat ich. Nejde
to aj lahSie? Samozrejme, Ze ide. Sta¢i ndm totiz vyratat len smernice danych tiseciek (tangens uhlu, ktory
zvieraju s osou x) a ak s rovnaké, tak st dané tisecky rovnobezné a teda nemozu tvorit trojuholnik. Ale ide to
eSte Tahsie.

Mozme si uvedomit, Ze trojuholnik je len na jednej priamke (teda to nie je trojuholnik) prave vtedy, ked
mé nulovy obsah. Najjednoduchsi a najlepsi spdsob, ako zistif, ¢i tri body A, B, C lezia na jednej priamke, je
spocitat vektorovy sucin vektorov (C' — A) a (B — A) a overit ¢ je nulovy. V dvoch rozmeroch vypocitame
vektorovy sucin v X u = vx - uy — ux - vy, kde napr. vz je x-ova zlozka vektora v.

Vyhody vektorového stucinu:

e Je rychly a jednoduchy.

e Pokial body mali celo¢iselné suradnice, tak vektorovy sucin mozeme spoditat v celych éislach, ¢im sa
vyhneme nepresnostiam.

e Funguje aj pre vselijaké patologické pripady, kedy je viac bodov na rovnakom mieste a podobne.

No a uz mame prvé rieSenie. Prejdeme vSetky trojice bodov (ddvame si ale pozor na opakovania) a pre kazda
trojicu si zistime, ¢ tvori korektny trojuholnik. Dostdvame riesenie v ¢ase O(n?).

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i)
typedef long long 11;

int n, X[4007], Y[4007];

int main() {
scanf (”%d”, &n) ;
For (i, n) scanf (”%d%d”, X+i, Y+i);
int pocet = 0;
For (i, n) For(j, i) For(k, J) {
Y

11 x1 = X[1]-X[3J], y1 = Y[i]-Y[]];
11 x2 = X[i]-X[k], v2 = Y[i]-Y[k];
// vektorovy sucin

if (x1xy2 - x2xyl != 0) pocet++;

}
printf (”%d\n”, pocet) ;

O hladani v priamkach
Dolezita myslienka na ceste k lepSiemu rieSeniu je, Ze to moZeme pocitat aj naopak. Keby kazda trojica
bodov tvorila trojuholnik, tak by sme mali W trojuholnikov. Potom, ak by sme vedeli zratat pocet
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trojic, ktoré netvoria trojuholniky, tak ich len odrdtame a méme rieSenie. Budeme teda ratat trojice bodov,
ktoré netvoria trojuholnik, resp. ktoré lezia na jedne priamke. Od teraz uvazujme len priamky, na ktorych su
aspon 2 body z nasej mnoziny. Potom maximalny pocet réznych priamok je %, ¢o nie je az tak vela.

V podstate by sme cheeli pre kazdu priamku zistit, kolko bodov na nej lezi. Ale potrebujeme to spravit
rychlo. Napriklad to mozeme spocitat tak, Ze najprv preskimame priamky, ktoré prechddzaja prvym bodom,
potom priamky, ktoré prechadzaju druhym, atd.

Ku kazdému bodu si vieme vyratat smernice (uhol, aky zviera s osou x) vSetkych priamok, ktoré nim
prechadzaja. Prejdeme teda vSetky ostatné body, vyratame smernicu a ulozime si ju. Takychto smernic potom
budeme mat n — 1. Niektoré smernice budt rozne, ale buda tam nejaké zhluky rovnakych smernic.

Co ale znamen4, Ze pre dva body nam vyjde rovnakéa smernica? No to, Ze sti spolu s pévodnym bodom na tej
istej priamke a teda netvoria trojuholnik. Ak ndm pre m bodov vyjde t4 ist4 smernica, tak aj s povodnym mame
m + 1 bodov, ktoré lezia na jednej priamke a netvoria trojuholniky. Dokopy to je W trojic, ktoré netvoria
trojuholniky a je v nich povodny bod. Na to, aby sme vedeli zistif, kolkokrat sme dostali ktorti smernicu si ich
mozeme jednoducho usporiadat a prejst. (Pripadne sa daji pamétat v tzv. mape.) Oba postupy nés stoja cas
O(nlog(n)).

Nakolko tento postup musime urobit pre kazdy bod, dostdvame riesenie s ¢asovou zlozitostou O(n? log(n)).
Pamiitat si musime len pévodné body a pre jeden aj vSetky smernice. Pamiitova zlozitost je teda O(n). Pri
celom tomto postupe si ale treba ddvat pozor na to, ze kazda trojicu, ktora netvori trojuholnik zaratame trikrat.
Druhé neprijemnost je, Ze smernice nie su celé ¢isla. Tu pomoze, Ze smernica je len podiel dvoch celych ¢isel
(lebo stiradnice trojuholnikov st celo¢iselné) a takéto raciondlne ¢islo si vieme pamitat ako dvojicu (pair<>
v C++). Tieto zlomky vSak treba previest do zakladného tvaru, teda vydelit najviiésim spoloénym delitefom
(funkcia __ged () v C++).

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<vector>

#include<cmath>

#include<algorithm>

#define For (Q,W) for(long long Q=0; Q<W; Q++)
using namespace std;

typedef long long L;

bool cmp (pair<L,L> a,pair<L,L> b) {
return a.second*b.first < b.second*a.first;

}

int main() {

long long n;

scanf (”.%11d. ", &n);

vector<pair<L,L> > body;

For (i,n){
L a, b;
scanf (”.%11d.%11d.", &a, &b) ;
body.push_back (make_pair (a,b));

}

L vsetkych = (nx(n-1)*(n-2))/6;
L zlych =0 ;

For (i,n) {

vector<pair<L,L> > priamky;
pair<L,L> a = body[i];

For (j,n) {
if (i==j) continue;
pair<L,L> b = body[j];
pair<L,L> c = make_pair(b.first - a.first, b.second - a.second);

if( c.first < 0) {
c.first = 0ll-c.first;

c.second = 0ll-c.second;
}
else{
if (c.first ==0) c.second = abs(c.second);

priamky.push_back (c);
}

sort (priamky.begin(), priamky.end(),cmp);

if (priamky.size()>0) {
pair<L,L> smernica= priamky[0];
L pocet_na_nej=1;
for (L j=1; j<priamky.size(); j++){
if (priamky[j].first*smernica.second == priamky[Jj].secondxsmernica.first) {
pocet_na_nej+=1;
}
else(
zlych += (pocet_na_nej* (pocet_na_nej-1))/2;
pocet_na_nej =1;
smernica=priamky[Jj];
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zlych += (pocet_na_nej* (pocet_na_nej-1))/2;

}

}
printf (”%$11d\n”,vsetkych-zlych/3);

Jano
7. Obsadenie toboganov plavcikmi (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Lahko by sme napisali program, ktory by vyskisal vSetky mozné ofarbenia (tych je 2™), pre kazdé ofarbenie
by sme len cyklom presli hrany, vynasobili bezpec¢nosti a na konci to celé scitali.

Tento algoritmus by bol prili§ pomaly, pretoze 240 je dost vela (priblizne tisic milidrd) a to este treba
zakazdym prechadzaf hrany.

To, ¢o by sme vSak zvladli je sktsat 22° moznosti, to je predsa len milién. Ale ¢oho je najviac n/2? No
predsa vrcholov v mensej polovici vrcholov?.

Dolezita informécia v zadani bola, Ze graf je bipartitny. To znamend, Ze jeho vrcholy sa daji rozdelit do
dvoch mnozin A, B tak, aby medzi Ziadnymi vrcholmi v A neviedla hrana a tiez medzi Ziadnymi vrcholmi v B
neviedla hrana (hrany teda idi len z A do B a naopak). Tieto mnoziny volame particie.

Tym padom vrcholy v jednej particii (napriklad v B) s navzdjom nezavislé. Ked zmenime farbu vrchola x
z B, tak to nijako neovplyvni bezpecnosti hran, ani sa¢iny bezpec¢nosti pri inych vrcholoch z B.

Predstavme si, ze nejako zafixujeme farby vSetkych vrcholov v A, napriklad nech st vSetky biele. Potom sa
mozeme zaujimaft, aka je ¢iastocnd odpoved pre takéto ofarbenia, teda stucet celkovych bezpecnosti, pre ktoré
st vSetky vrcholy z A biele. Toto ¢islo ozna¢ime G(B). Keby sme z grafu zahodili vSetky vrcholy z particie B
aj s ich hranami a nechali len jeden vrchol 2, mohli by sme nazvat ¢iastoéni odpoved pre tento vrchol G(z).

Tato hodnotu vieme vypocitat pomerne lahko, bud je x biely (vtedy dostaneme nejaky stcin hodnét hrén
wgyp), alebo je x Clerny (a dostaneme stéin wy.). G(x) = Wep + Wee.

Po tvahach o nezavislosti zistime, ze G(B) = G(x1) - G(x2) - ... G(xyp), teda suéin ¢iastkovych hodndt pre
vSetky vrcholy z B. MozZete si aj sami rozmysliet, preco je to tak.

Tym padom, pre jedno konkrétne ofarbenie A vieme rychlym prechodom cez vSetky vrcholy B zistit G(B)
pre dané A. Tieto hodnoty staci s¢itat pre vSetky mozné ofarbenia mnoziny A.

Pred tymto pocitanim esSte musime rozdelif graf na particie a nezabudnit pomenovat A tu mensiu z nich.
Na rozdelenie postaci DFS prechod.

Celkové Casova zlozitost bude O(2"/2(n +m)). Pre velké n je 2"/2 je ovela, ovela mensie ako 2", takze robif
optimalizaciu, ktora by nam toto zabezpecila ma zmysel.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<algorithm>

#include<vector>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1)
#define mp make_pair

#define MOD 1000000007LL

typedef long long 11;
typedef pair<pair<int,int>,vector<int> > vertex;

vector<vector<int> > G;
vector<vector<vertex> > E;
vector<bool> T;
vector<int> C,B;

void dfs(int v, int f) {

T[v]=true;

if (f==0) C.push_back(v);

else B.push_back (v);

For (i,G[v].size()) {
int w=G[v][i];
if(T[w]) continue;
dfs (w, (£+1)%2);

}

int main () {
int n,m;
scanf (”%d%d”, &n, &m) ;
G.resize(n);
E.resize(n);
For(i,m) {
int x,y,a,b,c,d;

4Namiesto mensej polovice sme mali napisat mensiu particiu ale bolo by to zrozumitelnejsie?
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scanf (”%$d%dsdsdsdsd”, &x, &y, &a, &b, &c, &d) ;
X==; y==;
G[x] .push_back (y);
Gly] .push_back (x);
vector<int> pom; pom.push_back (a); pom.push_back (b); pom.push_back(c); pom.push_back(d);
E[x] .push_back (mp (mp (x,y) ,pom)) ;
E[y] .push_back (mp (mp (x,y),pom)) ;
}

T.resize (n, false);

For (i, n)
if(!T[i]) dfs(i,0);
if(C.size() > B.size()) swap(C,B);

vector<int> F; F.resize(n,-1);
int p=C.size();

11 res=0;
For (i, 1<<p) {
For(j,p) {
if(is(1<<j)) F[C[J]]=
else F[C[]]]=1;
}
11 zat=1;
For(j,n) {
if(F[j]'!=-1) continue;

11 sucO=1,sucl=1;
For(k,E[]j].size()) {

if(E[Jj] [k].first.first==7 && F[E[Jj] [k].first.second]==0)
{sucOx=E[]j] [k] .second[0]; sucl*:E[j][ ].second[2];}
if(E[Jj] [k].first.first==73 && F[E[Jj] [k].first.second]==1)
{sucOx=E[]j] [k].second[1]; sucl*:E[j][ ].second[3];}
if(E[Jj] [k].first.second==j && F[E[]][k].first.first]==0)
{sucOx=E[]J] [k].second[0]; sucl*:E[j][ ].second[1];}
if(E[Jj] [k].first.second==j && F[E[]J][k].first.first]==1)
{sucO0x=E[]J] [k].second[2]; sucl*x=E[]j][k].second[3];}

suc0%=MOD; sucl%=MOD;
}
zat=(sucOxzat+suclxzat) $MOD;
}
res=(res+zat) $MOD;

}
printf (”%d\n”, (int)res);

Zaba
8. Okazala svadba (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Osobne sa musim priznat, Ze sa mi tadto tloha velmi péacila. Jej rieSenie je totiz také skladackové, treba
spravit zopar spravnych aj nespravnych pozorovani, ale vysledok je o to krajsi. A ako ste mali zac¢at? No predsa
tak, Ze ste naprogramovali jednoduché n? riefenie, ktoré postupne sktsalo vietky mozné tseky a zistovalo ich
maximum a bitovy or. A aj ked to vyzera ako rieSenie so zlozitostou O(n?), uréite ho dokézete lahko zredukovat,
ked si uvedomite, Ze z vysledku pre jeden tsek viete jednoducho vypocitat vysledok pre tisek o jedno dlhsi.

Samozrejme, takéto jednoduché rieSenie nie je az také zaujimavé. Potrebujeme vymysliet nieco rddovo rych-
lejsie. Dobrym postupom je hladat, ¢oho moze byt v zadani maélo, a popripade si fixovat nejaké prvky napevno.
Zac¢nime druhym pripadom, sktsime si dopredu urdif maximum tseku. Preco prave maximum? Lebo to sa aj
naozaj nachadza v poli. Pre lubovolny tsek bude jeho maximum len jeden z prvkov pola, zatial¢o bitovy or
moze byt takmer Tubovolné ¢islo.

Vyberieme si teda nejaky prvok na m-tej pozicii a budeme sa pozerat na vsetky tseky, ktoré ho obsahuji.
Naviac budeme predpokladaf, Ze tento prvok je maximum pre vSetky tieto tseky. Samozrejme, nieco také plati
iba pre najvicsi prvok pola. Ak si ako nas prvok zvolime ini hodnotu, pravdepodobne niektoré tseky budi
obsahovat viiésie ¢islo. To budeme ale potichu ignorovat a budeme sa tvéarit, Ze nech je na m-tej pozicii hocijaké
¢islo, je maximom pre vSetky tseky, ktoré ho obsahuju. Nagim cielom bude pre tieto useky ratat or ¢isel v nich
a pomocou toho zistovat vyslednii hodnotu.

A hoci nase vybrané ¢islo nemusi byt skutoéné maximum kazdého podiseku, hodnota, ktortt vdaka tomu
vypocitame, nebude vic¢sia ako naozajstné maximum siétu maxima a bitového or-u v tomto tiseku. A ti spravnu
hodnotu zaratame, ked si ako m-ty prvok zvolime to spravne ¢islo®.

Maximum méme uréené, pozerajme sa teraz na bitovy or. Ten m4 td peknt vlastnost, Ze toto ¢islo neklesa,
ked sa k tiseku pridavaji dalsie prvky, pretoze sa moZe len zvicsit priorovanim nového bitu, ktory sa v fiom
dovtedy nevyskytoval.

Zoberme si napriklad vSetky tseky, kde je m-ty prvok najlavsim v tomto tiseku a pozrime sa na bitové ory ich
¢isel. Hodnota tohoto oru sa zmeni vzdy len vtedy, ked sa prida prvok, ktory obsahuje nejaky “novy” bit, taky,
ktory doposial nebol v nasom ore. Ale toto sa moze stat najviac 31 krét, lebo prave tolko bitov mé najvicsie
mozné &slo 10°.

5Mozno sa pokuste trochu rozdychat to, ¢o som sa tu snazil naznagif a uvedomte si, Ze naozaj je to v pohode.
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Je len 31 zaujimavych tsekov, ¢o st také tseky, kde sa zmeni hodnota oru. To platilo pre tseky zlava
zarovnané na m-ty prvok. Ale to isté sa d4 povedat aj opaénym smerom a dokopy nam to d4 najviac 312
zaujimavych tsekov, ¢o dostaneme ako vSetky mozZnosti zac¢iatkov a koncov zarovnanych zaujimavych tsekov.
A to je pomerne mélo.

Otéazka ale je, ze ¢o s tusekmi, ktoré nie st zaujimavé. A ¢o s ostatnymi dizkami postupnosti? Vsimnime si,
7e nase zaujimavé useky st naviac najkratsie mozné, lebo zaujimavé su prave tym, Ze sa nieco zmenilo. A druha
dolezita vlastnost je, ze ak mame tsek dlzky d so si¢tom maxima a oru rovnym [, tak vietky tseky dlzky viac
ako d maju st¢et maxima a oru rovny aspoi [. Pre¢o? Lebo zoberieme ten tsek dizky d, priddme nejaké prvky
a je jasné, ze ani maximum ani or prvkov sa ndm zmens$it nemohol.

Zhrnieme si teraz rieSenie. Pre kazdy prvok m pola vyratame dve pomocné polia (v programe oznacené ako
Ml a Mr). Tie hovoria o kazdom moZnom bite, kde nalavo (popripade napravo) sa nachddza najblizsie ¢islo
obsahujtce tento bit. Pri¢om prvok je sdm sebe nalavo (aj napravo). Toto vieme spravit jednym prechodom.
Tieto dve polia si utriedime podla vzdialenosti. Kazda dvojica, kde jeden prvok je zlava a druhy sprava, nadm
urcuje jeden zaujimavy tsek obsahujici dany prvok m. O prvku m predpokladdme, zZe je maximom svojich
zaujimavych tsekov, a or ¢isel zaujimavého tseku vyratame lahko, lebo presne vieme, ktoré bity boli pridané
dovtedy (predchadzajtice prvky v Ml a Mr). Do pola vysledkov si preto zaznac¢ime, ze tusek tejto dizky ma
aspot takyto sidet maxima a oru, pricom si pamétame zatial videné maximum.

Niektoré prvky pola vysledkov st nevyplnené, lebo neexistuje zaujimavy tsek danej dlzky. V takom pripade
bude odpoved maximum stcétu pre nejaky mensi zaujimavy tsek. Moéze sa dokonca stat, ze mame dlhy zaujimavy
asek, ktory ma mensi stcet ako nejaky iny mensi zaujimavy tsek. Aby sme toto vSetko napravili, toto pole
vysledkov upravime tak, Ze na i-tom policku je maximum z tGsekov dlhych najviac i. Toto pole urcuje vysledok.

Co sa tyka zlozitosti, ozna¢me si M maximélny prvok postupnosti zo vstupu. Pamétova zlozitost je potom
O(nlog M), lebo pre kazdy prvok si pamitame informéciu o log M bitoch. A &asova zlozifost je O(nlog® M),
lebo musime vyskusat vsetky zaujimavé tseky.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>

#include <cassert>

#include <algorithm>

#include <vector>

#include <iostream>

#include <string>

#include <map>

#include <set>

#include <queue>

#include <cstring>

#include <cstdlib>

#include <cmath>

#define For (i, n) for (int i = 0;
#define SIZE (x) ((int) (x).size())
#define mp (a, b) make_pair(a, b)
using namespace std;

i < (int) n; ++1i)

typedef long long 11;
typedef pair<int, int> pii;
typedef vector<int> vi;

int main() {
int n;
scanf (”%d”, &n) ;
vector<int> A; A.resize(n);
For(i,n) scanf (”.%d”,&A[1i]);
int moc=1;
For(i,n) while((1l<<moc)<=A[1]) moc++;
vector<int> P; P.resize(moc,-1);
vector<vector<pii> > Ml; Ml.resize (n);
vector<vector<pii> > Mr; Mr.resize (n);
For(i,n) {
For (j,moc) if((A[i]&(1<<j))!=0) P[Jl=1i;
//popridavaj do MI1
For (j,moc) {
if (P[j]==-1) continue;
M1[i].push_back (mp(i-P[J],]));
}
}

P.clear(); P.resize(moc,-1);
for (int i=n-1; i>=0; 1i--) {
For (j,moc) if((A[1i]&(1<<]j))!=0) P[]jl=1;

//popridavaj do Mr

For (j,moc) {
if(P[j]==-1) continue;
Mr[i].push_back (mp(P[]j]1-1,3));

}
For (i,n) {
sort (M1[i].begin(),M1[1i].end(
sort (Mr[i] .begin(),Mr[i] .end(
}
vector<int> Vys;
Vys.resize(n,-1);
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//prejdi vsetko
For(i,n) {
if (A[1]==0) continue;
int pl=0;
For(il,M1[i].size()+1) {
if (i1!=0) pl|=(1<<M1[i][il-1].second);
int p2=0;
For(i2,Mr[i].size()+1) {
if (i2!=0) p2|=(1<<Mr[i][i2-1].second);
int vzd=0;
if(i1!=0) wvzd+=M1[i][il-1].first;
if(i2!=0) wvzd+=Mr[i] [i2-1].first;
Vys[vzd]:max(Vys[vzd],A[i]+(pl|p2));

}

}
if (Vys[0]==-1) Vys[0]=0;
for (int i=1; i<n; i++) Vys[i]l=max(Vys[i],Vys[i-1]);

For (i,n) printf("%d\n",Vys[i]);
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