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Vzorové rieSenia 2. kola letnej Casti

Dusan
1. Podte si adoptovat psikov (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Mozeme sa zamysliet: Vie nastaf situdcia, kedy si v rade aj Iudia, aj psy, ale nikde ¢lovek nesusedi so
psom? Evidentne nie. Preco? Lebo kazdy suvisly usek ludi je na krajoch zakon¢ovany koncom rady alebo psom.
Rovnako to funguje aj ked psov a Tudi vymenime. A kedZe mdme aspon dva sivislé tiseky (aspon jeden tsek
Tudi a aspori jeden tisek psov) a iba dva konce radov, tak niekde musi susedit ¢lovek so psom.

Cize pokial existuje v rade aspon jeden ¢lovek a aspom jeden pes, tak existuje dvojica, ktort mozeme
vymazat. Toto opakujeme, pokial si v rade aj psy aj Iudia. Kazdd adopcia zmensi pocet Tudi aj psov o 1,
¢ize na konci dna ostant bud iba ludia alebo iba psy. Takze minimalny pocet znakov, ktoré ostant na konci je
|[pocet psov — pocet Tudil.

Zalezi na poradi ludi a psov v rade?

Nie, lebo v naSich tvahach vyssie sme nikdy nepredpokladali, Ze Tudia a psy st zoradené nejako Specidlne.
Vzdy sme len hovorili, Zze ak si v rade aspon jeden ¢lovek a aspon jeden pes, tak existuje dvojica susediacich
Tudi a psov, ktorych mézeme vymazat. Cize ak by sme zmenili poradie Tudi a psov, tak by sa ni¢ nezmenilo.

Casova zloZitost

Casova zlozitost je O(n), kedze potrebujeme prejst cely rad a spocitat pocet Tudf a psov.

Pamatova zlozitost

Zalezi, ¢i nacitavame cely rad do pamaite, a potom ho spracovavame, alebo ¢i nacitame iba jeden znak,
spracujeme ho a potom nacitame dalsi znak. V prvom pripade je pamétova zlozitost O(n), v druhom pripade
je pamétovd zlozitost O(1). Na plny pocet bodov stacila implementécia s paméatovou zloZitostou O(n).

Vzorovy python kéd mé paméitovi zlozitost O(n), pretoze nacitava cely rad do pamite. Vzorovy C++ kéd
mé pamétovi zlozitost O(1), pretoZe nacitava iba jeden znak naraz.

Listing programu (Python)

1| N = int(input())
2 = input()

3

4| psi=0

5 | ludia = 0

6 | for ch in s:

7 if ch == 'P':
8 psi += 1

9 else:

10 ludia += 1

11

12 | print(abs(psi - ludia))

Listing programu (C++)

1 | #include <bits/stdc++.h>

2 | using namespace std;
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int main()

{
int N;
cin >> N;

int psi = 0;
int ludia = 0;

for (dnt i = 0; i < N; i++)

char x;

cin >> x;

if (x == 'P")
psi++;

else

ludia++;

cout << abs(psi - ludia) << "\n";

Oliver
2. Sssssss, tak robia hady (max. 12 b za popis, 8 b za program)

RieSenie hrubou silou

Ulohu vieme naivne riesit pomocou hrubej sily. Pre kazd stradnicu, kde mohol had zacat, mozeme odsi-
mulovat pohyb hada nasledovnym spésobom. Kazdym krokom si vypocitame zmenu stradnic:

y+=1
y-=1
x+=1
x-=1

=W N
rooE

Skontrolujeme ¢i sme nevysli z mriezky, teda skontrolujeme ¢i platia nerovnosti: 1. 0 <z <m 2. 0<y<n

Este nam zostava skontrolovat ¢i had nerazil sdm do seba. To vieme napriklad takto.

Zakazdym si ulozime péar suradnic do listu a skontrolujeme ¢i sa tam uz nenachédzali predtym. Ak sa v liste
uz suradnice nachadzaji, tak had narazil saém do seba.

Optimalne riesenie

Zakladngm pozorovanim v tlohe je, Ze had sa pohybuje iba v obdlzniku s rozmermi a,b. V tlohe sa teda
pytame kolkymi sposobmi vieme umiestnit tento obdlznik do mriezky zo zadania. Zaroven plati, ze ak had
naraz{ sdm do seba nebude to zavisiet od pozicie obdiznika a narazi zakazdym. Pri kontrole narazeni hada do
samého seba je vSak potrebné pouzit ddtovi Struktiru set (unordered). Takto budeme moct vkladat stiradnice
a kontrolovat ich vyskyt v éasovej zlozitosti O(1).!

Rozmery tohto obdlZnika ziskame tak, Ze si budeme pamétat minimum a maximum z tychto hodnét a neskor
ich od seba odéitame.

Poéet moznosti ako vieme umiestnit tento obdiznik do mrieiky zo zadania vieme vypoéitat ako (m—a) x
(n — b) kde:

a = MmaT, — Min,

b = max, — min,

Umiestnenie obdlinika si vieme predstavit ako umiestnenie Iavého horného bodu obdlinika, tak aby pravy
dolny bod nevy¢nieval z mriezky.

LAk by ste sa chceli dozvediet viac o ddtovej struktiire set, odportiéam: https://www.geeksforgeeks.org/introduction-to-set-data-
structure/
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Casova a pamitova zloZitost

Takéto rieSenie bude mat ¢asovi zlozitost O(t) a pamétovi zlozitost O(t)

Vsetky set-ové operdcie, ktoré vykondvame t-krat budi v O(1) ¢ase. Kvoli kontrole kolizie hada, si budeme

potrebovat pamétat vsetkych ¢ stradnic.
Piné body maozete ziskat aj ked vyuzijete ordered set.

Listing programu (Python)

N, M = map(int, input().split())
S = input()

cur = (0, 0)
vis = set()

maxx, minx, maxy, miny = 0, 0, 0, O

for ch in S:

if ch == "D":

cur = (cur[0]-1, cur[1])
if ch == "H":

cur = (cur[0]+1, cur[1])
if ch == "P":

cur = (cur[0], cur[1]+1)
if ch == "L":

cur = (cur[0], cur[1]-1)

maxx = max(maxx, curl[0])
minx = min(minx, curl[0])
maxy = max(maxy, cur([1])

miny = min(miny, cur([1])
if cur in vis:

print (0)

exit ()

vis.add(cur)

width = maxx-minx

height = maxy-miny
if (M-width) <= 0 or (N-height) <= 0:
print (0)

exit()

print ((M-width) * (N-height))

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

using 11 = long long;

int main() {
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cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

1l m, n;
cin >>m>>n;
string s;

cin >>s;

set<pair<int,int>> visited;
11 x=20; 11 y = 0;

bool narazil = false;

11 max_x = 0; 11 min_x = 0; 11 max_y = O; 11 min_y = O;
for(int i = 0; i < s.size(); i++){
if(s[i] == 'H'){
y++;
Yelse if(s[i] == 'D'){
=
Yelse if (s[i]
X++;
}Yelsed{

x—;

IPI){

max_x = max(x, max_x);
min_x = min(x, min_x);
max_y = max(y, max_y);

min_y = min(y, min_y);

if (visited.count ({x,y}) > 0) {
narazil = true;
¥

visited.insert({x,y});

if (narazil or max_x - min_x > m or max_y - min_y > n){
cout << "O\n";
Yelsed{

cout << (m - (max_x-min_x)) * (n - (max_y-min_y))<< '\n';

}
}
- Sebi
3. IS zrozumitelne? (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Bruteforce

Na vyrieSenie prvej sady postacovalo jednoduché prehladdvanie vSetkych moznych sekvencii prehladavani
bruteforceom. To sa d4 rekurzivne implementovat v ¢asovej zloZitosti O(n?) (rozmyslite si preco!).

Nieco lepsie

Stavy dynamiky

Namiesto ukladania vSetkych podretazcov si vytvorime jeden zoznam dp|| velkosti n + 1, kde:
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e dp[i] = minimdlny podet krokov na vymazanie podretazca stringli :]
e dp[n] = 0 (prazdny retazec nepotrebuje ziadne kroky)

Smer vypoctu

Riesime problémy od najmensich k najvacsim.
Ideme od konca retazca k zac¢iatku. Ked uz mame pre nejaky suffix vypocitané hodnoty dp, vieme ttto hodnotu
vypocitat pre poziciu hned pred nim — pozrieme si, aké je na tejto pozicii pismenko a najdeme vsetky zhodné
pismenkéa v suffixe. Ndsledne mézeme pre kazdu takato zhodu tsek po nu zmazat a potom zopakovat postup,
ktory sme nasli pre dp nasledujicej pozicie.

Teda dp[i] = minjegiq1,... nyasp)=spi (dpli] +1).

Listing programu (Python)

word = input().strip()

n = len(word)

dp = [float('inf')] * (n + 1)
dp[n] =0

for start in range(n - 1, -1, -1):
first_char = word[start]
for i in range(start, n):
if word[i] == first_char:
dp[start] = min(dp[start], 1 + dpl[i + 11)

print (dp[0])

Zlozitost rieSenia

« Casova zlozitost: O(n?), kde n je dlzka vstupného retazca. To preto, lebo pre kazdy znak prechidzame
vsetky nasledujtce znaky a 1 +2+ ... +n = @ € O(n?).
o Pamaitova zlozZitost: O(n).

Optimalne rieSenie

Vsimnime si, ze bottleneck predoslého riesenia je to, ze pre kazdy znak prehladavame vsetky znaky, s ktorymi
by sme ho mohli spojit. Avsak, to ktory z tych znakov si skuto¢ne vyberieme je urcené jedinou konstantnou
hodnotou — minimélnou prislusnou hodnotou dp. AvSak evidentne ked uz si raz nevyberieme nejaki poziciu,
znamena to ze sme nasli lepSiu. Ale ta bude lepSia aj vzdy v budicnosti a tak ti prvi moézeme zahodit.

Této idea sa da interpretovat aj kusok inak: Pre kazdy unikatny znak si budeme pamétat minimélny pocet
krokov, ktoré potrebujeme na odstranenie retazca konciaceho tymto pismenkom. Tieto hodnoty sa nam budu
postupne pri prechadzani refazcom upravovat. Vsimnime si, Ze tieto hodnoty urcite nikdy neklesaju - ked uz
sme raz vedeli retazec konéiaci a zmazat k krokmi, tak aj akykolvek predizeny retazec kondiaci a bude mozné
zmazat najviac k krokmi — proste len posledné zmazanie neukonéime na tom povodnom a, ale predizime ho az
na novy koniec.

Na zaciatku vieme len to, Ze prvé pismenko v retazci vieme odstranit jedinym krokom. Nasledne, ked spra-
covavame dalsi znak, mame vzdy dve moznosti:

1. Tento znak sme este nevideli. V tomto pripade ale nevieme urobit ni¢ iné, ako zmazat predosly retazec

.....

znak v retazci.
2. Znak sme uz videli. Tu mame dve mozZnosti:

e Bud ho zmazeme separatne rovnako v prvom pripade
e Alebo len predlzime zmazanie predoslého vyskytu tohoto znaku ako sme popisali v predoslom odstavci.

Zlozitost
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« Casova zlozitost: O(n), kde n je dizka vstupného retazca.

o Pamitova zlozitost: O(k), kde k je pocet rdznych znakov v retazci. To je pretoZe si potrebujeme pamétat
minimélny pocet krokov pre kazdy znak. VSimnime si, ze retazec spracoviavame po jednom znaku, teda ho
nepotrebujeme ukladat cely do paméte.

Listing programu (Python)

s = input()

presolve = {s[0] : 1}

for i in range(l, len(s)):
previous = s[i-1]

current = s[i]

if previous in presolve:
if current not in presolve:
presolve[current] = presolve[previous] + 1
else:

presolve[current] = min(presolve[previous] + 1, presolve[current])

print (presolve[s[-1]11)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <string>
#include <unordered_map>

#include <algorithm>

int main() {
std::string s;

std::cin >> s;

std: :unordered_map<char, int> presolve;

presolve[s[0]] = 1;

for (size_t i = 1; i < s.size(); ++i) {
char previous = s[i - 1];

char current = s[i];

if (presolve.count(previous)) {
if (!presolve.count(current)) {
presolve[current] = presolve[previous] + 1;
} else {

presolve[current] = std::min(presolve[previous] + 1, presolve[current]);

std::cout << presolve[s.back()] << std::endl;
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return O;

Strizo
4. Kolko strihani potrebujeme? (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Skasame vsetky moznosti

Ni¢ nepokazime hrubou silou: vygenerujeme vsetky mozné rézne poradia miest, tych jenx (n—1)x...1 =nl,
napriklad pomocou next_permutation alebo itertools.permutations(), a pre kazdé takéto poradie overime,
¢i spiﬁa podmienku. Konkrétne si pre kazdé poradie vieme postupne simulovat vypinanie miest.

Po kazdom odpojeni prvych 1 < i < n — 1 miest, si treba overit, ¢i vSetky zostavajliice mesta su stale spojené
s elektrariiou. Ako prvé skontrolujeme, ¢i sme ndhodou neodpojili aj ju (ak dno, musi byt posledné vypnuté
mesto v poradi).

Nésledne si vieme spustit prehladdvanie grafu z elektrarne (DFS? alebo BFS?, vid kuchérku). Potom si len
sta¢i overit, ¢i sme kazdé miesto uz bud odpojili, alebo navstivili.

Pre kazdé mozné poradie spustime n-krat prehladavanie celého grafu, ktoré zaberie v najhorsom pripade
O(n+m) casu. Poradi je n!, takZe Casovd zloZitost je O(n!-n - (n+m)). Pamitova zlozitost je O(n +m), kedze
si musime nas graf cely pamétat.

Krok ku rieSeniu

Vsimnite si, ze uz len zistovanie, ¢i nejaké poradie funguje ndm zaberie kvadraticky ¢as — O(n(n + m)), ¢o
je prilis vela.

Sktsme, namiesto tipovania rieseni a skdsania ¢i funguji, sa zamysliet nad tym aké riesenia urcite fungovat
budi. VSimnime si, ze mesto ktoré odstranime posledné vieme — je nim mesto, v ktorom je elektraren. Nazvime
ho a,,.

Co vieme povedat o meste, ktoré odpojime ako predposledné? Zjavne musi priamo susedit s elektrariou,
inak by stratilo prud skér nez ho odpoja.

Zoberme si teda akékolvek mesto siivisiace s elektrarnou, nazvime ho a,_1.

Ked uz mame mestd ktoré odpojime ako posledné a predposledné (a, a a,—1), ndjdeme si mesto, ktoré
odpojime ako pred-predposledné, nasledne najdeme to pred-pred-posledné, a tak dalej.

Inak povedané, postupnost zostavujeme odzadu. A teda namiesto toho, aby sme mesta odstranovali, budeme
mesté postupne priddvat. A chceme ich priddvat tak, aby siet, ktord si postupne budujeme, bola vzdy suvisla,
a nachadza sa v nej elektraren.

Druhd podmienku, ako sme si uz povedali hore, splnime tak, Ze posledni vzdy odstranime elektraren. Ako
splnime prvi podmienku? Jednoducho, ked priddvame mesto a;, priddme mesto ktoré sme este nepridali (nie je
medzi a;41,-ay), ale ktoré je priamo spojené s niektorym a;;.

Na zéklade tohto ndpadu vieme implementovat rieSenie beziace v O(n - (n+m)): najskor nadstavime a,, = k
(mesto s elektrartiou). Potom, budujeme postupnost odzadu: ak uz mame a,, a,_1, .. ., a;+1, si prejdeme susedov
tychto miest, a ndjdeme takého ktory sa este v postupnosti nenachddza. Zakazdym prejdeme najviac m hran,
takze dostaneme horeuvedenu ¢asovu zlozitost.

Vzorové riesenie

Odtialto sme uz len kisok od vzorového riesenia. Vsimnite si, ze v rieSeni hore pozerdme na hrany viackrat.
Stacilo by ndm, napriklad, si vzdy ked do postupnosti priddme nové a;, si jeho susedov pridat do fronty (alebo
zésobnika). Potom, ked hladdme novy vrchol do postupnosti, prejdeme si tuto frontu (zasobnik) vrcholov. Ak
sme uz vrchol dali do postupnosti, odstrdnime ho z fronty (zdsobniku) a tito hranu uZ nikdy neuvidime —
nemusime.

Ak sme este vrchol nevideli, nastavime ho ako novy ¢len postupnosti a priddme jeho susedov do fronty
(zdsobniku).

Takto robime to, ¢o predtym, len efektivnejsie: ku kazdému susedovi sa dostaneme maximélne raz, ale
zaroven, kedZe je nasa mestska sief suvisld, urcite naplnime celi postupnost. Takto teda dostaneme riesenie
beziace v Casovej a aj paméitovej zlozitosti O(n + m).

A nielen to! Zéleziac od toho akd détovi Struktiru ste pouzili, naprogramovali ste vlastne BFS (v pripade
fronty), alebo DFS (v pripade zdsobnika)!

*https://waw.ksp.sk/kucharka/dfs/
Shttps://www.ksp.sk/kucharka/bfs/
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Preco toto riesenie vzdy funguje?

Pozrime sa napokon na to, preco je takdto postupnost odpijania ai,...,a, v silade s poziadavkami zo
zadania.

1. Zachovanie spojitosti: Ked vypiname mesta v reverznom poradi akom sme ich pridavali (¢ize od a; po
ax), vzdy vypneme najskor tie mestd, ktoré boli pridané ako posledné pri budovani siete. Ale priddvali
sme ich predsa tak, aby mesta a;,a;41,...,a, boli suvislé, ¢ize vypnutie prvych ¢ miest nikdy neprerusi
spojenie medzi elektrarnou a zvysnymi mestami.

2. Elektraren posledna: Kedze sme zacali prehladdvanie v elektrarni, td4 sa automaticky stane prvym
prvkom v poradi navstev, a teda poslednym prvkom v poradi vypinania.

3. Uplné pokrytie: Elektricka siet je suvislé, takze ak nam ostédvaji este nejaké mestd, je medzi nimi, a uz
pridanymi mestami nejaka hrana.

Listing programu (Python)

n,m,k = map(int,input().split())

susedia = [[] for _ in range(n)]

for _ in range(m):
a,b = map(int, input().split())
susediala] .append(b)
susedia[b] .append(a)

prejdeny = [False]l * n
poradie = []

stack = [k]
prejdeny[k] = True

while stack:
vrchol = stack.pop()
poradie.append (vrchol)

for sused in susedialvrchol]:
if not prejdeny[sused]:
prejdeny[sused] = True
stack.append (sused)

print (*reversed(poradie))

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int ©=0;i<(int)n; i++)
#define FOB(i,n) for(int i=n;i>=1;1--)
#define MP(z,y) make_pair((z), (y))

#define 11 pair<int, int>
#define 11t long long int
#define ld long double

#define ulli unsigned long long int
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#define 1ili pair<ili, Lli>
#ifdef EBUG

#define DBG 1f (1)
#else

#define DBG 1f(0)
#endif

#define SIZE(z) int(z.size())
const int infinity = 2000000999 / 2;
const long long int inff = 4000000000000000999;

typedef complex<long double> point;

template<class T>

T get() {
T a;
cin >> a;
return a;
}

template <class T, class U>
ostream& operator<<(ostream& out, const pair<T, U> &par) {
out << "[" << par.first << ";" << par.second << "]";

return out;

template <class T>

ostream& operator<<(ostream& out, const set<T> &cont) {
out << "{";
for (const auto &x:cont) out << x << ", ";
out << "}";

return out;

template <class T, class U>
ostream& operator<<(ostream& out, const map<T,U> &cont) {
out << "{";

for (const auto &x:cont) out << x << ", ";

out << "}'"; return out;

template <class T>
ostream& operator<<(ostream& out, const vector<T>& v) {
FOR(i, v.size()){
if (i) out << " "y
out << v[il;
}
out << endl;

return out;

bool ccw(point p, point a, point b) {
if((conj(a - p) * (b - p)).imag() <= 0) return false;
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else return true;

void dfs(int v, vector<bool> &seen, vector<int> &poradie, vector<vector<int> >&hrany) {
seen[v] = true;
for (int w : hrany([v]) {
if (!seen[w]) dfs(w, seen, poradie, hrany);
}
poradie.push_back(v) ;

int main() {
cin.sync_with_stdio(false); cin.tie();
cout.sync_with_stdio(false); cout.tie();
int n = get<int>();
int m = get<int>();
int k = get<int>();
vector<int> poradie;
vector<bool> seen(n, false);
vector<vector<int> > hrany(n);
FOR(i, m) {
int a = get<int>();
int b = get<int>();

hrany[a] .push_back(b); hrany[b].push_back(a);

dfs(k, seen, poradie, hrany);
FOR(i, n) {

cout << (1 7 " " : "") << poradieli];
}

cout << endl;

}
TomasK
5. Obrovitansky smad (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Bruteforce

Najjednoduchsie je odsimulovat zvlast tok kazdej kvapky. Vtedy nam staci udrziavat si pole poctov kvapiek,
ktoré uz cez jednotlivé udolia pretiekli. Pri kazdej kvapke potom v kazdom udoli, do ktorého sa tato kvapka
dostane, vieme lahko spocitat, kam ma dalej tiect, a to budeme opakovat, az dokym nestecie az k nejakému
psikovi.

Pre vsetky tidolia na tomto toku si néasledne zaznacime, ze nimi pretiekla jedna dalSia kvapka a toto zopa-
kujeme pre kazdi kvapku.

Takto pre kazdu z t kvapiek prejdeme potencidlne az tok diiky n, teda dostédvame rieSenie s ¢asovou zlozi-
tostou O(nt).

Spracujme viacero kvapiek naraz

Vo vietkych sadéch okrem prvej viak musime spracovat potencidlne az 10° kvapiek, preto ndm mozZe napad-
nut, ze potrebujeme istym spdsobom spracovat viacero kvapiek naraz. Ako to ale spravime?

Mozeme si vSimnut, ze pri velkom pocte kvapiek sa nam casto moze stat, ze vela po sebe nasledujicich
kvapiek tecie presne po tej istej ceste. Pre vsetky tieto kvapky tak pozndme odpoved uz po odsimulovani toku
tej prvej z nich - vSetky ostatné potom steci k tomu istému psikovi ako ta prva.
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Stale vsak potrebujeme simulovat jednotlivé zmeny toku a po kazdej zmene toku prejst cely tok odznova a
zistit, pri ktorom psikovi tento tok konci.

Vieme si ale vSimnit, ze zmien toku v tdoli ¢ bude za celti dobu stekania kvapiek najviac z;. Inak povedané,
celkovy pocet zmien toku vo vSetkych tdoliach dokopy za celd dobu stekania kvapiek bude najviac Y z;.

Priamociare rieSenie tak mierne vylepsime, aby sme naraz spracovavali vSetky po sebe idtce kvapky, ktoré
majui tplne identicky tok.

Podobne ako v predoslom rieseni za¢neme odsimulovanim toku aktualnej kvapky. Teraz vSak pri simulovani
tohto toku stcasne v kazdom 1doli toku urcime, kolko kvapiek don este moéze stiect bez toho, aby sa zmenil
smer stekania z daného udolia.

Ked potom vyberieme z tychto hodn6t t najmensiu, tak budeme vediet, kolko dalsich kvapiek este stecie
po uplne tom istom toku a pri ktorej najblizsej kvapke sa uz jej smer stekania v nejakom tudoli zmeni.

Simulovania celého toku pre tento pocet nasledujicich kvapiek tak vieme preskocit a vsetky tieto kvapky
priradit ku psikovi, u ktorého skoncila aktuilne vyslana kvapka.

Ked néasledne budeme chciet spracovat kvapku, ktord uz mé odlisny tok od tychto predoslych, tak musime
prinajhorsom preratat cely tok odznova (kedZe sa napriklad mohol zmenit smer odtekania uz niekde tplne na
zadiatku toku) a podobne uréit, kolko najblizsich kvapiek stecie po tom istom toku. Toto vSak spravime nanajvys
> z;i-krét, kedZe nanajvys tolko zmien v toku kvapiek sa celkovo uskutoéni.

KedZze v tomto rieSeni musime preritat cely tok maximdlne > z;-krét, tak casovd zlozitost tohto riesenia je
O(n->_ 2;), ¢o uz stadi aj na druhi sadu.

Optimalne rieSenie

Pre ziskanie plného poc¢tu bodov potrebujeme tok kvapiek simulovat uz nie po jednotlivych kvapkéach alebo
zmenach toku, ale po jednotlivych tudoliach. Ked totiz vieme, kolko kvapiek sa celkovo niekedy dostane do
nejakého udolia 4, tak Tahko vieme tento pocet rozdelit do skupin po k; (ak pocet kvapiek v danom tdoli nie je
delitelny k;, tak ndm ostane jedna poslednd skupina, v ktorej bude menej nez k; kvapiek) a kazda tiato skupinu
dalej posleme do prislusného dalsieho udolia, do ktorého bude vtedy voda z tohto tdolia stekat.

Vieme si v§imnut, Ze ndm pritom vlastne ani nezalezi na tom, v akom presne ¢ase k nam stecie ktora kvapka,
ale stac¢i nam vediet tento celkovy pocet kvapiek, ktoré do daného tdolia niekedy stect.

Treba si vSak dat pozor na to, v akom poradi z jednotlivych tdoli takto dalej posielame kvapky. Ak by sme
totiz poslali dalej kvapky z nejakého 1idolia, do ktorého ale este nejaké dalsie kvapky niekedy neskor stecu, tak
sa nam informécia o tychto kvapkach strati a tieto kvapky sa nedostani k jednotlivym psikom.

Tu sa nam vsak hodi informdcia zo zadania, ze voda méze stekat len z vyssie polozeného tdolia do nizsie
polozeného tdolia a ze teda nemoze tiect do cyklu. Ak by sme si teda celd tito tlohu predstavili ako orientovany
graf, kde vrcholy su jednotlivé tidolia a hrana spéaja vrcholy ¢ a j prave vtedy, ked niekedy stekd voda z idolia ¢
do udolia j, tak mame zarucené, ze tento graf bude acyklicky, teda sa jednd o tzv. DAG (z anglického directed
acyclic graph).

Pre kazdy DAG pritom existuje tzv. topologické usporiadanie jeho vrcholov, teda také usporiadanie jeho
vrcholov, pri ktorom sa pre kazda hranu jej zac¢iatocny vrchol nachadza v tomto usporiadani skor nez jej koncovy
vrchol.

Ak by sme teda v grafe prislichajicom tokom kvapiek medzi idoliami nasli topologické usporiadanie tdoli
a posielali by sme kvapky dalej z jednotlivych tdoli v tom poradi, v akom sa tieto tidolia nachadzaji v ich
topologickom usporiadani, tak vzdy v dobe rozsirovania sa z nejakého udolia do dalsich udoli je pocet kvapiek
v tomto udoli uz findlny a vieme ich teda rozposlat dalej bez toho, aby sa nam nejaké kvapky stratili.

Ostava nam tak uz iba najst topologické usporiadanie jednotlivych tdoli. To vieme spravit tak, ze pre kazdé
udolie si budeme pamétat, kolko este nespracovanych hran don smeruje. Pre vrchol, ktory ako dalsi pridame do
topologického usporiadania, potom musi platit, ze vSetky hrany smerujtice don sme uz spracovali a ze ked sa k
nemu teda v tomto momente dostaneme, tak pocet kvapiek v niom uz bude finalny.

Vieme si tak udrziavat pole vrcholov, do ktorych uz nesmeruju ziadne nespracované hrany, v kazdom kroku
z tohto pola nejaky vrchol vybrat a vsetky hrany vychadzajice z neho oznacit za spracované tym, ze vrcholom,
do ktorych smeruji, pocet nespracovanych hran smerujicich do nich znizime o 1.

Nasledne nam uz pri tomto aktualizovani poc¢tu vchadzajtcich nespracovanych hran staci len kontrolovaf,
¢i pri nejakom vrchole tento pocet neklesol na nulu a ¢i ho teda nevieme pridat do pola vrcholov, ktoré vieme
priamo pridat do topologického usporiadania ako dalsie.

Topologické usporiadanie udoli takto ndjdeme v case linedrnom od poctu vrcholov aj hran v nasom grafe,
teda v case O(n + Y z;). Nasledne tidoliu s prameriom priradime t kvapiek a vSetkym ostatnym tdoliam zatial
0 kvapiek.

Tieto tidolia budeme potom prechadzat v poradi najdeného topologického usporiadania a pocty kvapiek,
ktoré do nich stiekli, budeme dalej rozdelovat idoliam, do ktorych tieto kvapky stecti. Takto si pre kazdé tidolie
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so psikom vo vysledku zaznacime, kolko kvapiek don celkovo stieklo a tieto hodnoty vypiseme.
Aj v tejto Casti riesenia s rozdelovanim kvapiek do dalsich doli spracujeme kazdy vrchol a kazda hranu len
raz, teda aj toto prebehne v c¢ase linedrnom od poctu vrcholov a hran. Celkova ¢asova zlozitost tohto rieSenia
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2

je tak O(n+ 3" z;).

Listing programu (Python)

n, t = map(int, input().split())
K =[]
postupnosti = [[] for _ in range(n)]

hrany_do = [0 for _ in range(n)]

for i in range(n):
A = list(map(int, input().split()))
K.append (A[0])

if A[0] '= O:
for j in range(l, len(A)):
postupnosti[i] .append(A[j]1)
hrany_do[A[j]] += 1

toposort = []
for i in range(n):
if hrany_do[i] ==
toposort.append (i)

kvapky = [0 for _ in range(n)]
kvapky[0] = t

while len(toposort) > O:
v = toposort.pop()

kvapiek = kvapky [v]
for u in postupnostilv]:
hrany_do[u] -= 1
if hrany_do[u] ==
toposort.append(u)
if kvapiek > K[v]:
kvapky [u] += K[v]
kvapiek -= K[v]
else:
kvapky[u] += kvapiek
kvapiek = 0

for i in range(n):
if K[i] ==
print (kvapky[i])

Listing programu (C++)

#include <iostream>

#include <vector>

https://ksp.sk/
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#include <algorithm>

using namespace std;

int main() {

int n,t; cin >> n >> t;

vector<vector<int>> graf (mn);
vector<int> menia_sa (n);
vector<int> inc(n,0);
vector<int> prislo_kvapiek(n,0);

prislo_kvapiek[0] = t;

for (int i = 0; i < n; i++)

{
cin >> menia_sal[il;
if (menia_sali])
{
for (int g = 0; g< (t-1)/menia_sal[i] + 1; g++)
{
int to; cin >> to;
graf [i] .push_back(to);
inc[to] ++;
}
}
}

vector<int> stack_udoli;

for (int i = 0; i < n; i++)

{
if (inc[i] == 0)
{
stack_udoli.push_back(i);
}
}

int ind = 0;

while (stack_udoli.size() > ind)
{
int vtx = stack_udolil[ind];
int tecie = menia_sal[vtx];

int kvap = prislo_kvapiek[vtx];

if (!tecie)
{

ind++;
} else
{

for (int i = 0; i < grafl[vtx].size(); i++)
{
int kam = graf[vtx] [i];

prislo_kvapiek[kam] += min(kvap,tecie);
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kvap -= min(kvap,tecie);

inc[kam] -= 1;
if (!inc[kam])
{
stack_udoli.push_back(kam) ;
}
}
ind ++;

for (int i = 0; i < n; i++)

{
if (menia_sal[i] == 0)
{
cout << prislo_kvapiek[i] << endl;
}
}
}
Martin M.
6. Vyrovnana fotka (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Sktsenejsiemu riesitelovi by mohlo rychlo napadnit riesit tito ilohu dynamickym programovanim, ¢o sa
ukdze ako dobry ndpad. Vela tiloh, ktoré m4 otdzku “kolko najviac/najmenej” ¢asto byva rieSenych dynamickym
programovanim.

Nad tlohou sa budeme dalej zamyslat sposobom, Ze pozname minimalnu cenu, za ktort vieme dostat nejaky
prefix postupnosti do pozadovaného stavu. Potom budeme poéitat prefix dizky o 1 viac.

Teda dalej v rieseni uvazujeme, Ze uz sme upravili do pozadovaného tvaru postupnost diiky 1 a zistili
najnizsiu cenu za ktort to dokdzeme spravit. Potom vypocitame odpoved pre postupnost, ktord s vypocitanou
postupnostou ma zhodné prvky az po i, ale ma jeden dalsi prvok i + 1.

Stavy dynamického programovania

V tomto rieseni budem pouzivat znacenie minc, aby som zaznacil minimalnu cenu, za ktort vieme dostat
niec¢o do stavu, ktorého chceme.

Vsimnime si, ze aby sme zistili minc pre o 1 vicsi prefix nds nemusia zaujimat presné upravy, ktoré sme
spravili a ani cely upraveny prefix. Zaujimavy je len posledny prvok v upravenom prefixe. Ak chceme rozsirit
prefix upraveny do vyhovujiceho tvaru, tak jediné ¢o potrebujeme zabezpecit je, aby jeho posledny prvok a
novo pridany prvok mali rozdiel < M.

Tiez je dobré si uvedomit, Zze posledny prvok v upravenom prefixe neméa zmysel nikdy uvazovat vacsi, ako
mazA;, kedZze potom by sme ho mohli nahradit mazA; a dostali by sme taku isti, alebo nizsiu cenu.

Z toho uz vyplyva, ze budeme chcief vypocitat hodnoty dp[i][k] - najmensia cena, pomocou ktorej vieme
upravit prefix velkosti ¢ do pozadovaného tvaru tak, ze sa bude konc¢it na prvok k. Findlna odpoved potom bude
najmensia hodnota pola dp[n], kde n je dizka danej postupnosti.

Este si ale mézeme vSimnut, ze v optimalnom rieSeni bude posledny prvok upravenej postupnosti do poza-
dovaného tvaru stale nejaky prvok povodnej postupnosti. Ak by to bol vkladany prvok, tak ho vieme nevlozit
a dostat lepsiu cenu za trochu ind, ale tiez vyhovujucu postupnost. Toto vieme vyuzit a trochu upravit, ¢o
reprezentuje dpli][k]. Priddme podmienku, Ze prvok k musi byt upraveny prvok povodnej postupnosti. S touto
podmienkou stale dostaneme spravnu odpoved, ale pomé6ze nam to neskér pri vymyslani prechodov medzi
stavmi.

RieSenie na 6b

Teraz chceme vymysliet spésob, ako pomocou hodnét zapamétanych pre nejaky prefix vypocitat nové hod-

.....
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Stale je moznost zmazat novo pridany prvok za cenu D. Teda mdzeme pouzit operacie na najlacnejsiu dpravu
prvych ¢ prvkov do pozadovaného tvaru a novo pridany prvok zmazeme. Cenu na zaciatku tak moézeme nastavit
dpli + 1][k] = dp[i][k] + D pre kazdé k a ziskat minimalne ceny pre kazdé k, ak pouZijeme operdciu zmazania.

Teraz este ostéva zistit minc, ak novo pridany prvok nemazeme. Uvazujme teda, ze chceme vypodéitat dpli +
1][k] pre nejaké konkrétne k. KedZe vieme, Ze novy prvok nemazeme a tiez sme si dali podmienku, Ze posledny
prvok musi byt z pévodnej postupnosti, musime zaplatit |A; 1 — k| za operdciu zmeny prvku. Este ostéva zistit,
na akd upravent postupnost je najvyhodnejsie nadviazat. Teda aky prvok chceme mat na poslednom mieste v
predchadzajicom prefixe. Uvazujme, zZe je to . Mdzeme si v§imnut, ze v takomto pripade uz je presne dané, co
musime robit - vlozit medzi posledné 2 ¢isla ¢o najmenej prvkov tak, aby nemali Ziadne rozdiel vacsi ako M.
To sa da uz lahko vypocitat - budeme vkladat prvky tak, aby boli vo vzdialenosti presne M od seba, pokym
nebude posledny dostatoéne blizko k. Oznaéme tito dopoéitant cenu z. Teda ak nadviizujeme na prefix dizky
i, ktory sa po tprave konéi na [, najnizsia cena, ktort vieme dostat bude dp[i][l] + |Ai+1 — k| + .

Teraz uz nie je tazké vymysliet, ako to bude celé fungovat. Postupne pre kazdy prefix velkosti ¢ pre ¢ od 1 do
n pre vsetky mozné k vyskisat vSetky mozné [ a podla popisaného postupu stéile dopocitat dpl[i][k]. Dostaneme
tak funkény algoritmus, pomocou ktorého vieme ziskat odpoved ako minimum z hodnét dp[n]. Tento algoritmus
bude mat éasovi zloZitost O(n - (maxA;)?), kedZe pre kazdy prefix prejdeme vietky mozné dvojice (I, k). Toto
stacilo na program za 6 bodov.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
int N, M, I, D;
cin >> N >> M >> I >> D;
vector<int> a(N);
for (int i = 0; i < N; i++) cin >> alil;

int K = *max_element(a.begin(), a.end());

vector<int> dp(K + 1, 0);
for (dnt i = 0; i < N; i++) {
vector<int> new_dp(K + 1, 0);
for (int j = 0; j <= K; j++) {
new_dp[j]l = dp[jl + D;
}
for (int from = 0; from <= K; from++) {
for (int to = 0; to <= K; to++) {
int old_to = to;
if (M == 0) to = from;

int diff = max(0, abs(from - to) - M);

int inserts_cost = (M == 0) ? diff : I * ((diff + M - 1) / M);
int move_cost = abs(al[i] - to);

int cost = dp[from] + inserts_cost + move_cost;

new_dp[to] = min(new_dp[to], cost);

to = old_to;

}
dp = new_dp;
}
int res = *min_element(dp.begin(), dp.end());

cout << res << endl;
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Optimalne rieSenie

Vypoéitat hodnotu dp[i 4 1][k] rovno na zéklade dp[i] v konstantnom case sa javi ako pomerne tazké tloha.
Sktisme preto nejak efektivne vypoditat medzistav, z ktorého uz bude Tahsie ziskavat odpovede pre dpli + 1][k].
Oznadme tento medzistav dps|i][k]. Bude ndm hovorit, kolko najmenej musime zaplatit, aby sme skon¢ili na
prvku k a mali vyhovujicu postupnost, ale nemusime konc¢it uz na prvku pévodnej postupnosti. Teda je povolené
vkladat prvky aj za posledny prvok z povodnej postupnosti.

Pozrime sa na vkladanie prvkov pri popisanom algoritme za 6 bodov. Ak sme kon¢ili na prvku [, tak
sme vkladali bud postupne prvky | + M,l + 2M, ... az pokym sme sa nedostali dostatoc¢ne blizko ku k, alebo
l—M,l—2M,..., az pokym sme sa nedostali dostatoc¢ne blizko ku k. Ak by sme teda dostali optimélnu odpoved
pre nejaké dp[i|[k] vkladanim prvkov mensich ako k, tak na jej vypocet nebudeme potrebovat vediet odpoved
pre dp2[i][]] také, ze sme sa k nej dostali vkladanim prvkov vacésich ako I. Ak by sme tieto hodnoty potrebovali,
znamenalo by to, Ze je niekedy optimalne vlozit prvky ...,l + M, ...,k — M, k. Vidime, ze v tomto pripade je
zbytocné vlozit prvok s hodnotou I, alebo prvok  + M (podla toho, ¢i I < k, alebo | > k) a teda to nemdze byt
optimalna odpoved.

Z toho vyplyva, ze mdzeme najprv napriklad vypocitat dps[i][k] pre pripad, Ze budeme vkladat prvky mensie
ako k ((...,k—2M, k— M). Toto by sme chceli vypocitat pre vSetky k v ¢ase O(mazA;). Spravime to prechodom
od najmensich hodnét po najvicsie s tym, ze si budeme pamétat stdle najlepsi posledny prvok, od ktorého
budeme chciet vkladat hodnoty vo vzdialenosti M od seba tak, ze sa dostaneme dostato¢ne blizko k aktualne
pocitanému prvku k. Najlepsi posledny prvok si vieme jednoducho udrziavat, kedze pri tomto prechode bude
stale len stupat. Ak sme aktudlne na indexe k vieme povedat, Ze bude urcite lepsi pre vsetky ¢ > k, ako
aktudlne najlepsi index p ak: dp[i][k] < I - (|(k—p)/M )+ dp[i][p]. Hodnotu dp[i][k] teda vieme vypocitat ako
min(dpli][k], I- (| (k—p)/M])+dpli][p]), kde p je najlepsi posledny prvok. Nésledne spravime to isté ale opacne.
Teda vypodéitame ceny, ak vkladdme prvky vicsie ako k (..., k + 2M, k + M). Teraz uz samozrejme budeme
zapisovat novi hodnotu, iba vtedy ak je mensia ako ta, ktorti sme vypocitali predchadzajicim prechodom.

Ked uz teraz mame vypocitané hodnoty po vSetkych vkladaniach chceme zistit, aké budd hodnoty dp[i+1][k].
Ako v algoritme za 6 bodov, moézeme nastavit dp[i + 1][k] = dp[i][k] + D pre pripad, Ze novo pridany prvok
zmazeme. Ak prvok nemazeme tak za dp[i + 1][k] zaplatime min cr—nr,... k+ay (dp2[i][§] + |Ai1 — k[). Zjavne
uvazovat ostatné j nemodzeme, kedze potom by rozdiel poslednych prvkov bol vécsi ako M. Ostava uz len
domysliet ako postupne efektivne poéitat minimé zo stvislych tsekov dizky 2M +1. Toto je pomerne Standardna
tloha a da sa riesif pomocou minimovej deque dokonca amortizovane v linedirnom c¢ase. V nasom pripade teda
v O(mazA;) na vypocitanie dp[i + 1][k] pre vSetky k. Ako presne sa to d4 spravit sa mozete docitat napriklad
tut

Vymysleli sme algoritmus, ktory vypodéita hodnoty dp v O(n-maxA;), kedZe hodnoty dps[i] aj potom hodnoty
dpli + 1] poc¢itame v O(mazA;) pre ¢ od 1 po n. Pamétovi zlozitost vieme zlepsit na O(n+ maxA;), kedze si pri
poditani dp[i + 1] si staéi paméitat hodnoty dpli]. Teda nemusime vytvarat celé dvojrozmerné pole, ale paméatat
si stale iba jeho posledné 2 “riadky”.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

#define int long long

int32_t main() {
int D, I, M, N;
cin >> N >> M >> I >> D;
vector<int> a(lN);
for (int i = 0; i < N; i++) cin >> alil;

int K = *max_element(a.begin(), a.end());

vector<int> dp(K + 1, 0);

for (int i = 0; i < N; i++) {

4https://cp-algorithms.com/data_structures/stack_queue_modification.html#queue-modification-method-1
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vector<int> inter_dp(dp.begin(), dp.end());
for (int k = 0; k < M; k++) {

int best = -1;
for (int j = k; j <= K; j += M) {
if (best == -1 I * ((j - best) / M) + dplbest] > dp[jl) {
best = j;
¥
inter_dp[j] = min(inter_dp[jl, I * ((j - best) / M) + dpl[best]);
}
¥
for (int k = 0; k < M; k++) {
int best = -1;
for (int j =K - k; j>=0; j =M {
if (best == -1 I * ((best - j) / M) + dplbest] > dp[jl) {
best = j;
}
inter_dp[j] = min(inter_dp[jl, I * ((best - j) / M) + dplbest]);
}
}

deque<int> q;
for (int j = 0; j < min(K + 1, M); j++) {
while (!q.empty() && inter_dpl[q.back()] >= inter_dp[jl) {
q.pop_back();
}
q.push_back(j);
}
vector<int> new_dp(K + 1, 0);
for (int j = 0; j <= K; j++) {
new_dp[j] = dp[j]l + D;

for (int j = 0; j <= K; j++) {
int last = j + M;
if (!q.empty() && q.front() + M < j) {
q.pop_front();
}
if (last <= K) {
while (!q.empty() && inter_dpl[q.back()] >= inter_dpl[last]) {
q.pop_back() ;

}
q.push_back(last);
}
new_dp[j] = min(new_dp[j], inter_dp[q.front()] + abs(ali]l - j));
}
dp = new_dp;

}
int res = *min_element(dp.begin(), dp.end());

cout << res << endl;

Johanko

7. ldealny Zbirkov Zivot (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Vymyslanie a vylepsovanie bruteforce rieseni prenechame citatelovi, ako tréning. My skoc¢ime rovno k za-
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kladnym pozorovaniam a postupom.

Pocas vzordku budeme hovorit o obraze psa, cez nejakt tyc - to bude taky pes, ktory je presne na opacnej
strane tyce (nemusi byt nutne rovnakej farby). Ak takyto pes neexistuje, tak budeme hovorit, Ze pes nemé obraz
cez dani tyc.

Iba uréime farby

Predstavme si, ze by ndm niekto povedal, kde sa nachadzaja tyce. Skisme teraz nédjst rychly algoritmus,
ktorym rozdelime psikov na bielych a ¢iernych, alebo prehldsime, Ze to nie je mozné.

Vyberieme jednu ty¢ a prehlasime, ze vSetci psikovia k nej priviazani budu ¢ierny. Tito ty¢ nazveme ¢iernou,
druhu ty¢ nazveme bielou. Ani jedna farba nie je ni¢im Specidlna a moézme ich hocikedy vymenit. Nam sa
jednoduchsie bude pracovat s konkrétnou farbou, preto sme si vybrali napriklad ¢iernu.

Ak méme psa, ktory nemé obraz cez ¢iernu ty¢, znamend to, Ze pokial ma existovat riesenie, musi v fiom
byt tento pes biely. Takychto psov budeme volat povinne bieli.

Zoberme vsetkych povinne bielych psov. Kazdy z nich musi maf obraz cez bielu ty¢. Kazdy z tychto obrazov
musi byt tiez biely pes, a to aj ak nie je povinne biely.

Vyberme si niektorého povinne bieleho psa z a jeho obraz, nech je to pes i. Pes i je vzdy jednoznacne urceny,
lebo nemdzu byt dvaja psi na jednom mieste. Vieme, Ze pes ¢ je biely, inak by z nemal obraz cez bielu ty¢.
Pokial m4 pes i obraz cez ¢iernu ty¢, nech je to pes j, musi aj pes j byt biely. Preco? Ak by bol pes j ¢ierny,
musel by aj jeho obraz cez ¢iernu ty¢ — pes ¢ — byt ¢ierny, ¢o je spor.

V zésade vzdy ked prehlasime nejakého psa za bieleho, musime skontrolovat:

1. ¢i ma nejaky obraz cez bielu ty¢ - ak by nemal, tato volba ty¢i je nespravna
2. ¢i ma nejaky obraz cez Ciernu tyc - ak ano, tento obraz tiez prehldsime za biely a skontrolujeme ho.

Na zaciatku prehlasime za bielych vSetkych povinne bielych, teda takych, ktori nemajt obraz cez ¢iernu tyc.
Tento algoritmus mé ¢asovu zlozitost O(n) - iba pre kazdého psa skontrolujeme zopar obrazov.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long 11;
typedef pair<1ll, 11> pll;

#define For(i, a, n) for (1l % = a; © < (Ll)n; i++)
#define all(z) begin(z), end(x)
#define sz(z) (11) z.size()

11 n;
vector<pll> psy;
map<pll, 11> pozicie; // pre poziciu aky je na nej pes

pll mid(pll a, pll b) { // stred medzi bodmi a, b
// ked vsetko hned na zaciatku prenasobim 2
// nemusim sa babrat s floatami

return {(a.first + b.first) / 2, (a.second + b.second) / 2};

pll image(pll a, pll s) {
// obraz bodu a cez s

return {s.first - (a.first - s.first), s.second - (a.second - s.second)};
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bool solve(pll mid_black, pll mid_white) {
// predpocitam si obrazy cez cierny a biely stred

vector<pll> sus(n, {-1, -1});

For(i, 0, n) {
pll image_black = image(psy[i], mid_black), image_white = image(psy[il, mid_white);
if (pozicie.count(image_black)) sus[i].first = pozicie[image_black];

if (pozicie.count(image_white)) sus[i].second = pozicie[image_white];

// ak nemam ani jeden obraz, mozem skonctit
if (sus[i].first == -1 && sus[i].second == -1) return false;
}

queue<ll> spracuj;

// ak memam suseda v cternom, som povinne biely

For(i, 0, n) if (sus[i].first == -1) spracuj.push(i);

vector<ll> solved(n);
vector<ll> white;
while (!spracuj.empty()) { // spracujem postupne bielych,
// mozno priadm aj nejakych dalsich
11 t = spracuj.front();
spracuj.popQ);
if (solved[t]) continue;
solved[t] = true;
white.push_back(t);
if (sus[t].first '= -1) { // davam sa do white,
// takze moj obraz v black musi byt white
spracuj.push(sus[t].first);
}
if (sus[t].second '= -1) { // som white, takze musim mat obraz wo white
// ten tiez musim niekedy spracovat
spracuj.push(sus[t] .second);
} else
return false; // mal by som mat obraz vo white, ale nemam
}
vector<1ll> ans(n);
for (auto i : white) ans[i] = 1;
cout << setprecision(l) << fixed;
cout << '"zbirka je kral" << endl;
cout << mid_black.first / (double)2 << ' ' << mid_black.second / (double)2 << ' '
<< mid_white.first / (double)2 << ' ' << mid_white.second / (double)2 << endl;
for (auto i : ans) cout << ij;
cout << endl;

return true;

Pomocou tohoto algoritmu teraz budeme testovat, ¢i je dané rozostavenie ty¢i pripustné.. Tychto rozostaveni
je vsSak vela, preto si ukdzeme, ako odstranit niektoré, ktoré nemaju sancu byt spravne.

Prvé zaujimavé riesenie
Mbobzeme si vSimnut, ze na to, aby nejakd ty¢ mala Sancu byt v spravnom rieSeni, musia existovat nejaki —
nie nutne rézni — psi ¢ a j, ktorf sa na seba cez tito ty¢ zobrazia (teda ty¢ je v strede medzi nimi). Ak by
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sme v nejakom riesen{ vybrali ty¢ nesplnujicu tuto podmienku, urcite by sme k nej nemohli priviazat ziadneho
psa, lebo nemé obraz cez tito ty¢. Preto mozeme tito ty¢ umiestnit hocikam inam a dostaneme rovnako dobré
riesenie. Jednou z moznosti, kam ju umiestnit, je to isté miesto, na ktorom je druh& tyc tohto riesenia. Tymto
sposobom sme uréite dodrzali podmienku vyssie. K druhému stipu totiz musel byt priviazany nejaky pes a jeho
obraz, teda tento stip je uprostred nejakych dvoch psov.

Pre kazdu ty¢ teda mame O(n?) moznosti, kde moze byt umiestnend. Pre dve tyce spolu dostdvame O(n?)
moznosti, ¢o spolu s kontrolou platnosti dava zlozitost O(n®).

Mame prilis vela volnosti

Na to, aby sme mali spravne rieSenie, musi byt kazdy pes priviazany k nejakej tyci. Toto plati aj pre psika
s ¢islom 0. Aspon jedna z ty¢i teda musi byt taka, ze psik 0 ma cez nu obraz.

Tym sa ndm zmensuje pocet moznosti, ktoré musime kontrolovat. Mame n moznosti na prva ty¢, tak, aby
bola v strede medzi psikom 0 a nejakym dalsim psikom (kludne aj psikom 0). Druht ty¢ budeme umiestiiovat
rovnako ako doteraz, teda na jej pozicie madme O(n?) moznosti.

Kazdi z tychto moznost{ skontrolujeme v éase O(n), dostavame teda O(n?) rieSenie.

Vsimnime si este, ze pes 0 nemusi byt v rieseni priviazany k prvej tyci. Zjavne vsak ku niektorej tyci
priviazany bude, teda v kone¢nom dosledku len nesktiSsame moznosti, ktoré urcite fungovat nebudu.

Zopakujeme starii myslienku

Este stale skiisame niektoré moznosti zbytocne.

Zafixujeme si opét psa 0 a povedzme, ze bude Ciernej farby. Vyskusame vsetky moznosti, na ktorého psa sa
pes 0 zobrazi. To nam zadé poziciu Ciernej tyce. Podobne ako v prvom odseku vieme teraz zostrojif mnozinu
psov, ktori st povinne bieli.

Teraz pouzijeme myslienku z predchidzajiceho odseku. Pes 0 nebol ni¢im S$pecidlny. My mame mnozinu
povinne bielych a vieme, ze kazdy z nich musi mat obraz cez bielu ty¢. Opéat si mdézeme vybrat Iubovolného
povinne bieleho psa — napriklad s najmensim éslom — a skasat len stipy, ktoré st v strede medzi nim a nejakym
dal$im psom. Tymto spésobom méme aj na poziciu druhej tyce len O(n) moznosti.

Méme teda n moZnosti na poziciu ¢iernej tyce a pre kazdu z nich O(n) mozZnosti na poziciu bielej. Spolu
méme O(n?) moznosti a pre kazdd vysktsame v O(n), ¢ vyhovuje. Tym dostdvame optimalnu zlozitost O(n?).

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

typedef long long 11;
typedef pair<1ll, 11> pll;

#define For(i, a, n) for (1l % = a; © < (Ll)n; i++)
#define all(z) begin(z), end(x)
#define sz(z) (11) z.size()

11 n;
vector<pll> psy;
map<pll, 11> pozicie; // pre poziciu aky je na nej pes

pll mid(pll a, pll b) {

return {(a.first + b.first) / 2, (a.second + b.second) / 2};

pll image(pll a, pll s) {

return {s.first - (a.first - s.first), s.second - (a.second - s.second)};
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bool solve(pll mid_black, pll mid_white) {
// predpocitam si obrazy cez cierny a biely stred

vector<pll> sus(n, {-1, -1});

For(i, 0, n) {
pll il = image(psy[il, mid_black), i2 = image(psy[i], mid_white);
if (pozicie.count(il)) sus[i].first = pozicie[il];

if (pozicie.count(i2)) sus[i].second = pozicie[i2];

// ak nemam ani jeden obraz, mozem skonctit

if (sus[i].first == -1 && sus[i].second == -1) return false;
}
queue<ll> q;

// ak memam suseda v cternom, musim byt biely

For(i, 0, n) if (sus[i].first == -1) q.push(i);

vector<ll> solved(n);
vector<ll> white;
while (!q.empty()) { // spracujem postupne bielych,
// mozno priadm aj nejakych dalsich
11 t = q.front();
q.popQ);
if (solved[t]) continue;
solved[t] = true;
white.push_back(t);
if (sus[t].first '= -1) { // davam sa do white,
// takze moj obraz v black musi byt white
q.push(sus[t].first);
}
if (sus[t].second '= -1) { // som white, takze musim mat obraz wo white
// ten tiez musim niekedy spracovat
q.push(sus[t].second);
} else
return false; // mal by som mat obraz vo white, ale nemam
}
vector<1ll> ans(n);
for (auto i : white) ans[i] = 1;
cout << setprecision(l) << fixed;
cout << '"zbirka je kral" << endl;
cout << mid_black.first / (double)2 << ' ' << mid_black.second / (double)2 << ' '
<< mid_white.first / (double)2 << ' ' << mid_white.second / (double)2 << endl;
for (auto i : ans) cout << ij;
cout << endl;

return true;

int main() {
cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

cin.exceptions(cin.failbit);

cin >> n;

psy.resize(n);
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for (auto& i : psy) {
cin >> i.first >> i.second;
i.first = i.first * 2; // ked hodnoty wynasobim 2,
i.second = i.second * 2; // nemusim pouzivatl double na delenie
pozicie[i] = sz(pozicie);
}
For(j, 0, n) {
pll mid_black = mid(psy[0], psy[jl);
11 nejaky_biely = -1;
// najdem aspon nejakeho bieleho
For(i, 0, n) if (!pozicie.count(image(psy[i], mid_black))) nejaky_biely = ij;

if (solve(mid_black, mid_black)) return 0; // mozem mat obe tyce na jednom mieste

if (nejaky_biely != -1) {
For(k, 1, n) { // moj biely sa musi na nieco zobrazit,
// tak vyskusam vsetky moznosti
pll mid_white = mid(psy[nejaky_bielyl, psylkl);

if (solve(mid_black, mid_white)) return O;

}

cout << "zbirka dozbirkoval" << endl;

Existuju aj rozne iné pristupy, ktoré si zalozené na fixovani nejakych inych psov, napriklad pravého dolného
a lavého horného. Tiez vsak v zdsade ignoruju vopred zlé alebo uz vyskisané moznosti.

Sebik
8. Absolutne Pestahovanie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako prvé dizim podakovanie Martinovi “Medvédovi” Maresovi, ktory prebera vsetky zasluhy za tento priklad
a jeho (fakt pekné) vzorové rieSenie.

Co so sirkou?

Pozrime sa ako prvé, ako vyriesime problém, ak sme obmedzeni sirkou. Toto rieSenie ndm ukaze pozorovania,
ktoré mozeme vyuzit neskor.

Pozorovanie: Ak si zafixujeme vysku prvého poschodia, tak sa nam nan oplati dat ¢o najviac psikov, ktori
sa tam zmestia. Zvysku problému sa potom moézeme venovat tak, ze ignorujeme vsSetkych psikov, ktorych sme
dali na vrchné poschodie.

Prec¢o? Mame totiz uz fixni vysku to znamena, Ze eSte zostal kisok sirky kam sme mohli psika dat. Ak teda
nejakého psika mozeme daf na prvé poschodie, a ddme ho tam, riesenie to urcite nepohorsi.

Jedna zradna pasca, do ktorej sa tu riesitel mdze chytit je, Zze jednoducho si povie, ze teda napcham vsetky
budky, ktoré sa zmestia do sirky na prvé poschodie, tym ho vyhlasim za hotové a uz sa venujem iba zvysku.

Tento algoritmus by fungoval asi tak, ze iteruje cez budky, a ak sa aktualny psik zmesti na aktudlne “roz-
robené” poschodie, priddm ho nan. Ak sa vSak nezmesti, vyhldsim poschodie za hotové, pripoé¢itam jeho vysku
k priebeznému vysledku, a za¢nem znova s novym poschodim.

To vsak nefunguje, vid protipriklad:

sirka

D= o
© 00 N
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Spravna odpoved by totiz bola 11, ale vyssie spominany “pazravy program” by vyhlasil, Ze riesenie je 17.
Problém je, ze nas postup funguje pre fixni vysku poschodia. Popisany pazravy algoritmus vsak nastavi
vysku tak aby sa vyuzila celd sirka poschodia, ¢o vobec nemusi viest k optimalnemu rieseniu.

Dynamika

Tato pasca sa da obist tak, ze si vSimneme, ¢o sme vlastne pri pozorovani zistili. Chceme si oddelit c¢ast

Myslienka je taka, ze si pre kazdého psika spocitame, kolko vysky by potrebovali na ubytovanie vsetci
psikovia po neho. Hlavne je potrebné si uvedomit, ze ak uz takyto domcéek postavime, tento psik bude posledny
na poslednom poschodi, a teda znaci nejaku hranicu nového poschodia.

Na tejto myslienke postavme algoritmus. Pre kazdého psfka sa budeme snazit vyratat hodnotu M H (ako
minimal height). M H[i] bude znacit, kolko najmenej vysky musime pouzit, aby sme ubytovali prvych i psikov.
Toto nam déva zaklad pre dynamické programovanie - budeme hodnoty M H ratat postupne z predoslych
hodnét.

Ako vyratam stav v dynamike?

Vsimnime si, Ze hodnota M H[i] zévisi iba na prvych ¢ — 1 psikoch (podla toho ako sme si to zadefinovali).
Predstavme si teda, Ze uz méme vypocitané optimalne hodnoty M H|[0] az M H[i — 1]. Ako vypocitame hodnotu
MH]Ii]?

Myslienka bude takato: Kedze psikovia moézu znacit aj “hranicu”, kde zac¢ina nové poschodie, tak si pre
i-tého psika jednoducho pozrieme, kolko vysky by spotrebovalo, keby predoslé poschodie koncilo na nejakom z
predoslych psikov.

Pre kazdy index j : j < ¢ si “odsimulujeme” nasledovné: Chceeli by sme, aby vSetci psikovia od psika j po
psika i byvali spolu na poschodi. M6Zu sa tam nezmestit (poschodie nie je dost Siroké), vtedy nerobime nié.

Ale ak sa tam ndhodou zmestia, tak by sme vedeli pre prvych 4 psikov skonstruovat doméek vysoky M H[j —
1]4+maxh([j,4]), pricom teda mazh([j,]) zna¢i maximélnu vysku psika na intervale [j, i]. Toto znacenie budem
pouzivat aj pre zvysok prikladu.

Prec¢o? Z dynamiky vieme, Ze doméek pre prvych j — 1 psikov bude vysoky M H[j — 1], a priddme k tomu
najnizsie mozné poschodie, do ktorého sa urcite zmesti aj najvacsi psik na intervale [j, ].

A tak méame jednu potencidlnu hodnotu pre ¢éislo M H|[i]. Ak toto spravime pre kazdy index j : j < i, tak
uréite ndjdeme optimélne rieSenie pre M H|[i], pretoZe v optimdlnom rieSeni musi byt nejaky psik prvym na tom
istom poschodi, na ktorom je psik ¢ posledny.

Casova zlozitost

Pre vypocet hodnoty M H|[i] musime skontrolovat vSetky j : j < i. Napriklad si vieme priebezne udrziavat
najvicsieho psika, ktorého sme doteraz videli, a taktiez sirku aktudlneho intervalu. Na vypocitanie jednej M H
hodnoty teda sta¢{ jeden prechod pola psikov — Casové zlozitost O(n). To ndm déva celkovi ¢asovi zlozitost

O(n?).

Obmedzenie na vysku pomocou Sirky

Uz vieme pre nejaku zadanu sirku z zistit, aky najnizsi paneldk s takou vyskou vieme postavit. Zaroven vsak
vieme pozorovat, Ze pre Tubovolni Sirku viésiu ako x bude najnizsi paneldk s takou vyskou nizsi (alebo rovnako
velky), a opacne, lubovolny uzsi paneldk bude aspon tak vysoky.

Vieme teda binarne vyhladat najmensiu sirku, pre ktord bude najnizsi paneldk nizsi ako nase obmedzenie
vysku.

Ak sa zmesti pod nase obmedzenie, tak vieme, ze vsetky Sirsie domy nie st optimalne Siroké. Ak sa naopak
nezmesti pod nase obmedzenie, tak moézeme zahodit vSetky rovnaké a mensie hodnoty.

Toto nés teda dostane na ¢asovii zlozitost O(n? x log H).

Pekna myslienka do budicna

Sktsme vsak spravit riesenie, ktoré bude zavisiet iba od poctu psikov.

Pozorovanie: optimélna sirka bude urcite urc¢end nejakym stvislym tsekom psikov, ktori budd spolu na
poschodi.

V optimdalnom rieseni musi byt aspon na jednom poschodi dplne plno (teda nikde neostane volné miesto).
Ak by totiz ostalo na kazdom poschodi trosku miesta, mézeme jednoducho zmensit optimélne riesenie (o je
teda spor).
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Viimnime si taktiez, ze suvislych tsekov psikov je omnoho menej ako H - iba n?. Vieme si teda vsetky tieto
suvislé useky psikov vyrobit, utriedit, a bindrne vyhladavat iba na tychto hodnotach.

Vyroba tychto tisekov bude trvat O(n?), utriedenie O(n?logn?), ¢o je asymptoticky O(n?logn). Toto ndm
¢asovii zlozitost zrazi az na O(n?logn), €o je vzorova casova zloZitost pre sady 1 — 5.

Ano, cez testovaé presli aj ¢asové zlozitosti zavislé od H, ale myslienka uréenia optiméalneho riesenia pomocou
suvislého useku psikov sa nam bude hodit neskdr, a je fajn sa s niou pohrat najprv takto.

Zrychlenie funkcie na vypoctu najnizsej vysky

Cast algoritmu, ktora nas aktudlne najviac obmedzuje, je funkcia vipoétu najmensej vysky pre zadant sirku.
Podme sa teda na 1u pozrief a skusit ju zrychlit.

Rétame pre kazdé ¢, M H[i] ako minimalnu hodnotu z vyrazov M H[j — 1] + mazh([j,]), pre kazdé j < i.

Pozorovanie 1: Pre zafixovany index ¢, a zmensujuci sa index j sa hodnota mazh([j,{]) zvySuje, alebo ostéva
rovnaka.

Jednoducho na ¢im dlhsi interval (smerom dolava od ) sa pozerdme, maximum, ktoré sme videli sa urcite
nezmensi.

Pozorovanie 2: Ak sa préve pozerame na interval po i, tak pre kazdé j plati, ze maxh([j,4]) je rovné prvému
prvku na indexe vacsom ako j takému, ze doprava nemd ziadny vacsi prvok.

To nejak intuitivne déva zmysel, lebo tento prvok nema ni¢ vécsie doprava, a ak by existoval prvok na j,i,
ktory by bol vécsi ako tento, tak by tiez nemal ni¢ vécsie doprava, a bol by blizsie ku indexu j.

To déva prva myslienku tohto algoritmu: urobit si z psikov postupne datovi struktdaru, v ktorej bude
postupnost prvkov, ktoré pre dany interval (od 0 po nejaké i) nemaji smerom doprava ziadny vySsi prvok,
pricom udrziavame ich poradie v pévodnej postupnosti.

Napriklad pre postupnost: 5,4,5,8,6,7,5,2,3 by tato datova struktara vyzerala asi takto: 8,7,5, 3.

Vsimnime si, ze z definicie je tato datova Struktira utriedend, lebo klesa, a tiez indexy stupajia. Toto sa
vola invariant a takato datova Struktira sa vo vSeobecnosti vola monotonicky stack - skratene monostack.
Monoténniu sme uz overili, vieme zZe klesa a neskor ukazeme, ze sa tato Struktira naozaj chova ako stack

Pozorovanie 3: VSimnime si, ze pre monostack skonstruovany po index i a pre nejaky index j plati, ze
maxh([j,4]) je rovné prvku monostacku, ktory sa vyskytol na najblizSom vySSom indexe od j. Totiz podla
vlastnosti monostacku vieme, Ze smerom doprava ziadnu vac¢siu hodnotu nemé, no a dolava tiez nie (na intervale
[7,4]), lebo inak by této vicsia hodnota patrila do monostacku (nemala by doprava viésiu hodnotu).

To nam vsak dava kIucovi vlastnost pre zrychlenie algoritmu: Ak mame dve po sebe idtice prvky monostacku,
jeden s vyskytom na indexe u a hodnotou ¢, druhym s vyskytom na indexe ¢, (¢ > u) s hodnotou m, tak pre
interval [u,q| existuje nejaké j : u < j < ¢, také Zze maxh([j,i]) = m. Slovne: vieme si prejdeny interval
rozdelit na niekolko podintervalov, pre ktoré je hodnota maxh([j,4]) uréend najblizsim prvkom v monostacku.
Predstavte si ti hodnotu maxh([j,]), ktord ku pole dynamického programovania M H priddvame, ako nejaké
schody.

Volajme prvok, ktory je v monostacku ako “obmedzujici” pre interval, kde urcuje ten maxh.

Intervalac rata dynamiku

Konecne sa vSak dostdvame ku kltcovej myslienke zrychlenia: budeme si hodnoty M H[j — 1] + maxh([j, ?])
udrziavat v minimovom intervalovom strome. Dava to zmysel - cely ¢as hladdame iba nejaké minimum z nejakych
prvkov.

Toto ndm zaruci, ze hodnotu M H[i] vieme zistit v ¢ase O(logn), sta¢i ndm totiz vediet, (podobne ako pri
pomalSom rieSeni), ktory najpravejsi psik sa ndm este zmest{ na to isté poschodie ako ten aktudlny (psik 7).
Ozna¢me tohoto najpravejsieho 7.

Potom sa vieme jednoducho opytat na minimum z intervalu [r,i — 1], ¢o bude optimalna hodnota M H]i].

Ako vSak updatnut cely interval4é, aby sme rovnako rychlo vedeli zistit optimalnu hodnotu pre M H[i + 1]?

Ako prechadzat medzi vypoctami?

Vyzbrojeni nasimi pozorovaniami, pridajme psika ¢ do monostacku. Stane sa jedna z dvoch veci: 1) Psik je
nizsi ako predosly psik v monostacku. Vtedy nemusime robit skoro ni¢, lebo pre vSetky j st mazh([j,i + 1])
rovnaké ako pre mazh([j,]). Jedind vynimka je interval [i, 4], kde predtym ni¢ nebolo. Teraz je tam novy psik,
ktory je novy najvyssi na tomto intervale. Staci teda updatnut tento interval so psikom, ktory prave pribudol.
Vyzeralo by to tak, Ze povodne by na i-tom indexe v intervalac¢i bola hodnota M HJi] (lebo napravo od tejto
pozicie nebol Ziaden psik), a teraz by sme tam ulozili M H[i] + vyskal[i]. 2) Psik je vyssi ako niektoré psiky v
monostacku. To vSak znamend, Ze na niektorych intervaloch sa zvysi maxh([j,7 + 1]) oproti mazh([j,]). My
vsak presne podla pozorovania vieme, ktoré intervaly to si! Ak je psik vyssi ako nejaky prvok v monostacku,

https://ksp.sk/ strana 24 z 32



my presne vieme o kolko, a pre ktory interval bol tento prvok v monostacku obmedzujici. Staci teda kazdu
hodnotu v tomto intervale navysit o rozdiel medzi novym psikom a starym (¢o pomocou lazy intervald¢u hravo
zvlddneme v O(logn)).

Rekapitulacia algoritmu

Udrzujeme si monostack, kde st prave ti psikovia, ktori nemajui ziadneho vécsieho psika napravo pre aktualny
interval: 0 az nejaké i.

Kazdy z tychto psikov je obmedzujicim pre nejaky interval hodnét - to znamend, ze pre Iubovolné ¢islo j
patriace do tohoto intervalu bude mazh([j,i]) = velkost obmedzujiceho psika.

V intervalovom strome si na pozicii p < i pamétdme nasledovné: M H [p| + maxh([p,i]). M H[i] vypoCitame
ako minimum z nejakého intervalu (toho intervalu, ktory sa este zmesti do danej Sirky).

Ak potom chceme posunit 7, tak musime updatnut monostack pridanim nového psika. Tento psik sa stane
novym obmedzujicim psikom pre kazdy interval, ktorého aktualny obmedzujici psik je mensi ako tento.

Druhy s¢itanec (mazh([p,i])) teda pre tieto intervaly lazy updatneme o rozdiel medzi aktudlnym a minulym
obmedzujicim psikom.

Pfuh. Akt ma toto celé casovi zlozitost?

Pre kazdy prvok urobime operéciu zistenie minima z nejakého intervalu na intervalaci, ¢o nés stoji O(logn).

Tiez vsak robime nejaké range update operacie na nasom intervalac¢i. Kolko ich bude?

Jednu musime spravit prave vtedy, ked priddvame nového psika do monostacku a ked odstranujeme nového
psika z monostacku. A kedze kazdého psika mozeme pridat a odstranit len raz, dokopy to spravime najviac 2n
krét, teda nds to celé bude stat O(nlogn).

Myslienka z minula

evvs

s obmedzenou sirkou.

Co ak sme vSak obmedzeni vyskou?

Vzdy vieme spravit rovnaki vec ako minule a bindrne vyhladat sirku, pre ktortu je najnizsi domcek s touto
sirkou nizsi ako obmedzenie.

Teda, vieme jednoducho vyriesit priklad v O(nlognlog H).

To vsak nie je optimalna zlozitost, zavisla iba od n. Ked sa vSak pokusime aplikovat myslienku s generovanim
a utriedenim vSetkych stivislych intervalov (aby sme dostali plny pocet za teoretické), zistime, Ze generovanie
tychto intervalov ndm pévodne trvalo O(n?logn), takZe by sme si novou zrychlenou funkciou vlastne vobec
nepomohli.

My vsak vieme tento postup este stale zrychlit.

Priemerne dobré binarne vyhladavanie

Hlavna myslienka tejto optimalizacie je nasledovna: pri binarnom vyhladéavani je sice optimélne vzdy vyberat
ako pivot prvok “v strede”, ale aj pri vybere rovnomerne ndhodného prvku ako pivota je Casova zlozitost
priemerne logaritmicka.

Ked na utriedenom poli bindrne vyhladdvame, staci, ze vyberieme nahodny prvok a podla neho zahodime
alebo si ponechame zvysné prvky. Nerozdelime vzdy pole na polovicu, ale priemer poc¢tu “zahodenych” prvkov
ostane rovnaky.

Preco nas toto vsak zaujima? My si totiz sivislé tseky psikov nemusime generovat - my si iba mézeme
pamétat, ze existuju.

Pre kazdého psika i si pamétajme nasledovny interval: ak by poschodie s psikom ¢ na zaciatku urcovalo sirku
paneldku, psiky v tomto intervale by mohli byt tie posledné na tomto poschodi.

Pre kazdého psika i si jednoducho paméatdame mnozinu psikov, ktori moézu byt pravou stranou suvislého
useku psikov, ktori urcuje sirku panelaku. Tato mnozina bude suvisly tsek.

A kedZe je tdto mnozina sivisly tisek, mozeme si ju pamétat pomocou dvoch ¢isel - pravého a lavého konca.
Volajme tento interval mnozina pravych (Kubov) koncov.

Ked si takto kompaktne pamétame vsetky stuvislé tiseky, ktoré este mézu urcovat sSirku paneldku, rovnomerne
nahodne 7z nich jeden vyberieme.

Zistime, ¢i je paneldk takejto sirky mozny alebo nie. Pre kazdého psika potom upravime mnozinu pravych
koncov podla vysledku. Mozno na prvy pohlad nie je jasné, ako by sme to mali robit, ale v skuto¢nosti staci
pole psikov prejst pomocou dvoch bezcov. A mézeme opakovat.

Akl mé celé toto casovu zlozitost? Tak funkcia “zisti pre zadanu $irku najnizsiu vysku paneldku” nas
stoji O(nlogn), vybrat rovnomerne ndhodny tsek zvladneme tiez v O(n), a podla vysledku updatnut mnozinu
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pravych koncov pre kazdého psika nds tiez stoji O(n). Dokopy tiito celi procediru budeme volat v priemere

O(log n) krat, ¢o ndm d4 findlnu ¢asovi zlozitost O(nlog? n).

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>

#include <random>

using namespace std;

vector<long long> pref_sums;

long long psum(int 1, int r) {

return pref_sums[r+1] - pref_sums[1];

mt19937_64 mt;
long long mt_range(long long lo, long long hi) { return lo + mt() % (hi - lo + 1); }

struct Intervalac

{
public:
vector<long long> tree;
vector<long long> lazy_update;
int offset;

Intervalac(vector<long long> pole){
int next2 = 1;
while (next2 < pole.size())
{

next2 *=2;

offset = next2;
next2 *=2;

tree.resize(next2);

for (int i = 0; i < pole.size(); i++)
{
tree[i+toffset] = polelil;

for (int i = offset-1; i > 0; i--)
{

tree[i] = min(treel[i*2], treel[i*2+1]);
¥

lazy_update.resize(next2);

long long mr(int 1, int r, int dl, int dr, int vtx) {
if (lazy_updatel[vtx] != 0)
{
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tree[vtx] += lazy_update[vtx];
if (vtx*2 < tree.size())
{
lazy_update[vtx*2] += lazy_update[vtx];
lazy_update [vtx*2+1] += lazy_update[vtx];
}
lazy_update[vtx] = 0;

if (dl <=1 && r <= dr)
{

return treel[vtx];

if (dr <1 r < dl)
{

return 1el7;

int mid = (1+r)/2;

long long out = min(
mr(1,mid,dl,dr,vtx*2),
mr (mid+1,r,dl,dr,vtx*2+1)

);

if (vtx*2 < tree.size())
{

tree[vtx] = min(treel[vtx*2], treel[vtx*2+1]);
}

return out;

long long min_range(int 1, int r) {

return mr(0, offset-1, 1, r, 1);

void ur(int 1, int r, int d1, int dr, int vtx, long long val) {

if (dl <=1 && r <= dr)
{

lazy_update[vtx] += val;

if (lazy_updatel[vtx] != 0)

{
tree[vtx] += lazy_updatel[vtx];
if (vtx*2 < tree.size())
{
lazy_update[vtx*2] += lazy_update[vtx];
lazy_update [vtx*2+1] += lazy_update[vtx];
}
lazy_update[vtx] = 0;
}
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104

105

134

135
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137

138

139

if (dl <=1 && r <= dr)
{

return;

if (dr <1 r < dl)
{

return;

int mid = (1+r)/2;

ur(1l,mid,dl,dr,vtx*2, val);

ur (mid+1,r,dl,dr,vtx*2+1, val);

if (vtx*2 < tree.size())
{

tree[vtx] = min(treel[vtx*2], treel[vtx*2+1]);

void update_range(int 1, int r, long long val) {
ur(0, offset-1, 1, r, 1, val);

long long min_height(vector <pair<long long, long long>> &psiky, long long wid) {
int n = psiky.size();

vector<long long> init(n+1,0);

int 1 = 0; int r = 0;

vector<pair<long long, pair<int,int>>> monostack;
monostack.push_back({0,{0,0}});

Intervalac intervalac = Intervalac(init);

long long curr_wid = 0;

for (int i = 0; i < n; i++)
{

r++;

long long curr_top = psiky[r-1].second;

curr_wid += psiky[r-1].first;

int interval = r;

int x = monostack.size();

for (int g = 0; g < x; gt++)

{
long long porovnavam = monostack.back().first;
if (porovnavam < curr_top)

{

long long diff = curr_top - porovnavam;
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204

intervalac.update_range (monostack.back() .second.first,
< monostack.back() .second.second, diff);
interval = monostack.back().second.first;

monostack.pop_back() ;

} else
{

break;
}

}

monostack.push_back ({curr_top,{interval,r-1}});
monostack.push_back({0,{r,r}});

while (curr_wid > wid)
{
curr_wid-= psiky[1l].first;

1++;

3

intervalac.update_range(r,r, intervalac.min_range(l, r-1));

return intervalac.tree[intervalac.offset+n];

void update_intervals(vector<pair<long long, long long>> &psiky, vector<pair<int,int>> &konce, bool
<~ vacsie, long long sol) {

int n = psiky.size();

int 1 = 0;

bool found = false;

0; i < nj; i++)

for (int i
{
long long wid = psum(1,i);

if (vacsie)

{
if (wid <= sol)
{
konce[l] = {max(konce[l].first, i+1), konce[l].second};
} else
{
while (psum(1l,i) > sol)
{
konce[l] = {max(konce[l].first, i), koncel[l].second};
1++;
}
konce[l] = {max(konce[l].first, i+1), konce[l].second};
}

if (i == n-1)

{
while (1 < i)
{

1++;

)
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205

206

207

208

konce[l] = {konce[l].second, konce[l].second};

}
}
} else
{
if (found)
{
while (psum(l,i) >= sol)
{
konce[l] = {konce[l].first, min(i, konce[l].second)};
1++;
¥
} else
{
while (true)
{
long long widd = psum(l,i);
if (widd == sol)
{
found = true;
break;
} else if (widd > sol)
{
konce[1l] = {konce[l].first, min(i, konce[l].second)};
1++;
} else
{
break;
}
}
}
¥

int main() {
int n; cin >> n;
string typ; cin >> typ;
long long obmedzenie; cin >> obmedzenie;
vector <pair<long long, long long>> psiky(n);

for (int i = 0; i < n; i++)

{
cin >> psikyl[i].first;
cin >> psiky[i].second;
}
if (typ == "sirka")
{
cout << min_height(psiky, obmedzenie) << endl;
return O;
}
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pref_sums.resize(n+1,0);
long long mini = O;
for (int i = 0; i < n; i++)
{
pref_sums[i+1] = pref_sums[i]+psiky[i].first;

mini = max(mini, psiky[i].first);

vector<pair<int,int>> jakub_konce(n);

for (int i = 0; i < n; i++)
{
jakub_konce[i]l = {i,n};

update_intervals(psiky, jakub_konce,true, mini-1);
vector<int> pmoz(n,0);
while (true)
{
long long moznosti = 0;

pmoz.resize(n,0);

for (int i = 0; i < n; i++)

{
pmoz[i] = jakub_koncel[i].second - jakub_konce[i]
if (pmoz[il < 0)
{
pmoz[i] = 0;
}
moznosti += pmoz[i];
}
if (moznosti == 1)
{
break;
}

long long nahodna = mt_range(0,moznosti-1);

long long wid = O;

for (int i = 0; i < n; i++)

{
if (nahodna - pmoz[i] < 0)
{
wid = psum(i,jakub_konce[i].first+nahodna) ;
break;
}
nahodna -= pmoz[i];
¥

long long sol = min_height(psiky, wid);

first;
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if (sol > obmedzenie)

{

update_intervals(psiky, jakub_konce, true, wid);
} else
{

update_intervals(psiky, jakub_konce, false, wid);
¥

for (int i = 0; i < n; i++)

{
if (pmozl[il)
{
cout << psum(i,jakub_koncel[i].first) << endl;
return 0;
¥
}
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