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KoreSpondenény seminar z programovania

000 42. roénik, 2024/25
Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Miynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové rieSenia 1. kola zimnej Casti

Vladaso
1. Hldpa intergalaticka postal! (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako najjednoduchsie riesenie je si sittaciu odsimulovat. Spravit si pole [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 0]
a pamétat si poziciu, na ktorej sa nachddzame. Tuto poziciu menime a pre kazdé ¢islo v pin-e si pomocou cyklu
cez pole zistime, ktora strana je blizSie a na t0 stranu sa vydame. Pri takomto pocitani nemézeme zabudnif,
Ze pole je ako keby tvaru kruhu a preto musime myslief na pozicie na krajoch (1 -> 0 a 0 -> 1). Toto vSak nie
je uplne najlepsie riesenie.

Problém si chceme simulovat, ale nechceme manuélne pohybovat ukazovatkom. Vlastne, z kazdého bodu
mame dve cesty kadial sa vieme vybrat. Bud dolava alebo doprava. Minimum pohybov potrebnych na napisanie
pinu dostaneme vtedy, ked si vzdy vyberieme tu kratsiu cestu. Este vSak treba vymysliet logiku za tym, kolko
krokov potrebujeme na to, aby sme sa dostali na cislo z nejakej pozicie.

Stéle si potrebujeme pamétat nasu poziciu, no nejdeme krok po kroku, ale vypocitame si pocet krokov, ktoré
potrebujeme. V nasom cykle poziciu potom vzdy updatujeme iba na miesto, kam sa chceme presuntt.

Treba si uvedomit Ze k po¢tu krokov mézeme ihned pripoditat dizku pin kédu, kedZe urcite budeme musiet
kazdé cislo stlacit.

Ak sa chceme dostat z ¢isla 5 na 6 alebo 6 na 5 je to vlastne abs(6 — 5) alebo abs(5 — 6), ¢o je rovnaké
¢islo. Musime vsak ratat aj s tym, ze cesta druhou stranou vie niekedy byt rychlejsia. Cestu druhou stranou
dostaneme ked od celkového poctu policok odéitame vzdialenost, ktori by sme presli ak by sme nepouzili cestu
z 1 na 0. Teda pre nés je to 10 — abs(5 — 6), ¢o ndm da vysledok 9, ¢o je naozaj pocet krokov, keby putujeme
druhou stranou. Vzorec na vypocet najkratsej vzdialenosti z pozicie ¢ na poziciu x bude teda vyzerat takto:
min(abs(z — i), 10 — abs(z — 7))

Mensiu z tychto dvoch moznosti (ist dolava alebo doprava) pripoc¢itame k poétu krokov a opakujeme pre
vSetky cisla v pin-e. Ked prejdeme vsetkymi ¢islami v pin-e, vypiseme celkovy pocet krokov.

Listing programu (Python)

def main():
code = input()
res = 0
prev = 1
res += len(code) # pridame pocet znakov, kedze aj zadat znak stoji 1
for ¢ in code:
num = int(c)
if num == O:
num = 10 # toto aby O bola ako keby na desiatej pozicii
# pridame minimalnu vzdialenost medzt ctislamt
res += min(abs(num - prev), 10 - abs(num - prev)) # 10-abs(num-prev) je wvzdialenost ak
— pouzijeme cyklus
prev = num # aktualizujeme nasu pPoziciy
print(res)
if __name__ == "__main__":

main() # je dobre pouzit main, python potom bezi rychlejsie

Listing programu (C++)
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#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int main(){
ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);
string code;
cin >> code;
long long res = 0;
int prev = 1;
rest+=code.size(); // pridame pocet znakov, kedze aj zadat znak stoji 1
for(char c : code){
int num = ¢ - '0'; // prevedieme znak na cislo
if (num == 0){
num = 10; // toto aby 0 bola ako keby na desiatej pozicii
}
res += min(abs(num-prev), 10-abs(num-prev)); // pridame minimalnu vzdialenost medzi cislami
//10-abs (num-prev) je vzdialenost ak pouzijeme cyklus

prev = num; // aktualizujeme nasu poziciu

}
std::cout << res << std::endl; //vypiseme wvysledok a newline!!
}
Gardener
2. Vladkova hra (max. 12 b za popis, 8 b za program)
Simulacia

Priamociarym rieSenim by mohlo byt si Vladkove hranie odsimulovat. Prechadzat po poli¢kach zlava doprava,
vzdy zmenit stav plosinky a po postaveni sa na policko bez plosinky, vratit sa na zaciatok. Pocas tohto si budeme
pocitat, kolko krokov sme spravili. Toto budeme opakovat dovtedy, kym sa Vladko nedostane na koniec.

Toto riesenie funguje, avsak je pomerne pomalé.

Potrebujeme to simulovat?

Sktusme sa pozrief na niektoré hry. Ak Vladkov level zacina v stave 0 0 O, po prvom prejdeni skonéi v
stave 1 0 O, potom0 1 0,1 10,00 1,10 1,0 1 1askonéiv1 1 1. Vladko tento level dokoné¢i po 7-ich
pokusoch.

Mbobzeme si vS§imnuf, ze ak by sme level mali nakresleny opacne, tak postupnost 0 0 0,0 0 1,0 1 O.. vyzera
presne ako postupnost binarnych éisiel od 0 do 7. Teraz si potrebujeme uvedomit, ze kazdy level, ktory sa sklada
iba z policok bez plosiniek sa sprava rovnako, a teda ho vieme reprezentovat ako postupnost binarnych ¢isiel
od 0 po z. Nésledne potrebujeme zistit, aké je to x pre dany pocet policok. Ak mame v leveli n policok, aké
najvacsie bindrne ¢islo v iom vieme zobrazit? To bude n jednotiek. Ak n bindrnych jednotiek chceme premenit
na ¢islo v desiatkovej stistave, dostaneme 20 + 2 + - .. 4+ 2771 Alternativne, vieme, ze ak méme n bindrnych
jednotiek, tak ¢islo o jedna vécsie bude jednotka a m nul, ¢ize 2™ v desiatkovej stistave. Potom nase pévodné
¢islo bude 2™ — 1.

Co ale, ak neza¢iname so samymi nulami? Vtedy mézeme podiatoény stav vyjadreny ako bindrne &slo
odpocitat od celkového poc¢tu pokusov, keby vsetky policka boli nulové.

Alternativne moZeme pociatoény stav ako bindrne ¢islo znegovat (0 1 0->1 0 1) a premenit do desiatkovej
ststavy, ¢im dostaneme pocet pokusov.

Casova aj pamitova zlozitost takéhoto riesenia je O(n). Technicky si nemusime pamitat cely vstup, ale
spracovavat ho postupne, vtedy by sme vedeli dostat pamétovi zlozitost aj O(1).

Listing programu (Python)
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n = int(input())
states = list(map(bool, map(int, input().split())))

flips = 0
for i, s in enumerate(states):
if not s:

flips += 2*xi

print (f1lips)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

using 11 = long long;

int main(){
int n;
cin >> n;
11 helper = 0;
11 power = 1;

char c;

for (dint i = 0; i < n; i++){
cin >> c;
helper += power*(c - '0');

power *= 2;

cout << (power - helper - 1) << "\n";

Mato
3. Intraplanetarne cizmy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ak sa nachadzame na pozicii = a vieme prejst este d, vieme sa dostat na vSetky pozicie az do x +d. Spomedzi
¢iziem na tychto poziciach si tak chceme vybraf nejaké ¢izmy, ktoré nas dovedu k optiméalnej odpovedi.

Intuitivne ddva zmysel, Ze to budua také ¢izmy i, ze ich A; + B; je najvacsie spomedzi vsetkych dostupnych
¢iziem. Uvazujme ale, ze by sme tieto ¢izmy nezobrali a zobrali nejaké iné ¢izmy j. V nésledujicom kroku by
sme mali na vyber z ¢iziem z nejakej podmnoziny tych, ku ktorym sme sa vedeli dostat pomocou ciziem 1,
pretoze by sme sa mohli dostat na vSetky ¢izmy, okrem tjch, ktoré si na ceste na pozicidch x + A; + B; +1 az
x + A; + B;. (pre kazdé j musi platit, ze A; + B; < A; + B;, kedze A; + B; je maximélne).

KedZze teraz vieme, ze mame na vyber stile iba z podmnoziny ¢iziem dosiahnutelnych z i, ak zoberieme
¢izmy i, vieme, ze vyber ¢iziem v dalSom kroku bude najvacsi mozny. Z toho vypliva, ze po k krokoch budeme
vzdy najdalej ako sa d&, pretoze stdle robime najvacsi krok, ktory nam aj ako sme si ukazali, najviac zvacsi
vyber. To nam zaruci, ze d6jdeme na koniec cesty v najmensom pocte krokov, ak je to mozné. Ak to mozné nie
je, zistime to tak, ze z aktudlnych ¢iziem sa uz nie je mozné dostat do inych ¢iziem, ktorymi vieme dojst dalej
a nie je mozné sa s nimi dostat ani do ciela.

Prvé rieSenie

Popisany postup moézeme simulovat a dostaneme sa k nejakému rieseniu. Z kazdej pozicie, kde sme si obuli
nové ¢izmy sa pozrieme na ¢izmy v dosiahnutelnej vzdialenosti vpravo. Spomedzi tychto ¢iziem nésledne vybe-
rieme také, ktorymi sa dostaneme najdalej a tento proces opakujeme, az dokym neddjdeme na koniec cesty.
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Casova zlozitost

Aj ked tento algoritmus mozno na prvy pohlad vyzera, ako O(n?), vieme dokézatf, Ze na ziadne ¢izmy sa
nepozrieme viac ako dvakrat. Ak sa pozerame na Cizmy i, prezrieme vsetky ¢izmy na tseku A; az po A; + B;.
Z tychto vyberieme najlepsie ¢izmy j. Nésledne sa pozrieme na vSetky ¢izmy na tseku od A; az po A; + B;.
Druhykrat sa pocas toho pozrieme na ¢izmy na tseku od A; po A; + B;. Nikdy sa ale nepozrieme na tieto
¢izmy tretikrat, pretoze na tomto tsek uz nemézu byt Ziadne lepSie ¢izmy (s ktorymi by sme sa dostali dalej
ako A; + Bj), pretoze inak by sme ich zobrali namiesto j. Teda nutne vyberieme nejaké, ¢o sa nachddzaju az
za A; + B;. Toto plati pre kazda dvojicu po sebe iducich vybratych ¢iziem a teda na vSetky tseky na ktoré sa
pozrieme druhykrat sa nepozrieme uz tretikrat.

Z toho uz vyplyva, Ze ¢asova zloZitost je O(2n) = O(n), kedZe ¢izmy si uZ na vstupe zoradené. Pamétova
zlozitost je tiez O(n).

Druhé riesenie

Existuje aj iné, rovnako efektivne riesenie s lahsou analyzou ¢asovej zlozitosti. Mozeme si vsimnuft, ze zauji-
majt nas iba také ¢izmy i, Ze A; + B; > A;j + B; pre vietky i > j. Cizmy tak staci postupne prejst a zapamitat
si iba tie pre ktoré plati spomenutd podmienka. Overovat vsetky j nie je treba, pretoze posledné zapaméatané
¢izmy budu stéle tie s najvacsim dosahom a tak staci podmienku skontrolovat pre nich.

Nésledne postupne prejdeme novo vytvoreny zoznam a stile ked mame ¢izmy ¢, zoberieme posledné zapa-
métané ¢izmy j, ktore su za 4, a ktorych A; < A; + B;. Tymi sa uz dostaneme najdalej ako je to mozné zo
vSetkych dosiahnutelnych c¢iziem od ¢iziem i. Toto opakujeme podobne ako v prvom rieseni. Druhé riesenie
je teda velmi podobné tomu prvému, akurdt odstranime nejaké ¢izmy, aby sme sa v druhom cykle pozreli na
vietky ostavajice ¢izmy iba raz. Casova aj pamitova zlozitost je rovnaké ako pri prvom rieseni.

Listing programu (Python)

[N, D, B] = map(int, input().split())
a, b, = [0] x (N + 1), [0] * (N + 1)
al0]l =0
b[0] =B
for i in range(N):
[ali + 1], bli + 1]1] = map(int, input().split())

last, ans = 0, O
while a[last] + b[last] < D:
best = last
for i in range(last + 1, N + 1):
if af[i] > a[last] + b[last]:

break
if a[i] + b[i] > a[best] + b[best]:
best = i

if best == last:

break
ans += 1
last = best

print (ans)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;

using 11 = long long;

int prsum(pair<int, int> pr) {
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return pr.first + pr.second;

int main() {
cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

int N, D, B;

cin >> N >> D >> B;
vector<pair<int, int>> a(N + 1);
alol = {0, B};

for (int i = 1; i <= N; i++) {

cin >> al[i].first >> al[i].second;

int last = 0, ans = O;
while (prsum(allast]) < D) {
int best = last;
for (int i = last + 1; i <= N && a[i].first <= prsum(a[last]); i++) {
if (prsum(al[il) > prsum(albest])) {

best = i;

}

}

if (best == last) {
ans = —-1;
break;

}

ans++;

last = best;

}
cout << ans << endl;
}
Andrej Lackovié¢
4. Existencna kriza (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Pokial pri podilohe nie je uvedené inak, tak si vstupy oznac¢ime postupne a, b, c, ...

a. nula

Na to, aby sme zavolali Zero bez vstupov, vyuzijeme Kompozitor a Repeater.

Kompozitor vyzaduje aspon dva bloky, z ¢oho vyplyva, Ze final blok dostane vzdy aspon jeden vstup.
Kompozitor tak vieme vyuzit na eliminovanie poc¢tu vstupov na jeden.

Teraz sa pozrieme na Repeater - ako prvy vstup berie pocet opakovani a ostatné vstupy st volitelné. Ked
Repeater zavolame s jednym vstupom, tak init nedostane ziadny vstup, ¢ize ako init vieme dat Zero. Uz len
si potrebujeme tito hodnotu udrzat, a tak step musi vzdy vrétit priebeznii hodnotu. Na to uz len pouzijeme
Selektor.

Repeater Zero

Kompozitor
Start L, Selektor

Bloky + [ Selektor [}

b. +3

Pouzijeme vnorené Kompozitory, aby sme postupne 3x zavolali Increment na vstupe.
Skuste si uvedomit, ze pomocou podilohy a. takto vieme vyrobit Tubovolni nezdporni konstantu s Tubovol-
nym poctom vstupov.
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Kompozitor |, Selektor

Kompozitor
Kompozitor Bloky <+ Incrementor
Start
Bloky + Incrementor

Bloky + Incrementor

c. nasobenie

Nésobenie spravime pomocou postupného s¢itania (to je vysvetlené v tutoriali). Pomocou Repeatera budeme
volat scitavanie, ktoré zoberie predchéddzajicu hodnotu a druhy vstup Repeatera.

A ¢o bude pociatoéna hodnota Repeatera? Takymto sposobom a kréat pripocitame b, ¢ize zaciatotna hodnota
musi byt 0. Na to mozeme vyuzit nulu z podilohy a.

Repeater Zero
Repeater
Selektor 3
Kompozitor
Bloky + = Selektor [E)

Selektor

Repeater [ Selektor

2] Kompozitor Incrementor
Bloky + Selektor [E)

d. decrement

Trik spociva v tom, ze Repeater pocita iteracie od 0 po n — 1. Pouzijeme Repeater s poc¢iato¢nou hodnotou
0 (Specidlny pripad) a step vrati ¢islo iterdcie.

Repeater Zero

Start
Selektor ()

e. odcitanie

Odcitanie spravime podobne ako scCitanie, ale pouzijeme decrement namiesto Incrementora a vymenime
poradie vstupov pomocou Kompozitora, aby sme sme od¢citali b ¢islo od a.

Repeater | Selektor

Kompozitor Kompozitor
Bloky + Selektor [E)
Bloky + = [ Selektor £3
Selektor [}

f. umocnovanie

Obdobne ako sme pri nasobeni pouzili s¢itanie, teraz pouzijeme nasobenie. AvSak tento krat pociatocéna
hodnota bude 1 (keby sme nechali 0, tak vysledok bude vzdy 0), ¢ize pouZzijeme pozorovanie z podilohy b.
Nakoniec este musime vymenit poradie vstupov, aby sme b krat vynéasobili a a nie naopak.
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Kompozitor Incrementor

Repeater Repeater Zero
Selektor

Bloky +

Kompozitor '
Kompozitor

Bloky + = Selektor

Selektor
Selektor
Selektor )

g. sign

Potrebujeme vratit 0, ak je vstup 0, inak vratit 1. Na to pouzijeme Repeater - ak a = 0, tak Repeater vrati
pociato¢nit hodnotu cyklu, ktord nastavime na 0. Ak a > 0, tak Repeater by mal Repeater vratit 1 - na to
vieme opét pouzit pozorovanie z podilohy b.

Repeater Zero
Kompozitor . Incrementor
Repeater Zero
Kompozitor
Bloky + Selektor [£3
Bloky + Selektor 3

h. >=

a — b ndm vrati 0 ak a < b, v opacnom pripade vrati kladné ¢islo. My ale chceme vratit iba 0 alebo 1 a na
to vieme pouzit sign z podilohy g. Takto dostaneme 0 ak a < b a v opacnom pripade 1.

Ak chceme dostat 0 ak a < b a v opa¢nom pripade 1, musime rovnost posunitf. Zvic¢Senim a o jedna,
dostaneme a + 1 — b, ktoré vrati 0 ak a < b a inak vréti 1 (po pouziti sign).

Skuste si uvedomit, ze podobnym spdsobom vieme vytvorit aj funkcie <, <= a >.

Kompozitor | sign

Kompozitor
Bloky +

Start Kompozitor Incrementor

Bloky + -
Bloky + Selektor [

Selektor

i. if
Oznadme si vstupy postupne ¢ (condition), i (if) a e (else).
Zacnime tym, Ze si definujeme funkciu ! , ktord zneguje svoj jediny vstup - ak je 0, tak vrati 1, inak vrati
0. Mo6zeme si vSimnif, Ze je to vlastne sign, len s vymenenymi konstantami - init bude 1 a step bude 0.
Teraz, ked uz vieme znegovat ¢, moézeme si skusif tlohu vyjadrif matematicky:

v=laxc+bxc

Ak ¢ =0, tak v = b, inak v = a, ¢o je to, Co mame urobit. A to uz vieme urobit pomocou predchadzajucich
podiloh a vnorenych Kompozitorov.
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Kompozitor
Kompozitor
Kompozitor
Bloky + Selektor &)
Selektor

Bloky + - Bloky + -

Kompozitor

Bloky + = [ Selektor [{}

Selektor

Kompozitor Incrementor

Repeater
Bloky <+
Repeater Zero

Kompozitor
Selektor

Bloky + Selektor

j- min
Této poduloha sa velmi podobé na podiulohu i, az na to, ze nemame c na vstupe. c si vieme ziskat pomocou

podilohy h. Cize ndm staéi pomocou Kompozitora a pretransformovat vstup pre program z podilohy i.
Skuste si uvedomit, ze max vieme vytvorit pouzitim <= z podilohy h.

Kompozitor
Kompozitor
Kompozitor
Bloky + Selektor &)
Selektor

Bloky + - Bloky + -

Kompozitor

Kompozitor
Bloky + = [ Selektor [}
Selektor [E)

Selektor
Selektor

Kompozitor Incrementor

Repeater
Bloky +
Repeater Zero

Kompozitor
Selektor

Bloky + Selektor

k. bonus

Pre detaily ohladom riesenie povodnej dlohy si pozrite vzordk prvej tilohy.
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Najskor si definujme konstanty 10 a 1 s jednym vstupom:
Kompozitor Incrementor
Repeater Zero

Bloky <+
. Selektor 3

Kompozitor |, Selektor

, Kompozitor
. Kompozitor Bloky + Incrementor
Kompozitor
Kompozitor Bloky + Incrementor
Bloky + Incrementor

Bloky <+ Incrementor

Kompozitor

Bloky + =

Dalej si potrebujeme vyrobit funkciu dist s dvoma vstupmi a a b, ktora vypoéita vzdialenost dvoch pozicif
(vstupov) + 1 (kliknutie).

Vzdialenost dvoch pozicii je min(10 — abs(a — b), abs(a — b))

Vieme spravit vSetko, okrem abs. My ale abs nepotrebujeme, sta¢i nam vzdy odc¢itavat mensie ¢islo od
vécsieho, ¢o vieme spravit ako: max(a,b) — min(a,b). Tito funkciu si pomenujme dist_help.

Pocitanie vzdialenosti tak vyzera nasledovne:

Kompozitor

Kompozitor

Kompozitor

Kompozitor 10

Bloky + = Bloky + = Bloky + =

dist Bloky + Selektor ()
dist_help
dist_help
Kompozitor

Bloky <+ Selektor

Kompozitor

dist_help Bloky + =

Ked uz vieme vypocitat vzdialenost dvoch pozicii, uz len potrebujeme dostat findlny vysledok. To vieme
tak, Ze postupne sé¢itame medzivysledky:

dist(1, a) + dist(a, b) + dist(b, ¢) + dist(c, d)

Takto dostaneme koneény vysledok (1 je pociatoénd pozicia, ako je definované v zadani):
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Kompozitor

Kompozitor
Kompozitor

Kompozitor
Bloky + = Bloky + =

Bloky + Selektor
Selektor
Kompozitor
Bloky + - Selektor
Selektor
Kompozitor
Kompozitor
Bloky + = Bloky + = Selektor
Selektor
Kompozitor
Bloky + = [ Selektor
Selektor
Strizo
5. Zasifrovavat budeme (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Bruteforce

Prvé ¢o nam napadne je, ze vSak podme si to odsimulovat a tym padom na konci len vypiseme k-te pismenko
z nasho vysledneho stringu. Toto rieSenia ma ¢asovi zlozitost O(D™) kde D je, ze kolko najviac pismenok sa
vie stat z jedného pismenka, a N je pocet “zdmien” ktoré mame spravit. Pamétova zlozitost je O(DY), kedze
az po takto velky nas vysledok vie narast.

Nieco lepsie

Dalej si mézeme v&imnit, ze my si nemusime odsimulovavat vzdy cely string, ale mézme ist postupne po
pismenkach. Cize namiesto toho, aby sme z “abc” si vyvorili “aakfhjioufdljfskmdklmdscdk”, sa mézme pozriet
iba na prvé pismenko, a na prvé pismenko ¢o nam vznikne z tohto pismenka. Tymto pddom nam vznikne nieco
ako strom kde kazdy vrchol je pismenko a z neho vedd hrany k pismenkam ktoré z neho moézu vznikniit. Tento
sposob nam ale dovoluje aby sme zastali v generovani vtedy ked sa dostaneme na k-tu poziciu a tym padom
nemusime generovat cely vysledny string. A aki to mé casovi zlozitost? TakZe je ndm jasné, Ze ak by sme
sa pytali na posledné pismenko zo stringu, tak by sme ho museli vygenerovat cely, a teda worst-case by bola
O(DY), ale kedZe vieme prerusit generovanie ked ddjdeme k nasmu k-temu prvku, tak ¢asova zlozitost bude
O(min(K, D)), ¢o ked si véimneme obmedzenia by ndm malo vediet prejst prvymi troma sadami. A pamétova
zlozitost sa d& optimalizovat na O(K D), kedZe si musime pamétat ku kazdému pismenku za ¢o ho zamietiame
a potom uz len nejaky zasobnik velkosti &né& aby sme sa vedeli hybat po nasom strome.

Zaujimava myslienka
My ale v skutoc¢nosti nepotrebujeme vediet, aké boli tie pismenka pred nasim k-ckom. To znamend ze ak

najdeme rozumny sposob ako povedat, ze kolko pismenok vznikne z tohto nasho za J vnoreni, potom vieme
povedat, ¢i sa nam ho oplati tiplne preskocit, alebo je nase riesenie v iom a teda ho pojdeme generovat

Optimalne rieSenie
Cize Co sa snazime zistit je, ze pre kazdé pismenko, kolko sa z neho stane po J vnoreniach. Znie povedome?
Ano, vytvorili sme si podproblémy, ktoré na seba rozumne nadvéizuji. Je ndm totiz jasné, ze ked viem pre kazdé
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pismenko kolko z neho vznikne inych po J opakovaniach, tak potom ked chcem to isté vediet pre niektoré moje
pismenko po J+ 1 opakovaniach, tak sa mi len stac¢i pozriet na aké vsetky sa zmeni po jednej premene a spocitat
hodnoty tych, na ktoré by sa premenila, ktoré maji po J opakovaniach. A ked uz vSetky tieto informacie mam,
tak potom viem postupne prechadzat cez ivodny string, a ak moje K-te pismenko sa vytvori z toho pismenka,
na ktoré sa pozerdm, tak si ho rozlozim a znova sa pozriem, ¢i sa moje k-te pismenko nachidza pod prvym
alebo druhym atd. To, pod ktorym pismenkom sa nachadza moje, viem povvedat tak, ze ak mam spocitané,
kolko mi daji vSetky pismenké pred nim, tak ak to pismenko, na ktorom som + tie, ktoré som uz presiel, je
vacsia alebo rovné ako K tak vtedy sa k vytvori z tohto m6jho pismenka, kedze je ndm jasné, Ze suma tych pred
tymto mojim je menej ako K, inak by sme sa zastavili na nejakom predchadzajiicom pismenku. Toto rieSenie ma
¢asovu zlozitost O(Dy ), kedZe generujeme tak velkd stctovi tabulku a ndjdenie vysledku je taktiez najhorsie
O(Dy), kedZe by sme N krat mohli prejst cez cely string ¢o vytvarame z daného pismenka ktory je maximéalne
D. A pamétova zlozitost je taktiez O(DN), kedZe tito stctovi tabulku si musime pamétat.

Listing programu (Python)

povodny_string = input()
pocet_vnoreni, kolkate_chcem = [int(i) for i in input().split()]
poctova_matica = [[0] * 26 for i in range(pocet_vnoreni)]

1

pismenk_matica
preskocene = 0O
kolkate_pismenko = -1

possible = False

# vytvorentie st tabulky ma co sa mi ment kazde pismeno
for i in range(26):
pis = input()
if pis == "#":
pismenk_matica.append("")
else:
pismenk_matica.append(pis)
# nahodenie to rovno aj do prveho riadku suctovej tabulky

poctova_matica[0] [i] = len(pismenk_maticali])

# vytvorenie suctovej tabulky
for i in range(l, pocet_vnoreni):
for j in range(26):
poctova_maticali] [j] = sum(

[poctova_maticali - 1] [ord(ch) - ord("a")] for ch in pismenk_maticalj]]

# prejdente cez prve slovo

i=-1
for j in range(len(povodny_string)):
if (
preskocene + poctova_maticali] [ord(povodny_string[jl) - ord("a")]
< kolkate_chcem
or pismenk_maticalord(povodny_string[j]) - ord("a")] == ""
):
preskocene += poctova_matical[i] [ord(povodny_string[j]) - ord("a")]
else:

# ak sme naslt pismenko, ktore chceme tak nastavime, ze je to mozne a zapiseme si ktore
— pismenko to je

possible = True

kolkate_pismenko = ord(povodny_string[j]) - ord("a")
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break

if possible:

# prejdenie az na poslednu vrstvu

=0
while (
preskocene

< kolkate_chcem

]
!

# zapiseme st ktore pismenko to je

print (kolkate_pismenko)

else:

print ("Neexistuje")

for i in range(pocet_vnoreni - 2, -1, -1):

# dokym nenajdeme pismenko z ktoreho vznikne nase k-te pismenko

+ poctova_maticali] [ord(pismenk_matica[kolkate_pismenko] [j]) - ord("a")]

or pismenk_maticalkolkate_pismenko] == ""

preskocene += poctova_maticali] [

ord(pismenk_maticalkolkate_pismenko] [j]1) - ord("a"

kolkate_pismenko = ord(pismenk_matical[kolkate_pismenko] [j]) - ord("a")

# z poslednej vrstvy urcenie finalneho pismenka

kolkate_pismenko = pismenk_maticalkolkate_pismenko] [kolkate_chcem - preskocene - 1]

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>

using namespace std;

struct nefinalne_pismenko{
long long kolko_este;
char pismenko;

};

int main(){

string slovo;

cin >> slovo;

long long n,k;

cin >> n >> k;

vector<string> rules(26);

for(long long i = 0; i < 26; i++){
cin >> rules[i];
if (rules[i] == "#"){
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rules[i] = "";

vector<vector<long long>> lengths(26);
for(long long i = 0; i < 26; i++){
lengths[i] .push_back(1);

for(long long i = 1; i <= n; i++){
for(long long j = 0; j < 26; j++){
string change = rules[j];
long long result = 0;
for(long long k = 0; k < change.length(); k++){
result += lengths[change[k]-'a'][i-1];
}
lengths[j].push_back(result);

vector<nefinalne_pismenko> stack;

for(long long i = slovo.length()-1; i >= 0; i—-){
nefinalne_pismenko nove;
nove.pismenko = slovo[i];
nove.kolko_este = n;

stack.push_back(nove) ;

long long este_zjest = k-1;

while (true){

if (stack.empty()){
cout << "Neexistuje" << endl;

break;

nefinalne_pismenko dalsie = stack[stack.size()-1];

long long velkost_dalsieho = lengths[dalsie.pismenko-'a'][dalsie.kolko_este];

if (velkost_dalsieho <= este_zjest){
stack.pop_back() ;
este_zjest -= velkost_dalsieho;
Yelse{
if (dalsie.kolko_este == 0){
cout << dalsie.pismenko << endl;
break;
}
stack.pop_back() ;
long long new_depth = dalsie.kolko_este-1;
string replacing_string = rules[dalsie.pismenko-'a'];
for(long long i = replacing_string.length()-1; i >= 0; i--){

nefinalne_pismenko nahrada;
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nahrada.pismenko = replacing_string[i];
nahrada.kolko_este = new_depth;
stack.push_back(nahrada) ;
}
}
}
}
Viktor
6. Diskrétny Banket (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zadratované riesenie

Najprv sa pozrime na veliciny, ktoré v ilohe vystupuji. VsSimnime si, ze otazok je sice vela, ale ¢isla v
nich budt pomerne malé. Vyzera to teda, ze optimalne bude vysledky pre ¢isla pocitat dopredu, respektive ich
vypocitat, ked ich potrebujeme, a odvtedy si ich uz pamétat. Moznych otazok je totiz pomerne malo... V prvej
sade dokonca plati, ze ziadne ¢isla nie st zakazané - teda v tejto sade bude odpoved na dané ¢islo zakazdym
rovnaka. Prvi sadu teda vieme jednoducho zriesit tak, Ze najprv si nejakym lubovolne pomalym rieSenim
vygenerujeme odpovede pre prvych 42 ¢isel, a potom len napiseme program, ktory podla ¢isla na vstupe zvoli
spravnu odpoved. Problémom bude, ked sa v neskorsich sadach objavia aj zakdzané ¢isla. Vtedy totiz taka ista
otédzka moze mat rozne odpovede, v zavislosti od toho, ktoré &isla st zakazané.. Casové zlozitost je 0(1), a
pamétovd zlozitost je O(a).

Bruteforce

Mohli by sme pre kazdé cislo na vstupe vygenerovat vsetky mozné podpostupnosti 2,3,4...a a pre kazdua
otestovaft, ¢i Spiﬁa vSetky zadané podmienky. Tychto podpostupnosti je radovo 2¢. Kazdd z nich musime otes-
tovat - ako to spravit pomerne rychlo? Najprv overime, ¢i naozaj skdkanim z posledného ¢isla skon¢ime na 1.
To vieme overit jedinym prechodom - prejdeme postupnost od konca, a vzdy, ked narazime na ¢islo, na ktorom
teraz sme, pozrieme sa na jeho index a ten si odteraz pamétame. Pokial pred dorazenim na 1 nenajdeme v
zozname nejaké cislo, ktoré sme dostali, vieme, ze postupnost nevyhovuje. Popri tom eSte musime kontrolovat,
¢i neprechddzame cez zakazané ¢islo. Prvotny napad je zakazdym prezriet cely zoznam zakazanych ¢isel, ¢i sa
v nom to nase nenachadza. Sta¢i nam ale pouzit techniku dvoch bezcov: kedze zakizany zoznam je zoradeny, a
¢isla, ktorych pritomnost v iom kontrolujeme, sa vzdy znizujud, stac¢i nam pamétat si poziciu medzi zakazanymi
¢islami, teda “medzeru”, do ktorej by momentalne ¢islo patrilo. Na zaciatku bude na konci, a posunieme ju
blizsie k zaciatku vzdy, ked kontrolujeme cislo, ktoré je pod spodnym okrajom tejto medzery. Takto toto miesto
posuvame iba na zaciatok, a teda pocas celého kontrolovania postupnosti prejdeme jeho r prvkov najviac raz.
Teda okontrolovat postupnost méa zlozitost O(r + a). V kazdej z k otdzok ale testujeme 2% postupnosti, teda
celkova zlozitost algoritmu je O(k * 2% x (r 4+ a)). Pamétova zlozitost je O(r + a), lebo si pamétame postupnost
dizky az a — 1, a r zakdzanych &sel.

Optimalne rieSenie

Poméze nam dynamické programovanie. Budeme si pamétat pre vsetky dvojice a,n pocet postupnosti kon-
Ciacich na a, ktoré maja prave n prvkov (n >= 2). Zakazdym, ked pride otdzka, s¢itame pocty pre dané a pre
vsetky mozné dizky n, ak ich uz poznéme. Ak este nie, postupne budeme poéitat tieto hodnoty pre najnizsie
nevypocitané a, az kym sa k otdzke nedostaneme.

Dobre teda, ale ako vypocitame odpoved pre dvojicu a,n? Vyuzijeme pri tom, samozrejme, odpovede pre
nizsie a. Majme teda postupnost konc¢iacu na a diiky $n%. Hned vieme, aky bude prvy krok pri skdkani po tejto
postupnosti. Kedze a je na pozicii n, sko¢ime na ¢islo n. Na akej pozicii moze byt toto n? Na akejkolvek od 1
po n — 1. Prejdime vsetkymi a pre kazda vypocitajme, kolko takych postupnosti existuje. Ozna¢me poziciu, na
ktorej je n, ako s. Uvedomme si, Ze prvych s ¢isel, az po ¢islo n, bude tiez vyhovujicou postupnostou (za¢neme
na jej konci a doskdceme na jednotku). Teda takychto postupnosti je uz vypoditané mnozstvo - dvojica n, s.
Ale ¢o pozicie po tej s-tej? Po ziadnom z jej ¢isel nikdy nebudeme skakat, teda moézu to byt uplne Tubovolné
¢isla medzi n a a. Teda predpocitani dvojicu n,s vynasobime kombina¢nym c¢islom ¢ —n — 1 nad n — s — 1.
Kombinacné ¢isla si tiez predpocitame - zakazdym, ked potrebujeme nové, sc¢itavame tie pred nim, vyuzivajic
vztah (a — Inadb) + (a — lnadb — 1) = (anadb).
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Este jeden detail ndm chyba - zakdzané ¢isla. Jednoducho, vzdy ked pocitame pocet postupnosti pre dvojicu
a,n, tak ak ndhodou a je zakdzané, namiesto pocitania hned vratime nulu. Na rozdiel od minulého riesenia,
tentokrat sa cisla, na ktorych zakazanie sa pytame, zvysuju, tak pouzijeme rovnakid techniku, ako minule, len
sa polom zakazanych c¢isel hybeme od zaciatku po koniec.

AKk4 je teda zlozitost tohto rieSenia? Potrebujeme najviac raz prejst pole zakazanych ¢&isel, teda O(r). Musime
vypocitat odpovede pre vsetky dvojice posledného cisla a dfiky postupnosti, ¢o je O(a?) - pretoze pre kazdu
dvojicu staci vynasobit premenni kombina¢nym ¢islom v konstantnom case. No a samozrejme, predpocitavame
kombinac¢né ¢isla. Teda musime vypoéitat vietky kombinaéné éisla az po (anad?), a tych je O(a?). Teda celkova
¢asova zlozitost je O(a? + r). Pamitova zlozitost je tiez O(a® + r), pretoze tolko vysledkov si predpoéitavame,
a k tomu mame pole zakdzanych ¢isel.

Listing programu (Python)

#!/usr/bin/python

10%xx9 + 7

el
]

[[11]
def comb(n,k):
#vypocitame kombinacne cislo cez pascalov trojuholnik

while len(c) <= n:

(¢]
1]

past = 0

newrow = []

for i in c[-1]:
newrow.append((i+past) 7 p)
past = i

newrow.append (past)

c.append (newrow)

return c[n] [k]

r,k = input().split()
#pocet bezpecnych cisel
r = int(r)

#pocet testow

k = int(k)

#zostrojime zoznam bezpecnych cisel
s =[]
for i in range(r):

s.append (int (input()))

#ukazujeme na poziciu v tomto zozname, kedze ho prechadzame zaradom

spos = 0

#dyn pre kazde cislo a obsahuje zoznam dlzky a-1: vsetky mozne pocty moznosti, ak okrem daneho
— cisla mame este pred nim v mnozine 0 az a—2 cisel

dyn = [0,0]

#answers obsahuje celkovy sucet moznostti pre kazde cislo — rovny suctu jeho zoznamu v dyn

answers = [0,0]

while k:
k-=1
#pre kazdy test sa wvykona tento cyklus
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a = int(input())

#pokial este memame odpoved pre vstup, dorobime zoznamy pre nizsie cisla
while a >= len(answers):
#n je cislo, ktoreho pocet moznosti teraz pocitame
n = len(answers)
#pokial n je bezpecne, hodnota bude vzdy 0
while spos < len(s) and s[spos] < n:
spos+=1
if spos < len(s) and n == s[spos]:
#same nuly, pretoze je to zakazane
entry = [0]*(n-1)
dyn.append (entry)
answers.append (0)

continue

#entry bude obsahoval zoznam poctu moznosti pre vsetky velkosti mnoziny
entry = []
#pokial okrem m mame v mnozine O cisel, tak je jedina mozmnost, a vzdy spravna

entry.append(1)

#pokial v mnozine chce byt cisel viac, treba wvypocitat pocet moznosti komplikovanejsie:
for before in range(l,n-1):
#postupne spocitame vsetky moznosti, total si pamata ich pocet
total = 0
#uieme, ze n je (before+l)-te najvacsie, preto niekde v mnozine urcite bude cislo
— beforet+l

pivot = before+l

#pozrime sa na kazdu moznost, kolko cisel z mnoziny moze ist pred pivotom
#teoreticky sa zan (vratane) zmesti len obmedzene mnozstvo cisel:
space_after_pivot = n-pivot
#teda taketo je najnizstie mnozstvo cisel, ktore mozu byt pred pivotom:
least_before_pivot = before-space_after_pivot
#prejdeme teraz vsetky pripustne moznosti (hornu hranicu netreba osetrovat, before-1 sa
— wzdy zmestti pred pivot, pretoze pivot je before+l)
for before_pivot in range(max(0,least_before_pivot),before):
#pocet takychto moznosti — sucin moznosti, ako pred pivot dostat before_pivot cisel
— (vdaka dynamike uz vieme), no a zvysok je umiestnitelny lubovolne, kombinacnym
— cislom:
total += (dyn[before+1] [before_pivot]) *
— (comb(space_after_pivot-1,before-1-before_pivot))
total %= p
entry.append(total)

#entry prihodime do pamate
dyn.append (entry)
#zapiseme aj odpoved

answers . append (sum(entry) /p)
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print (answers[a])

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

using 11 = long long;

vector<vector<ll>> c;
11 p = 1000000007 ;

11 comb(1l n,11 k){
//vypocitame kombinacne cislo cez pascalov trojuholnik

while(c.size() <= n){

vector<ll> newrow;

if(c.size() == 0){

newrow.push_back(1);

Yelseq
11 past = 0;
11 prev_entry = c.size()-1;
for(1ll i = 0; i < c[prev_entry]l.size(); i++){
11 curr = c[prev_entry] [i];
newrow.push_back((curr+past)’p);
past = curr;
}
newrow.push_back(past) ;
}

c.push_back(newrow) ;

}

return c[n] [k];

int main(){

cin.tie(0);

ios::sync_with_stdio(0);

11 r.,k;

cin >> r >> k;

vector<ll> safe;

for(1l i

}

=0; i< r; i++){
11 s;
cin >> s;

safe.push_back(s);

11 safe_pointer = 0;

vector<ll> answers(2);

vector<vector<1l1l>> dynamic(2);

while (k) {
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k—-;

11 a;

cin >> a;

while(answers.size() <= a){

11 n = answers.size();

while(safe_pointer < safe.size() && safe[safe_pointer] < n){

safe_pointer++;

}

if (safe_pointer < safe.size() && safe[safe_pointer] == n){
vector<ll> empty_entry(n-1);
dynamic.push_back(empty_entry) ;
answers.push_back(0) ;
continue;

}

vector<ll> new_entry;

11 entry_sum = O;

new_entry.push_back(1);
entry_sum++;

entry_sum/,=p;

for(11l i = 1; i < n-1; i++){
11 total = 0;
11 pivot = i+1;
11 fit_before_pivot = pivot-2;
11 fit_after_pivot = n-pivot-1;
11 needed_before_pivot = i-1-fit_after_pivot;
if (needed_before_pivot < 0){
needed_before_pivot = 0;
}
for(1l before_pivot = needed_before_pivot; before_pivot <=
— fit_before_pivot; before_pivot++){
11 after_pivot = i-l1-before_pivot;
total += (dynamic[pivot] [before_pivot]) *
— (comb(fit_after_pivot,after_pivot));
total 7= p;
}
new_entry.push_back(total);
entry_sum += total;

entry_sum 7= p;

dynamic.push_back(new_entry) ;

answers.push_back(entry_sum) ;

cout << answers[a] << "\n";
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7. Nevitany host s chlpatym kozuchom (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zadanie ulohy je podobné Game of Life, ale s inymi pravidlami. Pravidla st nasledovné:

1. Bunka (z,y) je v novom kroku zivé, ak aspon dve z troch buniek {(z, y), (z—1,y), (z,y—1)} s v aktudlnom
kroku zivé.
2. Inak je bunka v novom kroku mftva.

Plocha bude mrtva v kone¢nom case

Najprv si skiisme uvedomit, ze v kazdej situacii vSetky bunky zomri v koneé¢nom case. Vsimnime si, zZe
ak sa pozrieme na minimélne a maximéalne suradnice vSetkych buniek, tak ziadna bunka mimo obdlznika
(Zmin, Ymin,> Tmaz> Ymaz) Debude nikdy zivd. Pre Tubovolny vstup je teda konec¢ne vela buniek, ktoré mézu byt
potencidlne zivé. Pozrime sa na najhorsi mozny pripad, kedy na zaciatku si vsetky bunky v tomto obdlzniku
7Zivé (toto je naozaj najhorsi pripad, kedZe na rozdiel od Game of Life bunky nezomieraji, ak ich je niekde vela).
V kazdom case, kedy existuje aspon jedna zivad bunka existuje aj niekolko buniek, ktord maji najmensie y a v
ramci nich existuje prave jedna bunka, ktord ma zaroven najmensie x spomedzi nich. Tato bunka urcite zomrie
a uz nikdy neozije. Kedze v kazdom kroku zomrie aspon jedna bunka, ziadne bunky nepribidaja a buniek je
konecne vela, vSetky bunky zomri v kone¢nom case.

Simulacia — sada 1/5

VyrieSme prva sadu priamociarou simuliaciou. Pamétajme si vSetky bunky v 2D mriezke. V kazdom kroku
sa pozrieme na kazda bunku a podla pravidiel zo zadania urc¢ime, ¢i bude ziva alebo nie.

Toto by malo ¢asovi zlozitost O([velkost mriezky] - [odpoved]). Nech rozmer plochy je S. Najhorsi vstup ¢o
mozeme dostat je mriezka S x S plna zivych buniek. D4 sa ukézat, ze na tejto ploche vsetky bunky zomri za
2 - S — 1 krokov. Teda ¢asové zloZitost je O(S?) a pamitova O(S?).

Tento k6d mézeme trochu zoptimalizovat tak, ze si ndm staci pamatat iba zivé bunky (tych by malo byt zvy-
Cajne ovela menej ako tych mitvych) — na to mézeme pouzit mnozinu (Python set, C++ std: :unordered_set).
V kazdom kroku sa potom nemusime pozerat na kazdé policko, ale iba na tie, ktoré st blizko zivych. Konkrétne
nam staci pre kazda zivi bunku skontrolovat, ¢i zostane zit a ¢i vdaka nej neozije jej pravy sused. AvSak pre
hore spomenuty najhorsi vstup (S x S) bude mat toto rieSenie rovnaku ¢asovu zlozitost.

Zalezi na komponentoch

Dve bunky alebo obdiiniky nazveme susedné, ak zdielaju hranu alebo pravohorny-lavodolny */ roh. Teda
nasledujtce konfigurdcie buniek/obdlZznikov nazyvame susedné:

Fig. 1
A. AB .A
B. .. B.

Dalej budeme hovorit, Ze ak st dve bunky/obdféniky susedné, tak patria do toho istého komponentu. Téato
vlastnost je tranzitivna, teda ak A — B patri do toho istého komponentu a B — C patria do toho istého kompo-
nentu, tak aj A — C patria do toho istého komponentu.

Tvrdime, ze komponenty st vzdy suvislé a navzajom nezavislé. Ak si skisime vytvorit vstupy pre tuto tlohu,
mozeme si vSimnut, ze ak na zaciatku existovali nejaké komponenty, tieto komponenty sa pocas celej simulacie
nikdy neovplyvnili, nespojili ani nerozdelili na viac komponentov.

Ak je toto pravda, ilohu vieme riesit samostatne pre kazdy komponent a vysledok bude maximum z vysledkov
pre jednotlivé komponenty.

Dokaz uvedieme neskor.

Zalezi na diagonalach
Podobne ak sa pozerame na simulaciu jedného komponentu tak si vSimneme, zZe bunky zomieraju a vznikaju
v skupinach na diagonalach. Pozrite sa ako sa sprava tento vstup:
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Fig. 2

0000 .000 ..00 ...0

0... Oo.. .0o. ..0o ...0

0... 0... Oo.. .0o. ..0o ...0
0... 0... 0... Oo.. .0o. ..0o ...0

V kazdom kroku zomrie jedna diagondla a jedna nova ozije. Komplikovanejsie vstupy sa budu spravat
podobne.

Spomenme si na argument, ktory sme spravili na zaciatku, ze v kazdom kroku zomrie aspon jedna bunka.
Tento argument moézeme rozsirit na celt diagonalu — v kazdom kroku zomru vsetky bunky na najlavohornejsej
diagonale. Navyse, kedze islo o najlavsiu diagonalu, tieto bunky uz nikdy neoziju.

Odbocka — Simulacia s kladivom — sada 2/5

Pozrime sa na jeden komponent. Simulovat bunku po bunke je pomalé, ale uz sme si vsimli, ze diagondly st
zaujimavé. Predstavme si, Ze na ploche sa nachadza jedna diagonala. Co sa s tiou stane v dalsom kroku? Tato
jedna diagondla celd umrie, lebo Ziadna bunka nema nalavo a hore zivé bunky. Ale vedla tejto diagondly ozije
nova diagonala, ktorda bude o jedno policko kratsia.

Na diagondle naraz ozivaji, zostavaju zit alebo umierajia velké intervaly policok. Vieme sa na tento proces
pozriet zametanim. Zacneme v najlavejSej diagonale a zametame smerom doprava dole. Implementovat krok
vieme nasledovne:

e pre kazdy interval Zivych buniek sa tento interval v dalsom kroku zmensi o jedna

e tym, Ze na ploche st povodne nejaké obdizniky, medzi jednotlivymi krokmi musime manuélne pridat
nejaké intervaly

¢ tato kolekcia intervalov a zmeny na nich sa daji implementovat pomocou usporiadanej mnoziny alebo
intervalového stromu.

Akt to bude mat ¢asovii zlozitost? Casovii zlozitost budi dominovat opericie s intervalovym stromom.
Jednak donho priddvame nové diagonaly a dvak v kazdom kroku zmensujeme vsetky intervaly. Nech pocet buniek
na zaciatku je Z. UkdZzeme, Ze pocet tychto operécii je O(Z), a teda ¢asova zlozitost O(Zlog Z). Uvedomme
si, Ze jediny spOsob akym pribudaju policka do intervalového stromu je tym, ze priddvame diagonaly. Pravidla
mnozenia sa plesne sme transformovali na pravidlo, ze zivy interval sa v dalSom kroku presunie do susednej
diagondly a skrati o jedna. Navyse jediny sposob ako vie policko zomriet je tak, Ze zmizne skratenim intervalu
o jedna. Pocet tychto skrateni bude teda presne tolko, kolko policok pridame do intervalového stromu a to je
nanajvys Z. Mame teda horny odhad. Zaroven je to presny odhad, kedZe to vieme dosiahnut napriklad vstupom:

Fig. 3
111 1000000
1 1 1000000 1

Pre obmedzenia druhej sady (obmedzenia na velkost stiradnic a pocet zivych poliok) je najhorsi vstup
nasledovného tvaru (vela vyssie spomenutych vstupov (Fig. 3) vlozenych do seba):

Fig. 4
AAAAAAAA. .. A
B
B Ccccce. ..C
B D
B D EEEE...E
BDF
BDFGG...G
BDFH.
BDFH

D4 sa ukézat, Ze Casovd zlozitost je O(Dlog D), kde D je pocet zivych diagondlnych intervalov na vstupe,
avSak v tomto najhorsom pripade si D a Z skoro rovnaké. Znamena to ale, ze na vstupe s priblizne Stvorco-
vymi poéiato¢nymi plochami (hore uvedeny vstup mé mimoriadne nestvorcové plochy) by mal tento algoritmus
zlozitost O(v/Z log Z).
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Zatial sme vSak nespomenuli, ako hladat komponenty.

Zjednodusenie ulohy

Simuldciou sa velmi dalej nedostaneme, treba si lohu zjednodusit. Znova sa pozrime na jeden komponent.
Ukéazali sme, ze ako prva zomrie bunka v najlavejsej diagonale. Otézkou teda zostéva, kedy zomrie posledné
bunka. Ak si trochu nasimulujeme ako sa hra sprava, vieme si v8§imnut, ze ako posledna zomrie bunka, ktorej
sturadnice (z,y) si maximum z-ovych a y-ovych stradnic vSetkych buniek. Uloha sa nam teda zjednodusi na
hladanie najspodnejsej a najpravejSej bunky komponentu (dékaz neskor). A to je trividlne, ak vieme, Zze mame
na ploche iba jeden komponent. Zostdva nam teda pre kazda bunku urcit, do ktorého komponentu patri. A tu
sa redlne zacina tloha.

Zadanie: Na vstupe mdme N potencidlne prekrijvajicich sa obdEnikov. Ak sa dva obdniky prekrijvaji,
dotykaji hranou alebo pravohornymi-lavodolnymi 7/ rohmi, tak hovorime, Ze obdEniky si susedné. Susedné
obdZniky patria do rovnakého komponentu. Ndjdi komponenty.

Urcenie komponentov na drovni buniek — sada 2/5

Toto riesenie dostane rovnako vela bodov, ako vyssie spominana simulédcia kladivom, avsSak je ovela jedno-
duchsie na nakddenie.

V druhej sade méme zarucené, ze stucet ploch vietkych obdlznikov je maly. Mozeme teda kazda bunku
povazovat za vrchol, vytvorit hrany medzi susednymi bunkami a najst komponenty v tomto grafe. Pre kazdu
bunku vieme, Ze je k nej iba konstantne vela susednych buniek (6 smerov, navyse pre kazda bunku staéi zohladnit
iba polovicu z nich a zvySok zohladni susednd bunka). Tento graf bude mat teda O(Z) vrcholov a hrén.

Uréenie komponentov na trovni obdiznikov — sada 3/5

Teraz uz ideme konecne opisat rieSenie, ktoré nam da viac bodov a je dokonca stale velmi jednoduché na
naprogramovanie.

Podobne ako v predchadzajicom rieseni, snazime sa zostrojit graf a nijst v nom komponenty. Snazime sa
postavit graf, kde kazdy obdlznik je vrchol a hrana vedie medzi obdiznikmi, ktoré st susedné.

V tejto sade viak vieme, ze pocet obdlznikov je taky maly, 7e si vieme dovolit O(N?) riesenie. Mozeme sa
teda pozriet na kazdu dvojicu obdlznikov, uréit v O(1) case, ¢i su susedné, postavit graf a najst komponenty.
Dostaneme graf s O(N) vrcholmi a v najhorSom pripade O(N?) hranami.

Urédit & st obdlzniky susedné je priamoéiare a pozostéva iba z porovnania stradnic oboch obdiznikov a
kontroly, ¢i sa pretinajd, dotykaji hranami alebo spravnymi rohmi.

Hladanie komponentov v postavenom grafe

Na hladanie komponentov v grafe vieme pouzit rozne metédy — lubovolné prehladavanie (DFS, BFS) alebo
Union-Find.

Casovi zlozitost DFS a BFS je O(V + E) a ¢asova zlozitost Union-Find je O(Ea~*(E)). Co je ale zaujimavé
je, ze Union-Find je nielen rychlejsie naprogramovat, ale redlne aj bezi rychlejsie. Pre ticely popisu vSak povieme,
ze pouzitim prehladdvania dostavame linedrnu zlozitost vzhladom na pocet hran.

Bez ohladu na to, aky pristup zvolime, nie je nutné si graf explicitne konstruovat. Ak mame funkciu, ktora
nam pre dva vrcholy povie, ¢ je medzi nimi hrana (teda napriklad funkciu susednosti dvoch obdiinikov), graf
vieme pouzivat iba implicitne.

Neexistuje O(N2a~1(N))

A dokonca ani O(N -log N - a=1(N)).

Co tym myslim? Ked si pozrieme Wikipédiu, t4 hovori, ze ¢asové zlozitost M operacii Union-Findu je
O(Ma~1(N)). Avsak ja tvrdim, Ze ak zavolame funkciu UF.£find alebo UF.join N log N krat, ¢asovd zloZitost
bude iba O(Nlog N), nie O(N -log N - a~(N)). Véésina tychto volani sa dokézatelne vykona v O(1) ¢ase.

Spomenme si na analyzu Union-Find algoritmu, kde funkcia UF.find robi path compression a UF.join
joinuje bud podla ranku alebo velkosti komponentu.

Potom vieme, 7e najhlbsi strom, ktory vie vzniknit, bude mat hibku O(log N') (kvéli rank join). A z toho
vidno, ze pre kazdy vrchol sa funkcia UF.find rekurzivne zavold tiez maximélne iba O(log N) krat (kvoli
path compression). Ak sme pre nejaky vrchol log N krat rekurzivne zavolali UF.find (teda Ze tento vrchol
nebol priamo pod koretiom), tak uz urcite bude navzdy priamo pod koreniom a vSetky dalsie volania nebudd
rekurzivne.

Pocet rekurzivnych UF. find volani vieme teda ohranicit ako O(N log N). Pre M operécii bude ¢asovd zloZi-
tost O(max(M, min(M, N)log N)), ¢o pre M € O(N log N) znamen& O(N log N) a nie O(N -log N - a~1(N)).
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Zlozitost pre tretiu sadu je teda bez ohladu na to, éi pouzijeme BFS, DFS alebo Union-Find O(N?).

DalSie zjednodusenia

Aby sa nam v dalSich sadach pracovalo lahsie, zjednodusime si vstup.

V prvom rade si stiradnice skomprimujeme. Teda si pozbierame vSetky z-ové sturadnice, utriedime ich a
precislujeme na hodnoty 0 az pocet roznych x-ovych stiradnic. Pocéet roznych z-ovych siradnic bude nanajvys
2N.

Avak, ak by sme to spravili takto, pokazili by sme si rieSenie. TotiZ, ak sme mali napriklad obdlzniky (10,
20, 13, 21) a (17, 20, 19, 21), po precislovani by sa z nich stali (0, 0, 1, 1) a (2, 0, 3, 1). Zatial
¢o origindlne dva obdlzniky nie st susedné, precislované obdlzniky uz si. Preto, ak cheeme takto precislovévat,
pre kazdu x; siradnicu by sme mali do precislovacieho zoznamu pridat aj 1 — 1. Potom budt dané obdiiniky
vyzerat nasledovne — (1, 1, 2, 2) a (4, 1, 5, 2). Pocet stiradnic bude teda nanajvys 3N.

V druhom rade prestaneme pouzivat uzavreté intervaly na obdizniky. Nepopieratelne sa s tym lahsie progra-
muje. Ak by sme tito zmenu spravili uz v rieseni tretej sady, funkcia na susednost by bola ovela krajsia. Avsak
v tomto pripade ndm to pomoze aj pri kompresii. Ak prestaneme pouzivat uzavreté intervaly, zmizne hore
popisany problém a znova budeme mat iba nanajvys 2N roéznych sdiradnic (Go ndm prakticky zrychli program
o viac ako 33 %).

Rovnako upravime aj y-ové sturadnice.

Obdiznikov je vela, ale neprekryvaju sa — sada 4/5

Co ndm poméha, ze sa obdlzniky neprekryvaju? Co je problém s predchédzajicim riesenim? Ak sa vietky
obdlzniky pretinaji, vznikne graf s O(N?) hranami (a taky vstup vieme trividlne zostrojit). Co viak v pripade,
ze sa obdlzniky nepretinaju? D4 sa ukdzat, Ze pocet hran je v tomto pripade O(N).

Dokaz malo susednosti

Pozrime sa na dva susedné neprekryvajice sa obdizniky. Ako mozu vyzerat? Bud je hrana jedného podisekom
hrany toho druhého, alebo sa obe prekryvaja c¢iastocne, alebo sa dotykaji rohom.

Fig. 5
AAA AAAAAAAAA  AAAAAA AAAAAA AAA
BBBBBBBEB BBB BBBBBB BBBBBB BBB

Vidime, Ze pre B sa moZe takmer kazda z tychto situdcii stat iba nanajvys raz (napriklad nemdzu sa dva
obdlzniky dotykat jeho pravého horného rohu). Jediné, ¢o sa moze stat viackrat je, Ze viacero obdlZznikov ma
hranu ako podiusek jeho hrany. V tejto situacii sa na to vSak vieme pozrief z opacnej strany a znova povedaft, ze

1L

pre tieto mensie obdféniky moze existovat iba jeden nadobdiznik. Kazd4 susednost ndm “vyriesi” aspon jednu
hranu alebo roh a kedZe tych je O(N), tak celkovo moze existovat iba O(N) susednosti.

Zametanie

Ako efektivne hladat tieto susednosti? Celkom urcite zametanim. Vdaka vlastnosti, ktort sme hore ukazali,
by malo fungovat vela réznych pristupov — ¢i uz rieSenie pouzivajtce std: :map alebo intervalovy strom. Délezité
je, ze si obdiiniky pozametame a budeme efektivne hladat susednosti na okrajoch.

Najjednoduchsie je spravit dve zametania, jedno vertikdlne a jedno horizontdlne. Zamerajme sa teraz na
vertikdlne zametanie. Potom sa v ramci tohto zametania staci sustredit iba na susednosti, ktoré si spésobené
situdciami zobrazenymi vyssie (Fig. 5).

Ak robime zametanie, budeme mat nejakd strukttaru, v ktorej si budeme pre aktudlny riadok pamétat
aktudlne aktivne obdiiniky. Potom, ked ideme na dalsi riadok, budeme musiet pridat niektoré nové obdiiniky
a niektoré nové obdlzniky musime odobrat. Najprv vyhodnotime vietky susednosti, potom odstrénime vietky
obdlZniky, ktoré treba odstranit, a nakoniec priddme vsetky, ktoré treba pridat. Co je zaujimavé je, ze kedze
robime dve zametania, netreba vyhodnocovat ziadne susednosti medzi obd{znikmi, ktoré prave priddvame. Tie
sa vyhodnotia v kolmych zametaniach.

Ako néjst vsetky susednosti? Ocakavame, Ze nasa zvolend Struktira podporuje vratenie vsetkych prvkov,
ktoré sa pretinaji s pozadovanym intervalom. Napriklad pre std: :set, kde kIi¢ je pair<x_1, x_2> vieme tieto
prvky najst pomocou funkcie lower_bound — ak zavolime set.lower_bound({x_2, -13}), dostaneme prvok,
najlavejsi interval, ktory je napravo od a urcite nesused{ s intervalom (x1, 3). Podobne set.lower_bound ({x_1,
-1}) - 2 nam d4 najpravéjsi interval, ktory je nalavo a urcite nesused{ s intervalom (z1,x2) (zamyslite sa, preco
-2). Stac¢i nam zavolat jedno z tychto volani a potom iterovat cez vSetky vedlajsie intervaly, az kym neprestaneme
susedit. VysSie sme ukézali, Ze susednosti je O(N), takze celkovo tychto iterdcii spravime O(N).
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Musime implementovat nasledujice operacie:

1. pridaf interval
2. odobrat interval
3. iterovat cez vSetky intervaly, ktoré susedia s danym intervalom

Celkovo bude ¢asova zlozitost O(N log N), kedZe triedime a pouZzivame nejaki stromovi Struktiru.

Obdizniky sa ale mozu prekryvat — sada 5/5

Pozrime sa, aké vselijaké problémy nam moé6zu vzniknit, ked sa obdiiniky prekryvaji:

Fig. 6

1 AAA CC D F

2 BBBabaBBB CCoDoooFoooo
3 BBBbabBBB ooDoEoFoGoHH
4 AAA Y 000000FoGoo
5 X F G

Pridajme obdiznik do prézdneho lazy intervalového stromu'. KedZe je to lazy strom, na pridanie stadf
navstivit iba O(log N) vrcholov (az 2log N bude obsahovat lazy informdciu a po ceste sme navstivili az 2log N
dalsich predkov). V predchédzajicej sade, kde sa Ziadne obdiiniky neprekryvali, sme mali vlastne zarucené,
ze kazdy vrchol je pokryty nanajvys jednym obdlznikom. V tejto sade, zial, uz tuto peknd vlastnost nemame.
Pamiitajme si teda v kazdom vrchole pole obdiznikov. Ked lenivo priddvame novy obdiznik do O(log N) vrcholov,
je mozné, ze v iom uz nejaky obdiznik je. V tomto pripade by sme radi tiez dali tieto dva obdlzniky do jedného
komponentu.

Spravime v tomto lazy intervalovom strome jednu zvlastnu vec, a to ze si lazy informécie nebudeme propa-
govat dalej. Ak standardne mame vo vrchole zapaméatani premennt hodnota a lazy, tak v nasom intervalovom
strome ndm staci lazy (ktord je pole identifikdtorov obdlznikov). Preco to robime? Kedze chceme podporovat
aj odoberanie obdlznikov, lahie sa nam to bude robit, ak sa obdlzniky nerozlezti az hlboko do listov. Ak by sme
informécie propagovali, explicitné upratanie obdlZnikov by potencidlne trvalo az O(N). Trochu sa nadm tymto
komplikuje vyhodnocovanie pretnuti pri priddvani obdlznikov, ale to zvlddneme vyriesit.

Nazvime mnozinu vrcholov, ktoré pokryvaju interval prislichajici pridavanému obdizniku J (teda prave
tie vrcholy, do ktorych by sme ulozili lazy informéciu). Co by sa zmenilo, keby sme kazdy obdlznik rozdelili
na mnozinu novych obdiznikov tak, ze kazdy pokryva prave jeden vrchol z J. Cely algoritmus by mal nadalej
fungovat (kedZze takyto vstup existuje), iba sa ndm zloZitosti zhorsia o logaritmus, pretoze mame o logaritmus
krét viac obdlznikov. Robit to teda nebudeme, ale bez ujmy na vieobecnosti nad tym tak mozeme uvazovat.

Pozrime sa teda iba na jeden vrchol z J. Pridany obdiznik prejde v intervalovom strome nejakt cestu. Nasim
cielom je ho spojit so vSetkymi ostatnymi obdlZnikmi, ktoré sa s nim pretinaji. Teda najst vsetky obdiiniky,
ktorych cesta je bud podmnozina (stary obdlznik pokryva cely novy obdiinik) alebo nadmnozina (novy obdlznik
pokryva cely stary obdlznik). Kazdu dvojicu ciest stadi spracovat iba raz. Rozumné miesto kde to robit je v
koncovom vrchole kratsej cesty.

Fig. 7 1 2 3 4 5
1 AAAAAAAA A A A A .
2 AAAABBAA / \ / \ / \ / \ /\
3 AAAABBCC . . . . . ¢ . ¢ . ¢
4  AAAACCCC / \ / \ / \ / \ / \
5 ceee . . B . B

Na obrazku (Fig. 7) vidime, ako by vyzeral intervalovy strom v jednotlivych ¢asovych bodoch zametania.
Vidime, Ze cesta do vrcholu s obdlZnikom B je nadmnozina cesty do vrcholu pre A (rovnako aj pre dvojice
C—AaB-C). O spojenie A— B a A — C sa teda chceme postarat v A a o spojenie B—C v C.

Pozrime sa ¢o sa deje v tomto koncovom vrchole V pre novy obdlznik. Chceme pridat obdlznik do V a cely
ho pokryt. Pod V méze byt viacero doposial disjunktnych obdlZnikov a tymto ich vietky dostaneme do jedného
komponentu:

Fig. 8
A B

Thttps://www.ksp.sk/kucharka/lazy_intervalovy_strom/
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Povedzme, Ze v tomto pripade (Fig. 8) zametdme zhora nadol, X pokryva nejaky velky interval a tym, Ze
ho pridédme, spojime obdizniky A, B a X do jedného komponentu. Kedze A a B st velmi tizke, v intervalovom
strome je Ja a Jp iba jeden list. Ak by sme pri priddvani X do intervalového stromu isli az po uroven listov,
vykonali by sme az O(N) operécii pre jeden obdlznik. Namiesto toho, aby sme teda chodili do vSetkych potomkov
J, pamétajme si informaciu o pritomnosti obdlznika aj vo vietkych predkoch .J. Tych je iba nanajvys O(log N).
Informéciu o pritomnosti obdlzniku si teda pamétame na celej spominanej ceste a zjednotenie vsetkych ciest
pre J mé velkost iba O(log N).

Ak by sme sa vak pokusili spojit novy obdlznik so vietkymi obdiznikmi vo V, mali by sme stéle zld
¢asovit zlozitost. Obdlzniky sa ndm vo vrcholoch hromadia a kazdy méze obsahovat az O(N) obdlznikov (avsak
vietky vrcholy dokopy maji stale iba O(N log N)). Preto je délezité, ze novy obdlznik pokryva celé intervaly
prislichajice vrcholom z J. Vieme si teda predstavit, ze aj ked mame vo vrchole V' zapamétanych povedzme tisic
obdlZnikov, pridanim tohoto nového obdlznika sa vietkych tisic spoji do jedného komponentu. Pri pridévani
dalsicho obdlznika by ho stadilo spojit s tymto velkym komponentom, namiesto spajania s tisic obdiZnikmi.
Novy obdlznik vyriesi/vyéisti vietky vrcholy z J, tak Ze v nich zostane iba jeden komponent. Tento pristup je
teda ako keby sme si v kazdom vrchole pamétali nezavisli Union-Find struktiru.

Problémy nastant, ked sa poktsime obdlZnik odstranit — ako na obrazku (Fig. 8). Ak odstranime obdlznik
X, nastand dva problémy. Jednak sme potencidlne odstranili koren nejakého Union-Find komponentu. Dvak,
kedze X pokryval cely interval od A po B, ako zaruc¢ime, ze nebudeme znova vykonavat vela prace pri pridavani
obdlznika TW?

Prvy problém nie je problém, za koren zvolime lubovolného potomka. Pre druhy problém je dolezité to,
7e obdlznik W pokryva cely interval daného vrcholu. Kedze odstranenim vrcholu sa komponenty Union-Findu
nerozpadli a W pokryva cely interval, sta¢i W spojit iba so vsetkymi korenimi Union-Find komponentov, ¢im
znova vycistime dany vrchol a amortizovane spotrebujeme O(1) ¢asu.

Tymto by sme mali celkom vyrieSené spajanie s nadmnozinovymi cestami. Co tie podmnozinové? Teda ako
sa zachovat ked priddvame obdlzniky G a H? Stéle ich chceme vyriesit v koncovom vrchole tej kratsej cesty. To
znamend, ze po ceste dole intervaldfom sa pozerdme, ¢ aktudlny vrchol nie je koncovym pre nejaky obdiznik.
Mbze byt dokonca koncovym pre viacero, ale znova si uvedomme, ze v tom pripade budt urcite vSetky patrit do
toho istého komponentu. A ak taky existuje, tak to musi znamenat, Ze vsetky obdfiniky v tomto vrchole patria do
jedného komponentu. Pozor, ide o implikaciu, nie ekvivalenciu — to, ze existuje iba jeden komponent neznamena,
7e existuje obdlznik ¢o pokryva cely interval. Zamyslite sa, ako zistit, ¢ existuje pokryvajici obdlznik. V tom
pripade novy obdlznik tiez priddme do tohoto velkého komponentu, inak vytvorime novy komponent obsahujuci
iba novy obdlznik.

Vsimnime si, ze ndm nevadi vytvarat vela malych komponentov. Je mozné, Ze vo vrchole pre interval diiky 16
budeme mat tisic jednoprvkovych komponentov. Oc¢ividne by sa pocet komponentov dal zredukovat na nanajvys
16. My vsak chceme byt efektivny, a teda lenivy. Tito redukciu si odlozime na moment, ked priddme obdiznik,
ktory bude mat tento vrchol vo svojom J. Tym, Ze by sme to spravili skor si ni¢ nepomozeme, kedze vsetky
dolezité spojenia komponentov sa vyriesili na hlbsich vrstvach intervalového stromu.

Teraz si mozeme vSimnut, ze vo vrchole si vzdy paméatame jeden velky komponent a kopu jednoprvkovych
komponentov, ktoré sa donho dostali z jeho potomkov. MéZeme tomu teda prisposobit implementaciu a ne-
musime si vo vrchole pamétat Union-Find, ale iba nejaké dve mnoziny (napriklad std::unordered_set) —
jednu pre velky komponent a druht pre jednoprvkové komponenty. Mnozinu pouzivame, aby sme vedeli rychlo
odstranovat prvky.

std: :unordered_set md sice O(1) operdcie, nie je vSak taky rychly ako pole. Implementéciu vieme teda
vylepsit tym, Ze si budeme pamaétat dve polia a hodnoty z nich nemazme. Hodnoty v poliach totiz pouzivame
iba ak ich chceme vsetky spojit do jedného komponentu, teda zobrat vsetky hodnoty z druhého pola a nasypat

https://ksp.sk/ strana 24 z 38



ich do prvého. Ked uz toto robime, vieme si pre kazdy prvok skontrolovat, ¢i je eSte zivy (rects[ri].y2 >=
sweep_time) a ak nie, jednoducho ho odignorovat. Dajme si pozor, aby sme nehybali s prvkami vo velkom
komponente (to by ndm pokazilo ¢asovi zlozitost). Na to, ¢i vo velkom komponente existuje este aspon jeden
aktivny obdlznik si budeme pamétat maximalnu koncovia siradnicu zo vSetkych obdlznikov v tiom (podobne
rieSime zamyslenie nad existencie pokryvajticeho obdfinika). Celé toto nas bude stat zopar riadkov, ale kod by
mal byt ovela rychlejsi.

Tymto sme vyriesili priddvanie a odoberanie obdlZnikov a spdjanie tam, kde sa prekryvaji. Spéajanie tam
kde sa dotykaju doriesime vsSeliako na kolene, kedZe staéi skontrolovat iba O(log N) vrcholov, ktorych intervaly
sa dotykaju priddvaného obdlznika.

Premenime intervaly vstupe na polootvorené a skomprimujeme si siradnice. Zametame, pricom si pama-
tame globalnu Union-Find Struktiru. Mame lazy intervalovy strom v ktorom nepropagujeme a vo vrcholoch
si pamdtame dve polia a pomocné agregacné informacie o tom prvom. Obe polia obsahuji indexy nejakych
obdlZnikov, pri¢om v prvom poli st vsetky sucastou jedného komponentu a v druhom st vsekty zatial ako sa-
mostatny komponent. Agrega¢né informacie pre prvé pole si: o aky komponent ide, dokedy je este nieco aktivne
a dokedy je este nejaky plne pokryvajuci prvok aktivny. Ked prldavame obdlznlk po ceste kontrolujeme, ¢i je
vrchol pokryty jednym obdlznikom a podla toho pridéme novy obdlznik do prvého alebo druhého pola. Ked
prideme do vrcholu, ktory novy obdlznik cely pokryva, skonéime rekurziu. Presypeme druhé pole do prvého,
pricom ignorujeme neaktivne prvky. Aktualizujeme agregac¢né informécie. Vzdy ked davame prvok do prvého
pola, spojime ho v globdlnom Union-Finde s danym komponentom. Pocas rekurzie vyriesime aj dotykajice sa
obdlZniky. Obdlzniky pri zametani teda explicitne nemazeme. Skoné¢ime s Union-Find §truktirou, ktora uréuje
rozdelenie obdlZnikov do nezavislych komponentov.

No a toto je prakticky celé rieSenie. Casové a paméitova zlozitost si O(N log N).

Da sa to aj lepsie

Predsa len, komu sa chce pamatat si pole alebo nebodaj std: :unordered_set vo vrcholoch intervalového
stromu. Ked namiesto toho sa mézeme dalej zamysliet nad tym, co sa ako deje a v kazdom vrchole si pamétat
iba O(1) informécie.

Znova majme lazy intervalovy strom, ale tentokrat budeme informaécie aj propagovat. To preto, lebo z neho
nebudeme explicitne mazat veci. Pre kazdy vrchol si budeme snazif zapamétat, aky najdlhsie zijici komponent
v flom je, do akého ¢asu bude zit a ktory obdlznik ho reprezentuje — (life, kompid, rectid). life je v
tomto pripade najvicsia koncova suradnica spomedzi vSetkych obdlZnikov na danom intervale (lubovolny ¢o
don zasahuje). Ak mame takito informdciu pre dva intervaly, tak informécia pre ich zjednotenie je jednoducho
ich maximum. Ked priddvame novy obdlznik, tto informéciu si vypytame pre cely jeho interval. Vdaka nej
potom vieme povedat, ¢ sa obdlznik s nie¢im pretne alebo nie (ak 1ife >= y_1, tak 4no, inak nie).

Zistili sme, Ze sa pretneme s nejakym oblznikom R. Predpokladéme, Ze on uZ je pospajany do jedného
komponentu so vSetkymi ostanymi obdiinikmi, ktoré su celé v fiom. Interval nového obdlznika teda mdzeme
rozdelit na dva nezavislé kratsie tiseky nalavo a napravo od R a rekurzivne sa pytat intervalového stromu. Tu
je problém, ze odpovede nalavo a napravo vedia patrit do toho istého komponentu ako R a pokazime si casovia
zlozitost.

Pre kazdy komponent si paméatajme intervaly, ktoré pokryva. Potom nebudeme delif interval nového ob-
diZnika na dva mensie podtseky, ale na vela podisekov, ktoré si pomedzi intervaly komponentu komp[R]. Na
tieto podintervaly sa stdle vieme zavolat rekurzivne. Samozrejme, tychto podintervalov moze byt vela a mdzu
byt aj prazdne. To sa moze zdat ako strata casu. Dolezité je, Ze pridanim tohto nového obdiznika tieto intervaly
zaplnime a odstrdnime zo zoznamu intervalov pre komp[R]. Ak bol interval prézdny alebo sa ni¢ nepretlo, tak
novy obdlznik bude uréite Zit na tomto intervale v intervalovom strome dlhsie ako ¢okolvek ¢o tam bolo dote-
raz. Ak sa obdlznik pretne, pocet komponentov klesne o jedna. Amortizovane bude této operdcia trvat rovnako
dlho, kolko existuje intervalov a komponentov. Teraz si uz iba sta¢i uvedomit, ze pridanim nového obdlznika
vieme vytvorit iba konstantne vela novych intervalov. Na to, aby sme vytvarali, pridavali a odoberali nové in-
tervaly, si budeme pre kazdy komponent pamétat std: :set a robit tieto operacie efektivne na nom. Intervalov
a komponentov bude nanajvys O(N), a teda Casova aj pamétova zlozitost budi O(N log N).

Zamyslite sa, ako bude tento algoritmus prebiehat na takomto vstupe pri zametani zhora nadol:

Fig. 8
AAAAAAAAAAA
B C
B DDDDD C
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Aj ak sa nepretneme, musime sa rekurzivne zavolat na podintervaly, aby sme spravne modifikovali zoznamy
intervalov pre komponenty.

Naozaj prosim ziadne sety

Ale komu sa chce spéjat a rozpajat nejaké intervaly v sete. Vystacime si iba s intervalovym stromom. Problém
bol, ze prvym zavolanim sme efektivne nasli pretinajici komponent, avsak dalSie volania ndm mohli ddvat ten
isty komponent. Napriklad ak by hodnoty 1ife v intervalovom strome boli1 2 3 4 5 4 3 2 1 a vSetky patrili
do toho istého komponentu, tak by sme vykonali O(N) volani.

My sme vsak ukédzali, Ze intervalov, ktoré patria do réznych komponentov, je celkovo iba O(N). Rovnaki
myslienku sme pouzili na rieSenie Stvrtej sady! Tam sme ukézali, Ze existuje nanajvys O(N) disjunktnych
intervalov roznych obdlZnikov. Tu sme ukdzali, Ze existuje nanajvys O(N) disjunktnych intervalov réznych
komponentov. Na dosiahnutie dobrej ¢asovej zlozitosti nam staci dané riesenie prisposobif na komponenty, teda
efektivne implementovat 3. operdciu — iterovanie.

Pre Tubovolny list intervalového stromu checeme efektivne (O(log N)) ndjst najblizsi list napravo od neho,
ktory patri do iného komponentu (alebo ziadneho). So spravnymi tidajmi moézeme vysledok “bindrne vyhladavat”.
Vo vrcholoch si budeme pamétat dodatoéné informaécie:

1. ¢i je cely interval pokryty jednym komponentom alebo nie
2. do akého komponentu patri najlavejsi list tohto intervalu
3. do akého komponentu patri najpravy list tohto intervalu

Ak mame tito informéciu pre dva susedné intervaly, vieme ju jednoducho zistit aj pre ich zjednotenie (zmena
je bud v Iavom, pravom alebo na hranici intervalu).

Treba sa zamysliet, ako tieto informadcie ovplyvnia lazy updaty. Lazy update robime iba ak pokryvame cely
interval. V tom pripade v danom intervale urcite nebude Ziadna zmena komponentu a Tavy aj pravy okraj buda
maf hodnotu nového komponentu.

Ako teda bindrne vyhladavat? Sme v nejakom liste a chceme najst najblizsiu zmenu komponentu napravo
od nés. Budeme bublat smerom dohora. Ak sme pravé dieta, tak s tym ni¢ nenarobime. Ak sme lavé dieta, tak
najblizsia zmena je potencidlne v nasom sirodencovi alebo na hranici medzi nami. To vieme okamzite zistit
tak, Ze sa pozrieme na predpocitani informaciu. Inak pokracujeme v bublani dohora. Ak je nejakd zmena v
nasom surodencovi, tak bubleme dodola. Ak je zmena v jeho lavom synovi, tak ideme tam, inak je mozno na
rozmedzi a inak musi byt v pravom synovi. Potrvd ndm O(log N) ¢asu vybublat hore a dole a ndjst najblizsi
odlisny komponent. Pocas tohoto si treba dat pozor na spravne propagovanie lazy informacii.

Zmenili sme intervali na polootvorené, skomprimovali sme si siradnice, vytvorili Union-Find struktiru a
lazy intervalovy strom, zametdme jednym smerom. Pridanie jedného obdiznika potrvé O(log N) (Union-Find
operdcie sa amortizuji na O(1)). Obdlzniky neodoberdme, iba ich zaéneme ignorovat, ak su prili§ staré (ich
koncova stiradnica je mala). N4jdenie najbliziieho susedného obdiznika trva O(log N) a zavolame to O(N) krét.
Celkova ¢asova zlozitost je O(N log N), pamétovd O(N) a set sme pouzili iba pri kompresii siradnic.

Dodkazy

Diagonadla je urcena ako vsetky bunky, ktorych z +y = C.

Komponent s jednou zivou bunkou je trividlny pripad, takze predpokladame, ze kazdy komponent mé aspon
dve zivé bunky.

Lema 1: Ak mdme jeden komponent a diagondla x +y = C' je najmensia diagondla, ktord obsahuje Zivé
bunky, potom v dalsom kroku Ziadna bunka nebude na diagondle C' a nejakd bunka bude na diagondle C' + 1.

Dokaz: Pozrime sa na bunku s najva¢sim y na diagonile C'. KedZe ide o jeden komponent s aspon dvoma
bunkami, musi existovat aspon jedna bunka na poziciach <——1] 7. Pozicie 14— s v rozpore s tym, ze ide
o bunku s najvacsim y na diagondle C'. Pozicie |— st bunky na diagondle C + 1, ktoré vdaka tejto bunke tento
krok preziji, ¢o spiiia Lemu. Nakoniec pozicia 7 znamens, ze ak na pozicii — nie je Zivé bunka, v dalsom kroku
tam ozije, ¢o spltia Lemu.

Lema 2: Suvisly komponent v dalsom kroku zostane suvisly.

Dokaz: Sporom. Predpokladajme, ze sa komponent rozdelil.

Jedna moznost je, ze sa vytvoril novy komponent alebo komponenty, ktoré nie st napojené navzajom alebo
k p6évodnému. Na zaciatok si uvedomme, Ze nemdzu vzniknif dva rozne komponenty a zaroven vsetky bunky
z predchadzajiceho komponentu zaniknit. Staci sa teraz sustredif na to, ¢i moze vznikntat novy komponent,
ktory nie je napojeny na na nejaku prezivsiu bunku.

Prepokldajme, ze sa také stalo. Tento komponent bude mat tvar iba jednej diagondly. Bez ujmy na vse-
becnost zoberme najmensiu mozni diagonélu, teda jednu bunku (obdobny dokaz sa aplikuje na Iubovolne dlhd
diagonalu).
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10

Kedze vznikla nova bunka, ktora nie je na ni¢ napojend, obe bunky <1 ¢o ju stvorili musia zomriet a v jej
okoli «+——1] 7/ nesmu zostat zit ziadne:

-t
-t

A = A
- = fa
fx- = fx-

B-- = Bb-

V V V V

Kde 7 reprezentuji <1 bunky, na - nesmie byt ziva bunka a na A alebo B musi byt aspon jedna zivd bunka
(inak je toto cely komponent a Lema plat{). To ale sposobi, Ze na a alebo b vznikne bunka, ¢im dostdvame spor
s tym, e vznikla diagonala dizky iba jedna.

Alternativne sa komponent rozdeli tym, Ze niektora bunka zomrie.

-A
_TB
DC

V tomto pripade T je bunka ¢o v dalsom kroku zomrie, na - nesmie byt bunka a na ABCD musi byt aspon jedna
zivd bunka. Ak by na ABCD bola préave jedna alebo vSetky Styri zivé bunky, 1 nesposobi rozdelenie komponentu.
Ak na ABCD budu tri zivé bunky, tak je to iba jednoduchsia situdcia ako dve zivé bunky. Ak na ABCD budu
prave dve zivé bunky, méame 6 moznosti. Vieme si overit, ze pre ziadnu z nich sa komponent lokédlne nerozpadne,
pretoze bud zostand niektoré ABCD bunky zif alebo vdaka § vznikna nové. Pripady kedy AB, BC alebo CD zija su
trividlne. Nazorne si ukazeme pripad kedy AD st zivé a ostatné pripady by sa dali ukdzat obdobne. V dalSom
kroku urcite budta bunky BC zit a niektoré z AD mozno zomrt. Ak niektord z buniek AD preZije, na danej strane
komponentu ide o nezaujimavy pripad, kedZze komponent sa tam nerozpadne. Ak vsak povedzme A zomrie,
argument vieme posunut o jedna dalej, prepisat t->D, A->t1 a pozriet sa rovnako na tuto situaciu. Takto to
vieme posuvat dalej a dalej. AvSsak buniek je konecne vela, takze musime prist do pripadu, ktory je trivialny a
spliia Lemu. Nésledne spitne ukéZzeme, ze aj vSetky poposuvané situicie teda spiiiali Lemu.

Nie je to uplne najelegantnejsi, ale hadam to je validny dokaz...

Lema 3: Dva rézne komponenty sa nikdy nespoja.

Doékaz: Kedze komponenty st rézne, musi vzniknit nejakd nova bunka, ktora ich spoji. Na to, aby vznikla
bunka, musia existovat bunky <7. KedZe tieto dve bunky st susedné v /" smere, musia byt z toho istého
komponentu (inak spor). Novd bunka mus{ susedit s druhym komponentom. Ak by susedila v jednom z
smerov, tak mdme spor, ze komponenty si rézne (susedia s +1 bunkami). Ak je druhy komponent v smeroch
—, tak ndm to nepomdze, kedze v case, ked bunka vznikne, tieto bunky zomra. Dva rézne komponenty sa teda
nikdy nemoézu spojit. Preto sa r6zne komponenty ani nikdy neovplyvnia.

Lema 4: 'V suvislom komponente sa maximdlna siradnica X a'Y Zivych buniek v dalsom kroku nezmend.

Dokaz: Ukazeme dokaz pre maximéalne Y a ddkaz pre maximélne X je obdobny. Pozrime sa na bunku s
maximéalnym Y. Kedze ide o suvisly komponent s aspon dvoma bunkami, existuje aspon jedna ziva bunka v
smeroch <——1] 7/. Smery |,/ s v rozpore s tym, Ze tdto bunka ma maximdlne Y. Smery <7 sposobia, Ze
tato bunka v dalsom kroku prezije, ¢o spiﬁa Lemu. Smery — 7 sp6sobia, ze bunka — v dalsom kroku bude zit,
¢o spiﬁa Lemu.

Spojenim Lemy 1 a 4 sme ukazali, ze dizka prezitia komponentu je X +Y — C, kde X je maximéalna z
suradnica komponentu, ¥ maximélna y stradnica komponentu a C' je najmensia diagonala, teda najmensie
r + y spomedzi vSetkych buniek komponentu.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

struct UF {
vector<int> e;
UF(int n): e(n, -1) {}
int find(int x) { return e[x] < 0 ? x : e[x] = find(elx]); }
bool join(int a, int b) {
a = find(a), b = find(b);

if (a == b) return false;

strana 27 z 38 https://ksp.sk/



11

12

13

14

16

17

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

29

30

31

32

33

34

36

37

38

39

40

41

42

43

44

46

47

48

49

60

61

62

63

if (e[a] > e[b]) swap(a, b);
ela]l += e[b];
e[b] = a;

return true;

};

struct STval {
// x coordinate, color, contains color change
int maxi, c, firstc, lastc;
bool ch;

constexpr STval(): maxi(-1), c(-1), firstc(-1), lastc(-1), ch(false) {}
STval(int maxi, int ¢, int firstc, int lastc, bool ch):
maxi(maxi), c(c), firstc(firstc), lastc(lastc), ch(ch) {}

bool isempty() const { return ¢ == -1; }

static STval merge(const STval &a, const STval &b) {
bool ch = a.ch b.ch (a.lastc != b.firstc);
return a.maxi > b.maxi 7
STval(a.maxi, a.c, a.firstc, b.lastc, ch)
STval(b.maxi, b.c, a.firstc, b.lastc, ch);
}
void update(const STval &b) {
if (b.maxi > maxi) {
maxi = b.maxi;
c = b.c;
¥
ch = false;
firstc = b.firstc;
lastc = b.lastc;

};

// lazy ST with range set
struct ST {
using T = STval;

static constexpr T unit = STval();

int n;
vector<T> val, lazy;

vector<pair<int, int>> bound;

ST(int _n) {
for (n = 1; n < _n; n *= 2);
val.resize(2 * n, unit);
lazy.resize(2 * n);
bound.resize(2 * n);
for (int i = 0; i < n; ++i)
bound[n + i] = {i, i+1};
for (int i = n - 1; i > 0; --i)
bound[i] = {bound[2 * i].first, bound[2 * i + 1].second};
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void push(int i) {
if (lazy[i].isempty()) return;
vall[i] .update(lazy[i]);
if (i < n) {
lazy[2 * i].update(lazy[il);
lazy[2 * i + 1].update(lazy[il);
}

lazy[i] = unit;

void update(int cur, int qlo, int ghi, T v) {
if (ghi <= bound[cur].first bound[cur].second <= qlo) return;
if (qlo <= bound[cur].first && bound[cur].second <= ghi) {
lazy[cur] .update(v) ;
return;
}
push(cur);
for (int i: {0, 1}) update(2 * cur + i, qlo, ghi, v), push(2 * cur + i);

val[cur] = STval::merge(val[2 * cur], val[2 * cur + 1]);

T query(int cur, int qlo, int ghi) {
push(cur);
if (qhi <= bound[cur].first bound[cur].second <= qlo) return unit;
if (qlo <= bound[cur].first && bound[cur].second <= ghi) return val[cur];

return STval::merge(query(2 * cur, qlo, ghi), query(2 * cur + 1, qlo, ghi));

// find leftmost index ind in from qlo for which wvall[ind-1] != val[ind]
int find_next_change(int qlo) {

if (qlo >= n) return n + 1;

{
int path[30], len = 0;
for (int cur = n + qlo; cur > 0; cur /= 2)
path[len++] = cur;
for (int i = len - 1; i >= 0; --i)
push(path[i]);
}

int res = n + 1;
for (int cur = n + qlo; cur > 0; cur /= 2) {
if (!vall[cur].ch) continue;
assert(cur < n);
push(cur * 2); push(cur * 2 + 1);
if (vallcur * 2].lastc != vallcur * 2 + 1].firstc) {
int r = bound[cur * 2 + 1].first;

if (r > qlo) res = min(res, r);

int cur = n + qlo;
for (; cur > 0; cur /= 2) {
if (cur % 2 !vallcur + 1].ch) // we are right child or there is no change

continue;
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cur += 1;
break;
¥
if (cur == 0) return n + 1;
assert(cur < n);
assert(val[cur].ch);
while (cur < n) {
push(cur * 2); push(cur * 2 + 1);
if (vall[cur * 2].ch) cur = cur * 2;
else if (vallcur * 2].lastc != vallcur * 2 + 1].firstc) {
cur = bound[cur * 2 + 1].first;
break;
} else if (vallcur * 2 + 1].ch) cur = cur * 2 + 1;
else assert(false); // st is mangled up
}
assert(cur < n); // we should not end up in leaf
res = min(res, cur);

return res;

};

struct Rect {
int x1, y1, x2, y2, i;
};

UF find_components(vector<Rect> Rs) {
set<int> xs, ys;
for (auto &r: Rs)

xs.insert(r.x1), xs.insert(r.x2), ys.insert(r.yl), ys.insert(r.y2);

unordered_map<int, int> xmap, ymap;

{
int 1 = 0;
for (auto x: xs) xmap([x] = i++;
i= 0;
for (auto y: ys) ymaply]l = i++;
}

for (auto &r: Rs) {
r.x1 = xmapl[r.x1];
r.x2 = xmap[r.x2];
r.yl = ymap[r.y1];
r.y2 = ymaplr.y2];

sort(Rs.begin(), Rs.end(), [](const Rect &a, const Rect &b) {
return a.x1 < b.x1;

B;

ST st(ymap.size());
UF uf (Rs.size());
for (auto &r: Rs) {
{ // topleft corner is spectal
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auto gqres = st.query(l, r.yl-1, r.yl);
if (qres.maxi > r.x1) uf.join(r.i, gres.c);
}
int qlo = r.yl1, ghi = qlo + 1, maxq = r.y2;
while (qlo <= maxq) {
auto gres = st.query(l, qlo, min(ghi, maxq + 1));
if (qres.maxi >= r.x1) uf.join(r.i, gres.c);
qlo = ghi;
ghi = st.find_next_change(qlo);
}

int col = uf.find(r.i);

st.update(l, r.yl, r.y2, {r.x2, col, col, col, falsel});

return uf;

void solve() {

int Rn;
cin >> Rn;

vector<Rect> Rs(Rn);
for (int i = 0; i < Rn; i++)
Rs[il.i = 1i;
for (auto &r: Rs) {
cin >> r.x1 >> r.yl >> r.x2 >> r.y2;

--r.xl, —-r.yil;

auto uf = find_components(Rs);

vector<int> minxy(Rn, 2.1e9), maxx(Rn, -1), maxy(Rn, -1);
for (int i = 0; i < Rn; i++) {
int ¢ = uf.find(i);
minxy[c] = min(minxy[c], Rs[i].x1 + Rs[i]l.y1);
maxx[c] = max(maxx[c], Rs[i].x2 - 1);

maxy[c] = max(maxyl[c], Rs[i]l.y2 - 1);

int res = 0;
for (int i = 0; i < Rn; i++)

res = max(res, 1 + maxx[i] + maxy[i] - minxy[i]);

cout << res << '\n';

int main() {

cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

int TC;
cin >> TC;
while (TC--) solve();
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Eliska
8. Aquamarinové gulicky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prerekvizity: Kruskalov algoritmus (vediet, ako a preco funguje), union-find, binary-lifting (budeme pouzivat
takd tu tabulku ¢o staviame ked chceme hladat LCA) a DFS.

Implementacia tejto tlohy je pomerne naroc¢na a je lahké sa v nej zamotat, ak si po preéitani vzoraku stale
nie si isty, ako na to, odporucam zacat preriesenim si nasledujtcich tloh z testovac¢a KSP: Sneh, Kostry, Pocet
komponentov, Najnizsi spolo¢ny predok, Vzdialenost v strome.

A uz dost reci, ide sa na vec!

Dolny odhad na odpoved

Najprv sa zamyslime, ze kolko hrdan musime pridat po odobrati vrchola ¢ a vSetkych hran, ktoré s nim
susedia.

Nech jeho stupeii (teda pocet hrén, ktoré s nim susedia) je d;. To znamen4, Zze mdme d; komponentov, ktoré
musime pospdjat. Lahko si rozmyslime, ze vzdy vieme pridat hranu ktora spoji dva komponenty, a zaroven
nikdy nevieme hranou naraz spojit viac ako dva komponenty, preto v optimalnom rieseni pridame d; — 1 hréan.

Teraz musime urcit, aky najmensi siucet hran novo pridanych hran vieme dosiahnut. V prvom rade, kedze
kazda hrana spédjajica dva rozne vrcholy ma cenu aspon 1, celkovy stucet musi byt aspon d; — 1. V pripade, ze
i nie je 1 ani n, vieme urobit dalsie jednoduché pozorovanie: ak neexistuje hrana, ktord spdja vrchol s ¢islom
mensim ako ¢ s vrcholom s ¢islom vacsim ako ¢, tak jedna novo pridana hrana bude mat urcite cenu aspon dva.
Preco? Mozeme si uvedomit, ze kazdé takdto hrana mé cenu aspon dva, no a zaroven urcite aspon jednu takito
hranu potrebujeme, ind¢ by novy graf nebol suvisly (vieme ho rozdelit na tie malé a na tie velké vrcholy). To
znamend, ze v tomto pripade celkovy siucet musi byt aspon d;.

Vieme najst aj nejaké dalsie dolné ohranic¢enia na to, ze aka velkd musi byt td vysledna cena? Nie? Ako
uvidime neskdr, tento odhad je skutocne optimalny. Zaroven existuje niekolko sposobov ako implementovat
vyssie opisané pocitanie hran a cien, podla presnej casovej zlozitosti mézeme za toto riesenie ziskat 2 az 4 body.

Listing programu (C++)

// 0(n log n) riesenie, len pocitame odpoved
#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <map>

#include <queue>

#include <random>

#include <set>

#include <string>

#include <vector>

typedef long long 11;

using namespace std;

const int inf = 1e9 + 5; // nekonecno
struct interval
// reprezentuje interval [l, r], prvky pridavame cez upd () a [l, 7] je vzdy najmensi interval

— ktory pokryva vsetky pridane prvky

{

int 1, r;

interval() { 1 = inf, r = -inf; }

void upd(int x) { 1 = min(1, x), r = max(r, x); }
};

vector<vector<int> > g; // vstupny graf
vector<vector<interval>> m;
// pre kazdy vrchol si zistime intervaly pokryvajuce komponenty na ktore sa strom rozpadne ked ho

— odstranime
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vector<interval> s; // pre kazdy podstrom st zistime najmensie a najvacsie cislo vrcholu v nom

void dfsi(int u, int p)

{

}

if (p !'= w)
{
glul .erase(find(g[ul .begin(), glul.end(), p));

// odstranime otca z mojich susedov aby tam ostali len moje dett

// inak pozor ked pouzivas funkctie find a erase, casova zlozitost

// je linearna od velkosti vrcholu z ktoreho mazes
}
s[ful].1 = s[ul.r = u;

for (int v : glul)

{
dfsi(v, w;
m[u] .push_back(s[vl); // pridame interval podstromu dietata medzi moje intervaly
s[ul .upd(slv].1);
s[ul .upd(slv].1);
}

// ideme pre kazdy vrchol spocitat interval prisluchajuci podstromu ktory ma jeho otec ked

—

zoberieme prec tento wvrchol

void dfs2(int u, interval otcov)

{

int

vector<interval> pf(glul.size() + 1), sf(glul.size() + 1);
pf[0] = otcov, sf[0] = otcov;

pf[0].upd(w), sf[0].upd(w);

// ok teraz detom musim pomoct spocitat tie intervaly tiez
for (int i = 0; i < glul.size(); i++)

{

pfli + 1]

11 .upd(slglul [glul .size() - 1 - il]l.r);

}
for (int i = 0; i < glul.size(); i++)
{
interval now = pfl[il;
now.upd(sf [g[u] .size() - i - 1].1), now.upd(sf[gl[ul .size() - i - 1].r);
if (otcov.l != inf) m[u] .push_back(otcov);
dfs2(glul [i], now);
}
main()

ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0); // rychle nacitavanie
int t;
cin >> t;
while (t--)
{

int n;

cin >> n;

pflil, pfli + 1].upd(slglul [1]1]1.1), pfli + 1].upd(s[glul [i]].r);
sf[i + 1] = sf[i], sf[i + 1].upd(s[glul [glul .size() - 1 - i]11.1), sf[i +

// ideme wvycistit vsetky polia - velmi dolezite pri ulohach s viacerymi vstupmi!
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g.assign(n, {}), s.assign(n, interval()), m.assign(n, {});
// nacitame strom a spustime predpocitavanie
for (dnt i = 0, u, v; i <n - 1; i++) cin >> u >> v, g[--u].push_back(--v),
— glv] .push_back(u);
dfs1(0, 0);
dfs2(0, interval());
for (int i = 0; i < n; i++)
{
if (gli].empty())
{
// som list - strom zostane cely aj bez mna, takze netreba nic robit
cout << "0 O\n";
continue;
}
int edges = glil.size();
if (!i) edges--; // koren nema otca
int coins = edges;
bool overlap = false; // mame interval ktory prekryva 1
for (interval in : m[i])
{
if (in.1 <= i &% i <= in.r)
{
overlap = true;
}
}
if (loverlap &% 0 < i && i + 1 < n)
{
coins++;
}
cout << edges << " " << coins << "\n";
for (int j = 0; j < edges; j++) cout << "0 O\n";
cout << "\n";
}
}
return O;
}

Ako skonstruovat hladani mnozinu hran?

Najprv taka tvaha na uvod, aky algoritmus by sme asi mohli pouzit na postavenie toho nového grafu?
Pridavame hrany tak aby sme mali stuvisly graf a chceme ¢o najmensiu cenu.. To znie presne ako Kruskalov
algoritmus. Co by sme teda mohli urobit je, Ze nejakym spdésobom najdeme mnozinu hran a potom na nich
pustime Kruskalov algoritmus aby nasiel najlacnejsi sposob, ako vybrat podmnozinu hran tak, aby bol vysledny
graf suvisly.

Jeden jednoduchy priklad na takito mnozinu st hrany (1,2),(2,3),...,(i — 1,7+ 1), ..., (n — 1,n). Lahko si
mdzeme rozmysliet, Ze kedZe sami o sebe tvoria stvisly graf (az na odstraneny vrchol i), tak ak na rozpadnutom
grafe 4+ tejto mnozine spustime Kruskalov algoritmus, dostaneme tiez suvisly graf. Ddélezité pozorovanie: Iné
hrany ako tie v tejto mnozine sa ndm ani neoplati pouzivat. Skutocne, ak by sme v optimalnom rieseni mali
hranu medzi (a,b),a+1 < b (pre jednoduchost uvazujme pripad b < i, ostatné sa dokazuji podobne), mohli by
sme ju nahradit hranami (a,a + 1), (a + 1,a + 2), ..., (b — 1,b), cena sa nezmeni a ak boli predtym dva vrcholy
spojené, urcite budu spojené aj teraz. No lenze graf bol suvisly uz aj predtym, a my sme teraz nejaké hrany
pridali, to znamend, ze sa vytvoril aspon jeden novy cyklus. To znamend, Ze nejaké z novych hran moézeme
odstréanit, graf bude nadalej stvisly a dokonca este lacnejsi a to je spor s tym, ze sme predpokladali, Ze riesenie
bolo optimélne.

Teraz uz vieme urobit O(n?logn) rieSenie za 4 body - postupne sktisime odobrat kazdy vrchol i a hrany s
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10

11

12

13

14

nim susediace, ostatnym p6vodnym hrandm priradime cenu 0, nésledne priddme hrany (1, 2),(2,3),...,(i—1,i+
1),...,(n — 1,n) (kazdej priradime cenu rovnu jej kontrastu) a ndjdeme minimélnu kostru, ako sme ukézali, to
je optimélna mnozina hran ktort chceme v grafe mat po tomto odobrani. Ak este tieto sady vyrieSené nemas,
odporucam si ist toto rieSenie ihned naprogramovat skér nez sa pustis do ¢itania zvysku vzoradku. Moze sa ti
neskor hodit aj ako bruteforce, proti ktorému mozno testovat nefungujiice rychlejsie rieSenia.

Vzorové riesenie

Ako uvidime zachvilu, rieSenie na plny pocet bodov mé v principe rovnaki myslienku, ale nemdzeme si
dovolit zakazdym staviat také velké kostry. Ozna¢me si mnoziny vrcholov patriacich do toho istého kompo-
nentu po odobrati vrcholu i ako C;(1),C;(2),...,C;(d;). Prichddza asi najtrikovejSie pozorovanie celej ilohy:
Existuje optimdlne rieSenie, ktoré priddva len hrany spomedzi (min(C;(1)) — 1, min(C;(1)), ..., (min(C;(d;)) — 1,
min(C;(d;)), (max(C; (1)) — 1, max(C;(1)), ..., (mazx(C;(d;)) — 1, max(C;(d;)), (i — 1,i + 1).

Odportcam sa v tomto momente zastavif, nakreslit si niekolko prikladov, ze ako tdto mnozina vyzera pre
konkrétne grafy a pokusit sa najprv samostatne dokazat, preco je optimélna.

Dokaz trikového pozorovania: Najprv ukazeme, Ze po pridani vSetkych navrhovanych hran bude graf opét
suvisly. Ak by to nebola pravda, ozancme si a¢ najmensi vrchol taky, ze vrcholy a a a + 1 st v réznych kompo-
nentoch. Ak a # 4,4 — 1 tak potom a + 1 je zjavne najmensi vrchol vo svojom komponente (lebo zjavne vSetky
vrcholy 1, ..., a si v rovnakom komponente) a preto existuje hrana z a + 1 do a ktord sme mohli pridat a zvysit
tym pocet suvislych komponentov. Ak a = i alebo a = i + 1, spor sa ukéze velmi podobne, stac¢i sa pozriet
bud na dvojicu (a,a + 2), alebo na dvojicu b,b + 1, kde b je druhy najmensi vrchol taky, ze b a b+ 1 nie st
v rovnakom komponente. Teraz uz len staci ukéazat, ze kostra ktort najdeme bude skutocne najlacnejsia. To
si vieme rozmysliet tak, Ze sa pozrieme na to, ¢o spoja hrany dizky 1 - uvidime, Zze dva komponenty, a teda
potreba pridat hranu dizky 2, vznikne len a len vtedy, ak v pévodonom grafe neexistovala hrana spajajica
vrchol s mensim ¢islom ako ¢ a vrchol s vacsim cislom ako ¢, teda cena najdend tymto riesenim sa zhoduje s
dolnym odhadom na cenu najdenym na zaciatku vzoraku.

Na to, aby sme efektivnejsie vedeli simulovat hladanie kostry ju nebudeme staviat na celom pévodnom grafe,
ale len na susedoch vrcholu i. Ked rozmyslame, ¢i pridat nejakd hranu, nahradime ¢isla vrcholov jej koncov
¢islami susedov vrcholu 4, do ktorych komponentov tieto vrcholy patria. Toto vieme robit pomocou techniky
znamej ako binary lifting.

Pre samotny Kruskalov algoritmus si postavime union find, ale aby sme nemuseli to pole predkov a velkosti
vzdy vytvorit nanovo, pouzijeme zakazdym to isté pole, ale medzi jednotlivymi iterdciami mazania vrcholov
vzdy napravime tie hodnoty, ktoré sme prave menili (¢ize policka zodpovedajiice susedom vrcholu ).

Tiez si na samotnom zaciatku pre kazdu hranu spocitame minimum a maximum v dvoch komponentoch ktoré
dostaneme po jej odobrati, toto sa d4 napriklad pomocou dvoch DFS: zakorenime si strom v [ubovolnom vrchole
a najprv spocitame minimum a maximum pre podstrom kazdého vrcholu a potom pomocou nich spocitame tieto
hodnoty aj pre tie “opacné” podstromy.

Vdaka tomuto predpoéitavaniu vieme néjst rieSenie po zmazani vrcholu ¢ v ¢asovej zlozitosti O(d; logn), ¢o
sa s¢ita na celkovi ¢asovi zlozitost O(nlogn).

Pamiétovd zlozitost je tiez O(nlogn), bottle-neck je pole predpoéitanych hodndt pre binary lifting.

Listing programu (C++)

// 0(n log n) wzorove riesenie
#include <algorithm>

#include <iostream>

#include <map>

#include <queue>

#include <random>

#include <set>

#include <string>

#include <vector>

typedef long long 11;

using namespace std;

const int inf = 1e9 + 5, logn = 17; // nekonecno a log n (aby sme vedeli najst k-teho predka)

struct interval
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// reprezentuje interval [l, r], prvky pridavame cez upd () a [l, r] je vzdy najmensi interval

— ktory pokryva vsetky pridane prvky

{

int 1, r;

interval() { 1 = inf, r = -inf; }

void upd(int x) { 1 = min(1, x), r = max(r, x); }
};

vector<vector<int> > g; // wstupny graf

vector<int> d; // hlbky vrcholov

vector<vector<int> > 1; // binary lifting

vector<vector<interval>> m;

// pre kazdy vrchol si zistime intervaly pokryvajuce komponenty na ktore sa strom rozpadne ked ho
— odstranime

vector<int> p; // rodicta v union finde (pozor, nie rodicia v strome)

// nasleduju klasicke union find funkcie

int root(int i) { return i == p[i] 7 i : p[i] = root(pl[il); }

bool merge(int i, int j)

{
i = root(i), j = root(j);
if (i == j) return false;
plil = j;
return true;

¥

// koniec union findu
vector<interval> s; // pre kazdy podstrom st zistime najmensie a majvacsie cislo vrcholu v nom

void dfs1(int u, int p)

{

if (p '= w

{
glul .erase(find(glul] .begin(), glul.end(), p));
// odstranime otca z mojich susedov aby tam ostali len moje dets
// inak pozor ked pouzivas funkcie find a erase, casova zlozitost
// je linearna od velkosti vrcholu z ktoreho mazes

}

// tdeme vypocitat skoky 1, 2, 4, 8, ... wrcholov nahor aby sme vedeli hladat k-teho predka

1[0][ul = p;

for (int i = 1; i < logn; i++) 1[il[ul = 1[i - 11[101i - 11[ull;

s[ul.l = slul.r = u;

for (int v : glul)

{
dlv] = d[u] + 1;
dfsi(v, u);
m[u] .push_back(s[vl); // pridame interval podstromu dietata medzi moje intervaly
s[ul .upd(s[v].1);
s[ul .upd(slv].n);

}

}

// funkcia ktora zisti, v podstrome ktoreho suseda u sa nachadza vrchol v
int cislo_suseda(int u, int v)
{
if (d[v] <= d[ul) return (u == v ? u : 1[0][ul);
int k = d[v] - d[ul - 1;
for (int i = logn - 1; i >= 0; i—-) if ((1 << i) <= k) k -= (1 << i), v = 1[i]l[v];
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66

67

68

69

70

71

72

73

T4

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

929

100

102

103

105

106

107

109

110

111

113

114

}

if (1[0] [v] == u) return v;
return 1[0] [ul;

// ideme pre kazdy vrchol spocitat interval prisluchajuci podstromu ktory ma jeho otec ked

>

zoberieme prec tento wrchol

void dfs2(int u, interval otcov)

{

int

—

—

vector<interval> pf(glul].size() + 1), sf(glul.size() + 1);
pf[0] = otcov, sf[0] = otcov;

pf [0] .upd(u), sf[0].upd(u);

// ok teraz detom musim pomoct spocitat tie intervaly tiez
for (int i = 0; i < glul.size(); i++)

{

pfli + 1] pflil, pfli + 1].upd(slglul [i]]1.1), pfli + 1].upd(slglul [i]].r);
sfli + 1] = sf[il, sfl[i + 1].upd(sl[glul [glul.size() - 1 - i11.1), sf[i +
1] .upd(slglul [glul .size() - 1 - ill.r);

}
for (int i = 0; i < glul.size(); i++)
{
interval now = pfl[il;
now.upd(sf[glul .size() - i - 1]1.1), now.upd(sf[glul.size() - i - 1].r);
if (otcov.l != inf) m[u].push_back(otcov);
dfs2(glul [i], now);
}
main()

ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0); // rychle nacitavanie
int t;
cin >> t;
while (t--)
{

int n;

cin >> n;

// ideme wvycistit vsetky polia - velmi dolezite pri ulohach s viacerymi vstupmi!

g.assign(n, {}), s.assign(n, interval()), m.assign(n, {}), l.assign(logn, vector<int>(m,

0)), d.assign(n, 0), p.assign(n, -1);

// nacitame strom a spustime predpocitavanie

for (int i = 0, u, v; i <n - 1; i++) cin >> u >> v, g[--u].push_back(--v),
glv] .push_back(u);

dfs1(0, 0);

dfs2(0, interval());

for (int i = 0; i < n; i++)

{
if (glil.empty())
{
// som list - strom zostane cely aj bez mna, takze netreba nic robit
cout << "O O\n";
continue;
}

if (i) glil.push_back(1[0][i]);
for (int j : glil) p(jl = j;
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128

129

130

131

132

133

134

135

136

138

139

—

int edges = gl[i].size() - 1, coins = 0;

vector<pair<int, int> > ans; vector<pair<int, int> > v;

// najdeme relevantne hrany a skusime ich pridat

for (interval j : m[i]) v.push_back({ j.1, j.1 - 1 }), v.push_back({ j.r, j.r + 1 });

for (pair<int, int> j : v)

{
if (j.second >= 0 &% j.second < n && j.second != i)
{
// ideme st wvypoctitat ktorych dvoch mojich susedov sa tyka tato hrana
int a = cislo_suseda(i, j.first), b = cislo_suseda(i, j.second);
// pozrieme sa ci ju chceme zobrat
if (merge(a, b)) ans.push_back(j);
}
}

// skontrolujeme ci este treba pridat tu specialnu hranu s cenou dva

if (i && i + 1 < n && merge(cislo_suseda(i, i - 1), cislo_suseda(i, i + 1)))
ans.push_back({ i - 1, i + 1 });

// spocitame kolko mincti nas to vlastne stalo a vypiseme odpoved

for (pair<int, int> j : ans) coins += abs(j.first - j.second);

cout << edges << " " << coimns << "\n";
9 1 1 1 . 1 1 n n 1 n ".
s : . . ;
for (pair<int, int> j ans) cout << j.first + 1 << << j.second + 1 << "\n
cout << "\n";
}
}
return O;

https://ksp.sk/ strana 38 z 38




