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Vzorové rieSenia 2. kola zimnej Casti

Prutky
1. Prvy medzihviezdny fastfood (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako prvé si mdzeme vsimnit, ze ked chceme najst stred najmensieho obdiznika, ktory obsahuje vietky znaky
#, tak musime néjst okraje tohto obdlznika. Stred ziskame tak, ze ndjdeme stred medzi pravym a lavym okrajom
a stred medzi hornym a dolnym okrajom. Ako vSak vieme tieto okraje néjst?

UkéZeme si to pre pravy okraj. Aby sme dostali pravy okraj, musime néjst taky stipec, pre ktory plati,
ze vsSetky znaky # si bud v nom alebo nalavo od neho. Takze s poziciou x mensou alebo rovnou tomuto
stipcu. Kedze chceme najmensi obdiznik, tak chceme najlavejsi takyto stipec. A ten bude obsahovat #. Ak by
neobsahoval #, tak by sme mohli stipec posunit viac dolava a stéle by sme mali platny obdlznik. Takze ndjdeme
najlavejsi stipec, ktory obsahuje # a to bude pravy okraj.

Takto sa vieme pozriet na vsetky okraje. Dojdeme k tomu, ze hladame poziciu najvyssieho, najnizsieho,
najviac vlavo a najviac vpravo polozeného #, a to budu okraje naseho obdlznika.

Ako vieme teda najst # ktoré je najviac vlavo a ktoré je najviac v pravo? Modzeme si prejst celé pole a v
kazdom riadku najst prvy a posledny vyskyt # a nasledne tieto hodnoty porovnat s doterajSimi krajnymi #.
Ak st viac na kraji, ako doterajsie maximum tak si ho prepiSeme. Takto ziskame stradnice z; a x, a vysledna
hodnota z pre stred obdlZnika bude ich priemerom.

Horné a dolné # zistime tak, ze ked budeme prechadzat kazdy riadok a narazime na prvé #, tak tento riadok
bude horny okraj. Ulozime si ho do y,. Spodnym okrajom bude posledny riadok, v ktorom sme uvideli #. Ten
si oznacéme ako y4. y-ova stiradnica stredu bude teda priemer y; a yq.

Pri rieSeni si treba dat pozor, & na vstupe bolo aspoti raz #. Ak nie, musime vypisat stred odlznika tak, aby
bol stredom celej galaxie. Takze 0-tého a  — 1-ého stlpca a 0-tého a y — 1-ého riadka.

KedZe na vstupe dostdavame postupne riadky, vieme ich vyhodnocovat tiez postupne. Tym vieme znizit
pamétovi zlozitost ndsho riesenia na O(z). Kebyze velmi chceme, vstup vieme naéitavat znak po znaku, ¢im
dosiahneme konstantnii pamétovu zlozitost. To ale naprogramovat v pythone nie je az také jednoduché a pre-
sahuej to rdmec tohoto vzordku. Ako to spravit v C++ si moZete pozriet vo vzorovom rieseni (ktoré pribudne po
doprogramovédvani).

Casové zlozitost bude O(x - %), kedze musime prejst cely vstup. Pre kazdy znak spravime konstantne vela
operacii.

Vladko
2. Laktovana (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Rozoberme si tlohu po pripadoch, ktoré mézu nastat

1. Majoritny element: Pretoze hladdme dizku najkratSieho stringu, sa v tomto pripade budeme snazit
ulaktovat ¢o najviac ¢lenov majoritného timu. Teda rieSenim bude priradit kazdého, kto nie je z majorit-
ného timu k niekomu z majoritného timu. Teda ak je v nejakom time viac hracov ako vsetkych zvysnych
hracov, tak odpoved je jednoducho X — (N — X), kde X je pocet hrd¢ov v najpocetnejSom time a n je
pocet vsetkych hracov. N — X je pocet hracov vsetkych zvysnych timov, a teda rozdiel poc¢tu hracov v
najpocetnejSom time a vSetkych zvysnych hracov je minimalny pocet hracov, ktorym neostane siiper, teda
preziju.

2. Iba jeden tim: Vtedy je odpoved pocet vsetkych hracov, pretoze sa nemd kto laktovat.
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3. Ostatné pripady: Vsimnime si, ze v tomto pripade vieme vytvarat dvojice az kym ndm neostane iba
jeden alebo nula hracov. Kedze stile odoberame po dvoch hracoch, teda po parnym pocte, tak sa ndm
parita zachova az dokonca. Teda odpoved je zvysok po deleni dvojkou pévodného poctu hracov.

Casova a Pamatova zlozZitost:

Potrebujeme jeden prechod stringom na to, aby sme si zapamétali pocty vyskytov pre kazdé pismenko.
Pismenkd si m6zeme pamétat v obycajnom poli velkom 26 tak, ze a by bolo na indexe 0 a z na indexe 25. Toto
vieme v linedrnom case, teda v 0(n).

Dalej uz len néjdeme maximum v poli velkom 26, ¢o je 0(1), a skontrolujeme par podmienok, ¢o je tiez
0(1).

Teda celkova ¢asova zlozitost je 0(n).

Co sa tyka pamite: Teoreticky si vieme naditavat znaky zo vstupného stringu po jednom a pamétat si len
pole velké 26. Teda pamétova zlozitost je 0(1), samozrejme ale akceptujeme aj ked niekto uviedol 0(n).

Fipo
3. Asteroidné T-rexy atocia (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zaciato¢né pozorovania

Rozdelme si kravy na dva druhy: 1) pomalé - tie, ktoré nestihni dobehnit do chlieva ani keby ich neblokovala
7iadna ind krava 2) rychle - tie, ktoré stihnt dobehnit do chlieva ak ich nebude blokovat Ziadna ind krava

Ak je nejaka krava za pomalou, tak sa nemd Sancu dostat do chlieva bez toho, aby Ralbo zodvihol ta
pomali. Ak nejaka rychla krava narazi na pomald, tak v ten moment Ralbo urcite nespravi zodvihnutie naviac,
ak zdvihne ti pomali. Ak by ti pomali nezdvihol hned, tak by sa ta rychla nemusela dostat do chlieva.

Ak nejaka rychla krava narazi na pomalsiu rychlu, tak sa obe stihnt dostat do ciela, takze ich vymena by
bola zbytoc¢na.

To znamend, ze na vyriesenie tlohy potrebujeme najst p rychlych krav, ktoré si najblizsie k chlievu. Potom
pre kazdu rychlu kravu potrebujeme zistit, kolko pomalych je pred nou.

Bruteforce

Spravime si pole boolov, ktoré si oznacime napriklad A. V tomto poli si pre kazda kravu budeme pamétat, ¢i
je pomala alebo rychla. To, ¢i je krava rychla spocitame tak, ze vydelime jej vzdialenost od chlieva jej rychlostou
a zistime, ¢i je mensi ako ¢as prichodu t-rexov (dé sa to zvlddnut aj bez delenia, to nechdm na vés :)). Ked
nijdeme rychlu kravu na indexe 7 a nemame este p krav Tak prejdeme polom od 0-tého indexu po i—1 a za kazdu
pomalii pripo¢itame k odpovedi 1. Nakoniec uz iba vypiseme odpoved. Toto rieSenie ma ¢asovii zlozitost O(n?)
kedZe pre kazdu kravu potrebujeme skontrolovat vSetky pred miou. Pamétovi mé O(n), pretoze si pamétdme
pole krav.

Zaujimava myslienka
Nés nezaujima, kedy sme narazili na pomala kravu. Pre kazdd rychlu kravu potrebujeme vediet iba kolko
pomalych krav je pred nou. Na to nepotrebujeme pole, sta¢i nam na to iba jedna premenna.

Optimalne rieSenie

Ozna¢me si premment slow, kde si budeme pamétat pocet pomalych krav, ktoré sme uz videli. Vzdy, ked
pride krava, skontrolujeme, ¢i je pomald. Ak je pomald, inkrementujeme slow. Ak je rychla, tak k odpovedi
pripo¢itame aktudlnu hodnotu slow. Toto rieSenie méa ¢asovi zlozitost O(n), pretoze kazdd kravu spracujeme
v konstantnonm ¢ase. Pamétovi mé O(1), pretoZe si potrebujeme paméitat len konstante vela premennych.

MisQo

4. Nekonciaca Existencna Kriza (max. 10 b za popis, 10 b za program)
Vzorak tejto tlohy ¢aka na koniec série Prasku, potom sa tu objavi.

, Sebik

5. Era fanasika hviezdnych bitiek (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Standardny paviik je v informatickych pojmoch vlastne tiplny binarny strom, ¢o je taky strom, pre ktory ma
kazdy vrchol okrem listov (tych naspodu) prave dvoch synov. V nasom pripade mé kazdy zépas, teda vrchol,
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cenu, a v listoch (timy) méme uloZené, kolko najviac zapasov si vieme dovolit vymeskat pre tento tim. Hladdme
teda nejakd mnozinu vrcholov, ktord by spliala, ze pre kazdy tim (list) je na jeho ceste do korena (finale)
najviac a; nekipenych zapasov.

Bruteforce

Najprv sa pozrime na to, ¢o sa dalo robit s druhou sadou, kde sme mali zapasov najviac 16. Tu sme vedeli
vyskusat kazdd kombinaciu zapasov a skontrolovat, ¢i ndm pokryje timy tak ako chceme, a potom z tych
fungujucich vybrat ta najlacnejsiu. Na to by sme potrebovali vygenerovat kazdi kombinaciu. To vieme spravit
napriklad tak, ze sa pre kazdy vrchol rozhodneme, ¢i do mnoziny ktord kupujeme patri alebo nie, a teda mame
dve moznosti pre 2" zépasov, teda totdlne musime vyskasat 22 moznosti. Pre kazdi moznost potrebujeme vsak
skontrolovat, ¢i naozaj pokryva timy podla zadania. To vieme spravit DFSkom v ¢ase O(2"), kedy si budeme
jednoducho pocitat, kolko zadpasov sme na ceste od findle k timu kupili. Celkova ¢asova zlozitost je teda 0(227‘),
¢o je naozaj pomalé, ale pre ttto sadu to staci.

Zaujimava myslienka

Pozrime sa teraz na prva sadu, kde maju vSetky zdpasy rovnaki cenu. Urcite sa nam teda vzdy oplati pre
kazdy tim kupovaf tie zapasy, co by mohli hrat najneskor, lebo tymto pokryjeme najvicsie mnozstvo timov.
Teda ak pre nejaky tim potrebujeme mat kipeny aspon jeden zapas, tak sa nam urcite oplati kipit finale,
pretoze to stoji rovnako ako iné zapasy a este ndm to pokryje najviac inych timov. Teda nas vysledny strom
bude vyzerat asi tak, Ze si pre kazdy tim nechdme prvych a; zdpasov nektipenych, a potom zvysné az do findle
kipime. Toto ndm pekne pokryje vSetky timy, a vieme tento algoritmus pekne spravit DFSkom v O(r2"), ¢o
uplne staci.

Nieco vSeobecnejsie

(Tu uz referujem na zépasy ako na vrcholy) Co by sme vSak museli spravit, ak by sa ndm zrazu tie ceny
listkov vselijako pomenili? Povedzme, Ze sme si uz vyplnili strom tak ako v prvej sade, a zmenili sa nam ceny.
Ako vieme zistit, ¢o sa ndm uz teraz neoplati? No a tu prichddzame k zaujimavej myslienke: RieSenie nie je
optimalne, ak kupujeme vrchol A, a v jeho podstrome existuju také nekupené vrcholy s cenou v
stcte mensou ako A, Zze ak by sme nekupili A a kupili tieto vrcholy, rieSenie je validné. Hladdme
teda, ¢i nevieme nejaky vrchol jednoducho nahradit nejakymi inymi z jeho podstromu, ktoré si v sticéte lacnejsie.
Napriklad, namiesto findle by sa ndm mozno mohlo oplatit kipit oboje semifinale. Ako by sme to mohli spravit?

Vieme pustit nejaké DFS z naseho vrcholu A. Pre kazdy vrchol, ktory navstivime, sa ho opytame: ndjdi
mi, ako najlacnejsie by si mohol pokryt timy vo svojom podstrome este jednym zdpasom (to je ten, ktory
odstranujeme vyssie vo vrchole A). Potom ked obaja synovia posld tito hodnotu, mdme dve moznosti. Bud je
optiméalne ten zapas v A v tomto podstrome nahradit tymto vrcholom, alebo nejakymi z jeho podstromov. A
tak sicet tych hodndt od synov porovndme s cenou vrcholu, v ktorom sme (ak uz nie je kiipeny). Ta lepsiu
cenu poslem svojmu rodic¢ovi. Potom ked pridem do A, uz viem, ako najlacnejsie by bolo mozné “nahradit” to,
Ze odstranime tento vrchol A.

Takze odhora si pre kazdy aktudlne kupeny vrchol skontrolujem, ¢i ho neviem nejako lacnejSie nahradit
vrcholmi v jeho podstrome. Je dolezité, aby som to robil odhora, pretoze takto ked uz prejdem tie horné vrcholy
mam garantované, ze si v optimalnom stave. Musim si vSak daf pozor na to, aby som nejaky tim nepokryl
viac ako potrebujem. To vyriesim napriklad tak, ze v kazdom vrchole si pamétam, o kolko viac zapasov ako
aktudlne potrebuje ma nad sebou. Toto vieme tiez updatovat DFSkom po kazdej iteracii. Kadzé spustené DFS
ndm potrva O(2"), tak zlozitost celého algoritmu bude O(2" % 2"). Takéto rieSenie by ndm stacilo na ziskanie
6tich bodov, za predpokladu, Ze v prvej sade robime algoritmus popisany vyssie. Co sa vSak da robit na plny
pocet bodov? No, zamyslime sa (najtazsia ¢ast prikladu).

Ako to zlepsit?

Uz teraz si v DFSku pocitame, ako zlepsit hodnoty pokrytia pre kazdy vrchol, tak nevieme pustit jedno
DFSko a spocitat to vSetko naraz? DFSko musime samozrejme upravit, lebo teraz pocita najlacnejsie ceny pre
aktudlny stav toho ¢o kupujeme, a my by sme ich menili poc¢as toho pocitania. Vyriesime to tak, ze si pre kazdy
vrchol vyratame, kolko “navyse” by sme chceli v jeho v podstrome tych pokryti kipit. Respektive, pytame sa
nieco takéto: Odstranil som ¢ vrcholov nad tebou, ako najlacnejsie vies pokryt vo svojom podstrome to, ¢o hore
ubudlo? Toto nam hovori o vSetkych tpravach zaroven.

Na tuto otdzku viem zodpovedat podobne ako pri prvom DFSku, avsak si proste pre kazdy vrchol pamétam
kazdd hodnotu, na ktort sa vrchny vrchol moze pytat. VSimnime si, Ze tychto hodnot moze byt len mélo (iba ),
takze ani ¢asova zlozitost nebude taka zla. V tom nasom DFSku si potom pre vrchol prejdeme vsetky poziadavky
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na pokrytie ¢o moze dostat (teda r hodnot), a vyplnime ich najlacnejsie pokrytie pomocou najlacnejsich pokryti
takych istych poziadaviek na pokrytie od jeho deti, pripadne zardtame aj seba. Trividlne.

A v tomto momente si mozno chytate hlavu, pretoze nechédpete o ¢om to to¢im, alebo s viziou implementac-
ného pekla a debuggovacej bolesti pred oc¢ami. Avsak s 25 riadkami implementécie nas pride zachranit dynamické
programovanie.

Optimalne rieSenie

Niektori ste uz mozno robili dynamické programovanie na poli. Robili ste ho uz na stromoch?

Este raz prec¢itame nas navrh na to nové, upravené DFSko. Parafrazujem: pre kazdy vrchol chceme vediet
pre kazda hodnotu x od 0 do r, ako najlacnejsie viem kupit zapasy tak, aby nad tymto vrcholom mohlo chybat
o z vrcholov viac. VSimnime si, ako nesikovné a fazko spracovatelné je toto zadefinovanie. Doteraz sme ho
pouzivali, lebo viedlo od nasej povodnej myslienky kontrolovat kazdy vrchol zvlast (teda x sa vtedy rovnalo 1),
avSak to uz teraz nechceme robit. Zadefinujme si teda novy ciel: Pre kazdy vrchol chceme vediet, kolko
nas najmenej bude stat, aby sme eSte mohli na ceste do findle vymeskat x zdpasov.

Takéto zadefinovanie je velmi Sikovné, lebo mozeme pekne prirodzene ist od listov stromu. Pre kazdy vrchol
si cheeme vypoéitat pole dizky r+1. V i - tom policku tohoto pola (indexované od nuly) bude, kolko najmenej by
néas stalo, aby sme mohli vo zvys$nych zapasoch odtialto az do findle vymeskat este ¢ zapasov. Potom postupujeme
takto: Ako vypocitat i - ti1 hodnotu v tom poli pre vrchol? NapiSem tu taky dlhy vzoréek a potom ho vysvetlim.
DPlvrchol][i] = min(DP[synl][i] + DP[syn2][i] + cena[vrchol], DP[synl][i + 1] + DP[syn2][i + 1])

Podme si to rozobrat. Na to, aby sme vedeli po tomto vrchole vymeskat ¢ dalsich, mézeme bud zapla-
tit: - Zobrat najlacnejsi spdsob ako moézem vymeskat este ¢ zapasov od mojich synov, a kipit samého seba.
(DP[synl][i] + DP[syn2][i] + cena[vrchol]) - Zobrat najlacnejsi spdsob ako mdzem vymeskat este i + 1 zadpasov
od mojich synov, a vymeskat samého seba (DP[synl][i + 1] + DP[syn2][i + 1])

Vzdy si vezmem lepsie riesenie z tychto dvoch, a to bude tym najlepsim riesenim. Takto viem ist pekne od
listov po koléch hore, alebo aj DFSkom. To je vSak narocnejsie. No a aka by bola ¢asova zlozitost? V kazdom
vrchole musime zbehnit ten vzorcek napisany vyssie pre kazdé i. Teda to bude jednoducho O(r x 27), a toto
nam teda zbehne vo vsetkych sadach.

Macker
6. Taylor sendvic (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Par slov na zaciatok

Tento priklad sa dal na plny pocet riesit dvoma spdsobmi.

Jeden je narocnejsi, no myslienky v nom st mozno trochu vseobecnejsie. Ten sa da vymysliet celkom jed-
noducho, pokial poznite spravne nastroje. Je pri nom mozno ovela jasnejsie, ze funguje, no je o nieco tazsi na
implementaciu. Tento rozoberieme postupne po subtaskoch na zaciatku.

Na konci je druhy pristup, ktory je jednoduchsi na vysvetlenie a implementéciu, no tazsi na vymyslenie a
uvedomenie si, Ze naozaj funguje. Ten rozoberieme v poslednom odstavci.

Bruteforce

Je fazké pozerat sa naraz na vela farieb, pozrime sa teda na jednu. Pre jednu farbu x vznikna “tzemia”, kde
su iné farby ohranicené farbou x. Cesta, ¢o sa zaCina na okraji tohto tizemia a kon¢i niekde inde na okraji je
jedna z hladanych ciest. Za¢nime prehladavanie v jednom z tychto okrajovych bodov a vzdy, ked ndjdeme vrchol
farby x, dalej uz nepokracujeme. Vsetky takéto konce nam tvoria validné cesty zo zaciatku prehladavania. Ked
pustime prehladdvanie z kazdého vrchola (kaZdy je niekedy okrajom nejakého tizemia), dostaneme vysledok.

Toto rieSenie mé ¢asovi zlozitost O(n?), ¢o samo o sebe stacilo na polovicu bodov.

Preco sa nepozerat na vsetky vrcholy naraz?

Ked prechiadzame velakrat DFS-kom strom, prechddzame kopu vrcholov, s ktorymi ni¢ nerobime, lebo nie
su spravnej farby. Podme to teda robit vsetko naraz.

Strom si v ITubovolnom vrchole zakorenime a spustime z neho prehladévanie do hibky. V kazdom vrchole
si budeme pamétat pre kazda farbu, ku kolkym takymto “okrajovym vrcholom” v jeho podstrome moze viest
takdto cesta (pamétdme si to napriklad v mape s farbou a poc¢tom okrajovych vrcholov). Vzdy ked sme v
nejakom vrchole s farbou x, pozrieme sa, kolko okrajovych vrcholov s farbou x je v jeho podstrome. To su
vsetky cesty, o mozu vychadzat z neho smerom dole. Toto ndm uz staci na 3. podtlohu, kde sme na ceste, teda
v DFS-ku idua vSetky cesty iba hore. (aj ked sa dala riesit aj ovela jednoduchsie)
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Ale vo vSeobecnom strome budeme maft este cesty, ktoré nejdu iba hore. Kazdu takuto cestu zaratame v jej
najvyssom vrchole. Takze ked spracovavame nejaky vrchol, mézeme zobrat nejaka farbu x okrajovych vrcholov
v jednom podstrome a poslat z nich cestu do okrajovych vrcholov tej istej farby v ostatnych podstromoch.

Ako si udrziavat takéto informacie v DFS-ku?

V kazdom vrchole mame v mape pre vSetky farby ich prislusné pocty okrajovych vrcholov. Z ich otca sa
da dostat do tych istych vrcholov, okrem tych, ktoré maji rovnaku farbu ako ich otec, lebo ich otec zablokuje.
Potrebujeme teda spojit mapy pre synov do jedného pre otca a zmenif hodnotu pre jeho farbu na 1.

Na toto pouzijeme metddu, ktorad sa vold “small to large merging”. Jej myslienka je jednoduchd, vzdy ked
spajame dve mapy, jednu z nich musime celd presypat do druhej. Presypeme teda tu mensiu. (to, ku ktorému
vrcholu patr{ ktord mapa vieme lahko zmenit pomocou metédy swap). Ak sa na tento proces pozrieme z
pohladu prvku, tak ak je v nejakej mape a presype sa do inej, velkost mapy, do ktorej sa prave presypal, sa
aspon zdvojndsobi. Findlna velkost mapy je najviac n, teda presypani kazdého prvku bude najviac O(log(n)).

Kazdé prehodenie prvku trva v mape tiez O(log(n)), teda dokopy bude ¢asova zlozitost O(nlog?(n)), pripadne
O(nlog(n)) ak pouzijeme hash mapu. Paméte ndm staéi O(n), lebo kazdy vrchol je naraz len v jednej z mép.
Toto riesenie stacilo na plny pocet bodov.

Optimalne riesenie

D4 sa to ale este rychlejsie. Na cesty sme sa pozerali v ich najvysSom bode, ale vratme sa na chvilu na
pocitanie podla okrajovych bodov.

Graf si znova zakorenime v Iubovolnom vrchole a spustime z neho prehladdvanie do hibky. Cesty si ale
tentokrat zorientujeme tak, aby zaciatok danej cesty bol v DFS prechode navstiveny skor ako jej koniec. Teda
ked v DFS-ku prechadzame nejaky vrchol, zaujima néas, kolko moznych zaciatkov tejto farby je pristupnych z
vrcholov, ktoré sme uz navstivili.

Ked prejdeme cez vrchol farby x do jeho podstromu, vrchol zablokuje vsetky zaciatky, ktoré boli pristupné,
teda jeho hodnotu v zozname nastavime na 1. Ked z jeho podstromu vychadzame, zablokujt sa vsetky, ¢o sme
videli v podstrome, no odbolokuju sa tie, co sme pred tym zahodili, a pribudne 1 za tento vrchol, ktory je teraz
tiez dostupny a uz sme ho spracovali v DFS-ku.

Odpoved pocitame tak, ze vzdy pred tym ako, péjdeme do podstromu a zablokujeme niektord farbu, spoci-
tame, kolko ciest ide z tohto vrchola do odblokovanych navstivenych vrcholov (to st cesty do vSetkych vrcholov,
ktoré ideme teraz zablokovat).

Pocty zaciatkov si moézeme pamétat v zozname, kde sa v kazdom vrchole meni len jedna hodnota, teda toto
rieSenie dosahuje ¢asovi zlozitost O(n) a pamétovi tiez O(n).

Merlin
7. Kryptosekuritné problémy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Bruteforce

Prvé pozorovanie, ktoré mozeme spravit je, ze vsetkych permutacii, ktorymi mohol byt disk zasifrovany, je
stragne vela. Uréite teda nemozeme vyskisat vietky permutacie. Co ale mozeme spravit je, pre kazdu poziciu v
T vyskusat, ¢i sa na nej moze zac¢inat P.

To moézeme spravit napriklad tak, ze postupne prechadzame pismenkami a konstruujeme permutaciu, pre
ktorti sa bude P nachadzat v T (poéinajic danym indexom). Casové zlozitost tohto algoritmu bude O(|T||P|),
o stac¢i na prejdenie prvej sady.

Kanonicky tvar

Jedno slovo sa ndm moze zasifrovat na vela inych. Preto by sme chceli spomedzi vSetkych tychto slov nejaké
vybrat a prehlasit ho za kanonicky tvar daného slova. M6zeme si vS§imnut, Ze ak maju dve slova A a B rovnaky
kanonicky tvar K, tak sa jedno mohlo zasifrovat na druhé.

Zo slova A vieme dostat slovo K nejakou permuticiou. Rovnako aj zo slova B vieme dostat K nejakou
permutaciou. Inverz tejto permutacie je tiez permutécia, preto aj z K vieme nejakou permutdciou dostat B.
Ked tieto dve permutécie spolu zlozime, dostaneme dal$iu permutéciu, ktora z A spravi B.

Ak naopak slovd A a B nemaju rovnaky kanonicky tvar, tak sa neméze jedno zasifrovat na druhé. To plati
preto, lebo ak by sa z A dalo vytvorit nejakou permuticiou B, tak by mnozina vSetkych slov, na ktoré sa da
A zagifrovat, bola rovnaka ako mnozina slov, na ktoré sa da zasifrovat B. Kedze st ale tieto mnoziny rovnaké,
tak by A a B museli mat rovnaky kanonicky tvar, ¢o je spor.
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Ako si vyberieme tento kanonicky tvar? Dobre napriklad funguje lexikograficky najmensi retazec. Ten vieme
dostat tak, ze postupne prechddzame dané slovo a pamétdme si najmensie nepouzité pismenko. Ak natrafime v
slove na nové pismenko, tak mu v permutécii priradime najmensie nepouzité pismenko a zvysime ho o 1.

Optimalne rieSenie

V pripade, ze by disk nebol nijakym spésobom zasifrovany, tak by tato tiloha bola celkom standardna. Staci
len néjst vzorku v texte, ¢o dokdZeme pomocou KMP alebo rolling hashov (Rabin-Karp). Ak by sa ndm teda
podarilo nejak previest slova na ich kanonické tvary, tak by sa z tlohy stala tloha riesitelnd jednym z tychto
algoritmov.

Z tychto algoritmov si vyberieme rolling hash. Previest retazec P do kanonického tvaru a spocitat jeho hash
je trividlne. Zaujimavejsie je, ako pocitat postupne hashe tsekov retazca T'.

Budeme klasicky pocitat hodnoty polynému T; - p*~! + Ty q - pF=2 - + Ti4 1 - p° mod ¢ pre kazdy tsek
dlzky |P|. Kedze ale chceme poéitat hodnotu hashu pre kanonicki reprezentéciu substringu T[i : i + k], tak si
este potrebujeme udrziavat permutéaciu, pomocou ktorej z tohto substringu dostaneme jeho kanonicky tvar.

Ked sa toto okno posunie doprava nastanu dve veci. Ako prvé treba odcitat prvy clen polynému, zvysit
vSetky exponenty o 1 a nakoniec pripocitat ¢len reprezentujici pribudnuté pismeno. KedZe sa zmenilo prvé
pismeno nového refazca, tak sa mohla aj zmenif permutacia, ktorou z tohto retazca dostaneme jeho kaninocky
tvar.

Tato permutdcia je urcend poziciami prvych vyskytov jednotlivych pismen. Preto si budeme navyse udrziavat
pre kazdé pismeno frontu s indexmi v aktudlnom okne, na ktorych sa nachiadza dané pismeno. Podla prvych
prvkov z tychto front potom usporiadame permutaciu 1 az 26, ¢im dostaneme hladant permutéaciu.

Aby sme teraz vedeli zmenif pismena, ktoré si koeficientami v polynéme touto novou permutaciou, rozdelime
si tento polyném na stéet 26 polynémov. Kazdy z tychto polynémov bude obsahovat rovnaké koeficienty (teda
to budd éleny prislichajice nejakému pismenu).

Ked sa hodnota nejakého pismena zmeni v permutacii z a na b, tak sta¢i polyném tohto pismena vynasobit
hodnotou a1 -b. To plati preto, lebo vsetky koeficienty maji hodnotu a, teda vynasobenim touto hodnotou sa
zmenia vSetky zmenia na b. Ked potom chceme zistit, ¢i nastala zhoda, stac¢i hodnoty tychto polynémov scitat
a porovnat s hashom retazca P.

Kedze abeceda méa konstantnu velkost, tak substringy, ktoré hashujeme, vieme posivat v konstantnom case.
Casova zlozitost je preto O(|T| + | P|). Pamitova zlozitost je tiez O(|T| + |P|).

Jakub Konc
8. Akademické zbrane (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Tretia podualoha

Pozrime sa najprv na tretiu podilohu — teda verziu tlohy, kde a; je vzdy 0. Simulujme si jednu q query a
pozerajme sa na najvyssi bit vysledku. Ak tento bit nie je nastaveny v ziadnom b; v intervale, uréite to musi
byt 0. Ak je zapnuty v jednom b;, urcite to chceme takto ponechat, inak by sme si vysledok urcite zhorsili. Ten
najzaujimavejsi pripad ale nastéva, ak je zapnuty vo viacerych. Tu totiz mozeme pre jedno vybraf samotné b;
a pre druhé také cislo, ktoré ma tento bit vypnuty, ale vsetky nizsie zapnuté.

Teda napriklad ked v nasom intervale ndjdeme b; = 10 = 10105 a by = 9 = 10015, tak si pre prva poziciu
mozeme vybrat samotné b; = 10102 a pre druht 01115. Ich OR potom bude 11115, ¢o je evidentne optimalne.

Teda uz mame nejaké rieSenie tretej podilohy — pre kazdt q query si postupne prechddzame bitmi odpovede
od najvyssieho, nastavujeme ich podla toho, ¢i niekde existuje prislusny bit v b; a ked také dokonca existuju
viaceré, tak zvysok bitov doplnime jednotkami. u query vyriesime trividlne — proste si prepiSseme dané b;.

Toto rieSenie mé ale ¢asovi zlozitost O(gnlog A), kde A je najvidsie ¢islo v poli b;. Toto je ale prili§ pomalé
na vyrieSenie tretej sady.

Zrychlenie rieSenia

Mozeme si vS§imnat dve mozné miesta na optimalizdciu — zahodit zo zlozitosti logaritmus alebo dokonca
zahodit celé n.

Ak chceme zahodit logaritmus, mo6zeme si vSimnit, ze celé ¢o robime je bitovy OR vsetkych b; v intervale.
To vieme urobit trividlne linedrne. A teda okrem toho zistujeme najvyssi bit, ktory je zapnuty aspon v dvoch
¢islach. Toto sa tiez da efektivne urobif troskou bitovej magie. Uz mame premennd O, ktora si udrziava OR
vsetkych zatial spracovanych ¢isel. Zadefinujme si okrem toho D. To vzdy pri spracovani prvku b; updateneme
na D OR(O AND b;). Teda do neho vzdy priddme bity, ktoré sme uz niekedy predtym videli ale aj st nastavené
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v aktudlnom c¢isle, ¢o je presne ¢o chceme. Teda nakoniec si v D ndjdeme najvyssi zapnuty bit a vSetky nizsie
bity v odpovedi zapneme.

Takto sme teda dosiahli zlozitost O(qn), ¢o je ale stale prilis pomalé. Dalsia optimalizicia by mala ale
byt kazdému skiisenému KSPakovi jasnd — mdme nejaké updatey a nejaké query na intervale (s asociativnou
kombina¢nou funkciou) , takZe na to proste hodime intervalac'. Takto dosiahneme zlozitost O(n+qlogn), ktord
ziska dva body.

Spat k povodnej alohe

No a teraz sa este potrebujeme zbavit obmedzenia a; = 0. Na to pouzijeme jedno velmi pekné pozorovanie
— pozrime sa na spoloény prefix ¢isel a; a b; v bindrke. Vieme, ze kazdé &islo v intervale [a;, b;] méa tiez tento
prefix. Teda akikolvek hodnotu si vyberieme, tento prefix nedokazeme zmenit. Nazvime si tieto bity fiznuté.
No a tu nadchadza dalSie pozorovanie — ingorujuc pripad a; = b;, ktory vieme trividlne vyriesit, sa tieto cisla
musia na prvej cifre po prefixe liSif. To ale znamend, Ze v tomto intervale je aj toto b;, aj Cislo, ktoré ma na
tejto lisiacej pozicii nulu a nizsie jednotky. Tiez ak je na niektorej nizSej pozicii jednotka, vieme ju vynulovat a
nizsie dat jednotky.

No a tak sa ndm rysuje riesenie: najprv si pre kazdé i spocitame najdlhsi zhodny prefix a; a b;. Néasledne si
hodnoty b; rozdelime na tento prefix a zvysok. Tieto dve cCasti si ulozime do intervalaca. Pri vykonavani query si
najprv vyORujeme tieto fixrné prefixy. A nésledne uz len pokracujeme v rieSeni pripadu a; = 0, akurat za¢iname
s O nastavenym na OR fizngch prefixov a pracujeme len na zvyskoch.

Este by sme si mohli mysliet, Zze sa nam v zlozitosti opat objavi log A pri hladani najdlhsieho zhodného
prefixu, avsak tomu sa vieme jednoducho vyhnut tak, ze a; a b; vyXORujeme a niajdeme najvyssi nastaveny
bit, ¢o moderné CPU zvladnu v konStantnom case.

Toto rieSenie m4 zlozitost O(n + glogn) a ziska plné body. Pamétova zlozitost je O(n).

Thttps://www.ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/
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