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Vzorové rieSenia 1. kola zimnej Casti

Autor
1. Kobry st plaché (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Na zaciatok si musime uvedomit, Ze had pozostava z hlavicky ~0, tela tvoreného znakom = a chvostika >.
Teda medzi hlavickou a chvostikom sa musia nachadzat iba znaky =, inak to nie je had. Taktiez vieme, ze vsetky
hady st orientované rovnakym smerom, a to takym, ze hlavicka je vzdy nalavo od chvostika.

Teda nam staci prejst refazec z lava do prava, a vzdy, ked nidjdeme hlavicku hada, pamétat si, ze sme v
tele hada a pocitat jeho diiku, az kym nenarazime na chvostik alebo iny znak. Ak najdeme chvostik, sta¢i ndm
pripocitat dizku daného hada k celkovému suétu dizok hadov, ak nijdeme iny znak, pokracujeme v hladani
hlavicky.

Casova zlozitost

Casova zlozitost je O(n), lebo prechadzame celym retazcom iba raz.

Pamaitova zlozitost

Pamiitovd zlozitost je O(1), lebo si program pamétd iba niekolko premennych - sticet dizok hadov a premennt,
ktord kontroluje, ¢i sa prave nachddzame v hadovi alebo nie. Vzorovy python kéd mé pamétovu zlozitost O(n),
pretoze nacitava cely rad do paméte. Vzorovy C++ kéd mé pamétovi zlozitost O(1), pretoze nacitava iba jeden
znak naraz. Na vyrieSenie tlohy za plny pocet bodov staci implementdcia s pamétovou zlozitostou O(n).

Sona
2. Este cakajte (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Priamociare rieSenie

Nasou ulohou je ¢o najmensim poctom zmien upravit refazec tak, aby mal tvar najprv suvislého bloku nul,
po ktorom nasleduje stvisly blok jednotiek. Znamend to, ze refazec musi vyzerat ako napriklad 0000111.

RieSenie si m6zeme predstavit tak, ze si vyberieme nejaké miesto v retazci, nazvime ho hranica, kde méa byt
prechod z ndl na jednotky. Vsetky znaky nalavo od hranice by mali byt nuly a napravo od hranice jednotky.
Ak tam nie s, musime ich zmenit. Nasim cielom je néjst taka hranicu, kde bude potrebné zmenit ¢o najmenej
znakov.

Pocet zmien pre jednu konkrétnu hranicu vypocitame nasledovne: spocitame, kolko jednotiek je nalavo od
hranice (tie treba zmenit na nuly), a kolko nil je napravo od hranice (tie musime zmenit na jednotky). Sucet
tychto dvoch ¢isel nam povie, kolko zmien musime spravit, ak by bola hranica prave na tomto mieste.

Ak by sme pre kazda hranicu opakovane ratali pocet jednotiek nalavo a pocet nul napravo, trvalo by to
prilis dlho. Pre kazda hranicu by sme presli cely retazec, teda celkovo by sme n-krat presli retazec diiky n. Co
by viedlo k celkovej ¢asovej zlozitosti O(n?). To ale vieme urobit ovela efektivnejsie.

Optimalne rieSenie

Na zaciatku si spocitame celkovy pocet jednotiek v retazci. Potom prechdadzame retazec zlava doprava a
sledujeme, kolko jednotiek sme uz stretli. Z toho vieme kolko jednotiek je nalavo od aktudlnej hranice - teda
kolko znakov musime zmenif nalavo od hranice. Taktiez si z toho vieme dopocitat aj kolko nill je napravo.
Kedze vieme kolko jednotiek je celkovo a kolko z nich sme presli, vieme od¢itanim tychto dvoch éisel zistit kolko
jednotiek zostava. Rovnako vieme kolko znakov zostava do konca. Ak odcitame pocet zvysnych jednotiek od
poctu zvysnych znakov, zistime pocet zvySnych nul.

Pre kazdé mozné umiestnenie hranice tak vieme v konstantnom c¢ase vypocitat, kolko zmien by sme museli
spravit, a zdroven si priebezne pamétame najmensi takyto pocet. Po prejdeni celého refazca tak najdeme
najmensi pocet potrebnych zmien.
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Toto rieSenie mé ¢asovi aj paméitovi zlozitost O(n), kedZe retazec prechddzame len raz a pamétdme si len
retazec a niekolko pomocnych premennych.

Lauri
3. Dole kopcom (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Nasim zadanim bolo najst miesta, na ktorych mohol byt najvyssi kopec.

Bruteforce

Predstavme si jednoduchsi pripad, ze tam otdzniky nie sti. V tomto pripade stac¢i prejst celd trasu a vypocitat
si vysky kopcov. Taktiez si vyratame maximalnu vysku pocas celej trasy. Nakoniec vypiSeme miesta, na ktorych
sa nachdadzali najvyssie kopce, teda pozicie s maximalnou hodnotou a kolko ich bolo.

Pridajme do tulohy otézniky. Za kazdy ? vieme doplnif + alebo -. Skisme tdlohu vyriesit hrubou silou. V
takomto rieseni chceme vygenerovat vsetky moznosti. Tych je 29, kde ¢ je pocet otaznikov.

Pre kazdi z moznosti pouzijeme predchadzajtce riesenie. Tu nastava problém, lebo mo6zeme nejaki poziciu
zaratat aj viackrat, v dvoch réznych moznostiach bol najvyssi kopec na rovnakom mieste. Preto si chceme
pamaétat informaciu, ¢i uz dany kopec maximom bol.

Pozrime sa na ¢asovu zlozitost tohto riesenia. Vygenerujeme si vSetkych 29 moznosti. Pre kazda v linedrnom
case spocitame polohy vsetkych maxim. Na zaver prejdeme vsetky polohy, ¢o uz casovu zlozitost neovplyvni.
Vo vysledku budeme mat exponencidlnu ¢asovi zlozitost O(n - 29).

Pamitova zlozitost je O(n), lebo si musime pamétat vstup, ktory nasledne budeme upravovat, a findlne
pozicie najvyssich kopcov. Ale pocas jedného prechodu si uz ni¢ vicsie paméatat nemusime, iba priebezné maxi-
mum.

Nieco lepsie

Skisme sa na to pozriet z inej strany. Na to aby bol kopec na i-tom mieste najvyssi, musi platit, ze pred
prichodom na tento kopec sme sa snazili ¢o najviac stupat, a po nom ¢o najviac klesat. Preto chceme za vsetky
otazniky pred danym kopcom pridavat + a za vsetky otazniky po nom pridavat -.

Prejdime teda vsetky pozicie a pre kazdu overme, ¢i by na danom mieste mohlo byt maximum.

Pre kazdy kopec musime prejst celé pole dlzky n, takze ¢asova zlozitost je O(n?).

Pamiétova zlozitost zostava O(n), pretoze si musime pamétat pociatoéné informécie, ktoré budeme postupne
prepocditavat.

Optimalne riesenie

Skisme sa zamysliet nad tym, aké vypocty robime opakovane v predchadzajicom rieseni. Pre kazdu poziciu
zistujeme, ¢i sa na nej nevie nachddzat najvyssi kopec. Teraz moézeme porozmyslat, ¢i pri rdtani (i + 1)-vej
pozicie nevieme znova vyuzit nieco z tej predoslej pozicie. V predchadzajicom rieseni sme to robili tak, vsetko
“naokolo” sme sa snazili znizit.

Pri posune o 1 je teda vysledok takmer rovnaky. VSetky 7 pred ¢-tou poziciou sme nahradili za + a vSetky za
(i+ 1)-vou poziciou sme nahradili za -. Teda ak by sme si zapamétali predchddzajice hodnoty staci ich upravit
iba podla znaku medzi i-tou a (i + 1)-vou poziciou.

Toto si vieme pomerne jednoducho predratat. V jednom poli si zapamétame vysky na pozicidch ak nahradime
? za + a v druhom ak ich nahradime -.

Doteraz sme pre kazda poziciu zistovali, ¢i mo6ze byt maximom celého pola nasledovne: vzdy sme presli celé
pole a zistili, aké vysky mo6zu jednotlivé pozicie nadobudnit a priebezne si pamétali ti1 najvyssiu. Tento postup
je vSak zbyto¢ne zdlhavy a pre rozne pozicie vykondva rovnaké vipoéty. Mozeme ho vyrazne zjednodusit, ak
si problém rozdelime na dve ¢asti: pre kazdi poziciu si zapamétame najvacsiu vysku, ktort vieme dosiahnut
pred nou, a najvacsiu Vysku ktoru vieme dosiahnut za nou. Na vypocet prvej pouzijeme predratané hodnoty,
v ktorych sme za 7 dopliiali + a na vypocet druhej tie hodnoty kde sme dopliiali -

Ak je vyska na danej pozicii vacsia ako vsetky vysky pred 1nou a zdroven vacsia alebo rovna vsetkym vyskam
za nou, potom mobze byt prave tato pozicia najvyssim kopcom.

Aby sme tieto hodnoty vedeli efektivne zistit, predpocitame si dalsie dve pomocné polia maxim. Prvé bude
prefixové maximum, kde vsetky otdzniky ? nahradime za stipanie + a budeme postupne sledovat maximalnu
vysku dosiahnutt zlava doprava. Druhé bude sufixové maximum, kde vsetky otazniky ? nahradime za klesanie
- a budeme sledovat maximélnu vysku zprava dolava.

Pomocou tychto dvoch predpocitanych poli vieme pre kazdt poziciu v konStantnom case rozhodnuft, ¢i moze
byt najvyssim kopcom.
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Casova, zlozitost bude linedrna O(n), potrebujeme si zratat Styri polia a nakoniec tieto polia piatykrat
vyhodnotit. Polia vySok kopcov (1 - vzdy ideme dole, 2 - vzdy ideme hore), prefixové maximum a suffixové
maximum. Nakoniec overime, ktoré kopce mézu byt tymi najvyssimi.

Pamitova zlozitost bude O(n), lebo v paméti mame ulozené 4 polia velkosti n, rovnako velky vstup a zopar
premennych.

Jeden z pripadov, ktoré musime pri implementdcii oSetrit je ak na prvej pozicii (nultej v poli) v suffixovom
maxime hodnota mensia alebo rovnd 0, znamena to, ze prvy kopec mdze byt najvyssi. Preco? Lebo ak vsetko
za nim iba klesd, tak nas prvy kopec musi byt bud najvyssi, alebo jeden z najvyssich.

Andrej
4. Yoooy, pauza na obed (max. 0 b za popis, 20 b za program)

Michaela Kontrisova
5. Obedujeme kolaciky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Graf ktory vznikne z povodného ponechanim iba n-1 hran a zéroven zostane suvisly sa vola kostra. Preferencie
kamardtov (teda bandnovy alebo ribezlovy kold¢) budeme volat farba - takZe budeme sa rozprévat o farbeni
hran a vrcholov.

RieSenie podulohy

Zacneme so sadami 1 a 3. Tieto sady su velmi lahké ako na myslienku tak aj na implementaciu, kedze graf,
ktory dostaneme na vstupe je uz rovno kostra. Vébec sa teda nemusime zaujimat o to, ktoré hrany pouzijeme
(kedze graf ktory dostaneme uz ich mé n-1) a len chceme zistit, ¢i si vSetky vrcholy ndsho grafu stastné.

Pre kazdy vrchol prejdem vsetky jeho hrany a ak nema hranu svojej farby tak neexistuje rieSenie a rovno
to mozem vypisat. Inak program dobehne a ja na konci vypiSem rieSenie - vypiSem hrany zo vstupu. Casova
zloZitost tohto programu je O(n + m), kedZe si musim nacitat aj vstup. Pamétovd je taktiez O(n + m).

Bruteforce

Teraz uz vieme skontrolovat, ¢ kostra robi graf stastnym. Co mézeme spravit dalej je vygenerovat vietky
mozné kostry grafu a pre kazdd z nich skontrolovat, ¢i dand kostra spiﬁa podmienky zo zadania. Postupne
generovat kostry sa dé viacerymi spésobmi napr. za pomoci bitmasiek ale jednoduchsie je mozno pouzit rekur-
zivne DFS. Bude to pomalé a vyrazne naroc¢nejsie na implementéaciu ako vzorové rieSenie. Ak mame napriklad
10° hrén, 1001 vrcholov a chceme vybrat vietky kombindcie 1000 hran tak to bude (1100[;0) a to vam kalkulacka
odmietne vypoéitat nakolko je to prilis vela. Odhad zlozitosti bude priblizne m! (m je pocet hrén) a to by
nepreslo ani na prvej sade velmi pravdepodobne.

Zaujimava myslienka

Zamyslime sa teraz nad tym, Ze vicsina kostier, ktoré by sme vygenerovali bruteforce rieSenim by nespliali
podmienku, ze vSetky vrcholy st stastné, hlavne teda ak by kostra, ktorej vrcholy st vSetky stastné neexistovala
a my by sme museli generovat vsetky moznosti. Namiesto toho, aby sme vytvorili kostru a potom kontrolovali,
¢i st vrcholy stastné cheme kontrolovat ¢i st stastné uz ked ju vytvarame.

Optimalne rieSenie

Hrany budeme pridavat vo viacerych fazach. Stav kostry si budeme pamétat ako union-find. Pre kazdy vrchol
si chceme pamétat, ¢i sa nachadza v komponente a aky vrchol je v jeho komponente korenom. Zacneme tym,
ze prejdeme vsSetky hrany a pokial maji oba vrcholy a aj hrana rovnaka farbu a zdroven sa este nenachddzaju
v rovnakom komponente tak ich priddme do kostry a upravime rodic¢ov ich komponentu. Teraz spustime z
rodi¢ov komponentu BFS a budeme prechadzat cez jednotlivy komponent a pridévat také hrany ktoré spliaj
podmienku zZe este nie si v danom komponente a vedt do vrcholu ktory ma ich farbu, tiez samozrejme upravime
komponenty.

Po tejto faze by mali byt vSetky vrcholy spokojné. Pokial nie st tak kostra neexistuje. Prepokladajme sporom,
ze existuje riesenie ale nés algoritmus ho nenasiel. Postupovali sme spésobom opisanym vyzsie a kedze rieSenie
existuje tak existuje aj hrana ktort sme nepouzili ale je sicastou riesenia. T4 hrana musi bud spajat vrcholy
s ktorymi oboma zdiela farbu alebo spédjat vrchol rovnakej farby s vrchol druhej farby ktory je uz stastny (ak
nerobi ziaden vrchol Stastny tak zjavne nezmeni to ¢éi to rieSenie existuje alebo nie takZe nds nezaujima). To je
ale v spore s prepokladom, ze sme pouzili vyzsie opisany algoritmus. Pokial by robila oba vrcholy s ktorymi je
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spojena $tastné tak by bola pridand uz pri prvotnom prechddzan{ hran. Ak robf iba jeden vrchol stastny tak by
bola pridana v druhej fdze, ked pripadjame nové vrcholy cez BFS (vSimnime si, ze ak robi jeden vrchol stastnym
ale druhy ostane nestastny tak tieZ nie je relevantnd pre rieSenie lebo po jej pridan{ ostane vrchol smutny).

Treba si teraz eSte uvedomit to, ze sme uspokojili vSetky vrcholy neznamend, ze mame kompletné riesenie
ale iba vieme Ze existuje, mohli ndm totiz ostat viaceré nespojené komponenty. To vyriesime tak, ze prejdeme
vSetky hrany a uz sa nezaujimame o to aki maju farbu a priddme vsetky také, ktoré nam spoja dva rdzne
komponenty. Kedze graf na vstupe je stvisly tak urcite existuju hrany, ktorymi vieme aj nasu kostru spravit
suvisla.

Ak ste nikdy nepoculi o union find tak odporuc¢am pozriet materidly na ksp school (https://school.ksp.sk/courses/data-
structures-2 /union-find /union-find-intro/), skrdtena verzia je takd ze si pamétdme koreri komponentu a tiez
hlbku stromu ked si ho v tom vrchole zakorenime. Ked spdjame dva komponenty tak ako rodi¢a komponentu
s niz§ou hibkou nastavime koren vicSieho komponentu. Ked chceme zistit v akom komponente je vrchol tak sa
rekurzivne budeme volaf na rodica kazdého vrcholu az kym neprideme k vrcholo ktory je rodi¢ samého seba a
to bude hladany koren, pokial maji dva vrcholy rovnaky koren komponentu tak sii v rovnakom komponente.

Stanko
6. Bazosové pasy (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prvé, ¢o si vieme vsimnit, je to, ze nezalezi na poradi v akom budeme pasy umiestnovat.

Bruteforce

Ak riesenie existuje, tak musi existovat nejakd podmnozina pasov, ktoré pouziva. Teda staci skusit vsetky
podmnoziny a vybrat z nich td najlepSiu. Toto rieSenie bude mat ¢asovi slozitost O(2™), lebo mame n péasov a
pre kazdu podmnozinu pasov musime skusit, ¢i spliia podmienky.

Zaujimava myslienka

Tym, ze chceme ¢o najvicsiu priepustnost, tak moézeme postupne skusat to vyrobit z stale horsich pasov.
Teda pasy si vieme zoradif od najviac priepustnych po najmenej priepustné. Potom ak budeme pridavat pasy
od najviac priepustnych, tak vieme, ze ak najdeme rieSenie, tak musi byt optimélne.

Nieco lepsie

Postupne si generujeme viteky kombindcie pasov. Pre kazdu si pamétame jej dizku a pocet robotov. Vidy ked
pridame novy pés, tak prejdeme cez vsetky predoslé kombindacie a ku kazdej z nich spravime novi kombinaciu,
ktord mé uz novy pas napojeny. Ak je pas moc dlhy vieme tito kombinaciu ignorovat - nemoze viest k spravnemu
rieSeniu. Zaroven, ak mame viac ako r robotov v nejakej kombinacii, tak je to identické ako keby sme mali tych
robotov prave r. Celkovo teda mdme O(l * r) kombindcii. Pri kazdom pridani nového pdsu musime cez vSetky
prejst. Takze Casova zlozitost bude O(n = I % r).

Optimalne riesenie

Od optimélneho riesenia nés deli iba jedno pozorovanie - ak vieme spravit pas dlhy 200, ktory ma 4 robotov
alebo pés dlhy 200, ktory ma 2 robotov, tak t4 prva moznost je lepsia. Ak bude totiz riesenie existovat vyuzivajuce
druhti kombindciu, tak musi existovat aj iné, ktoré vyuziva prvi. Naopak to vsak neplati. Cize ndm staéi len
pre kazdt dizku z vediet na kolko najviac robotov vieme vyskladat pas dlhy z. Nadpdjanie bude fungovat tak,
ze pre vietky dlzky tento pds napojime, ak to ide a aktualizujeme maximéalny podet robotov na novej dlzke.
Naraz si teda pamétame iba [ ¢isel - maximalne pocty robotov. Kazdy novy pas vyriesime jednym prejdenim
tymto polom. Casova zlozitost bude O(n x I).

Patrik
7. Exotické korenia (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Pozorovanie

Ako prvé si vieme vSimnuf, Ze sa ndm nikdy neoplati navstivit vrch (resp. spodok) nejakej priehradky
dvakrat.
Dole sa robot musi presuntt prave raz, a preto vo vSeobecnosti optimalny pohyb bude vyzerat nasledovne:

1. Robot sa presunie (pohybmi doprava alebo dolava) na vrch nejakej priehradky (resp. ostane tam, kde sme
zacinali)
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2. Robot prejde na spodok priehradky

3. Robot prejde (pohybmi doprava alebo dolava) na spodok cielovej priehradky (resp. ostane na mieste, ak
tam uz po druhom kroku je)

Navyse pohyb v prvom a tretom kroku bude zjavne iba doprava, alebo iba dolava (inak by robot navstivil
vrch, resp. spodok nejakej priehradky dvakrét). Otdzka je teda, ako vybrat priehradku, v ktorej robot vykona
pohyb dole.

Bruteforce

Ked je n malé vieme pouzit hrubu silu, a vyskuasat vSetky moznosti, kde by mohol robot ist dole.

Ak by sme sa chceli dostat z vrchu priehradky ¢islo o na spodok priehradky ¢islo x’ tak, Ze robot prejde dole
na pozicii ¢, bude to trvat ¢as za ktory sa dostame z = na i (teda min(|z —i|,n — | — i|)) plus ¢as na prejdenie
dole priehradkou 7 (¢ize a;), plus ¢as na dostanie sa z vrchu priehradky ¢ na vrch priehradky =’

V ¢ase O(n) na otdzku vieme prejst vSetky moznosti a vybrat minimum. Casova zlozitost tohoto riesenia je
preto O(ng) — v8imnite si, ze aj ked vieme udalosti typu ! simulovat v konstantnom ¢ase, v najhorSom pripade
nam kazdé otdzka zaberie linedrne dlho.

Pamiétovd zlozitost je O(n), paméitame si iba vstup v poli, ktory postupne menime.

Specialny pripad — |z — 2’| = n/2

Predstavme si teraz, Ze pre kazdu udalost typu ? plati |x — 2| = n/2.

Vieme si vSimnut, ze nech vyberieme akékolvek ¢islo priehradky ¢ v ktorej robot vykona pohyb dole, tak v
horizontdlnom smere vzdy prejdeme iba vzdialenost n/2.

Tym padom je optimalne riesenie vybrat ¢ tak, aby sme minimalizovali a;, takze vzdy vyberieme najmensie
a;, to vieme robif rychlo aj so zmenami pouzitim obycajného intervalového stromu alebo haldy.

Casové zlozitost daného riesenia je O(n + glogn).

Optimalne riesenie

Ako sme si uz vsimli, optimélne rieSenie vzdy vieme rozlozit na 3 typy pohybov:

e Pohyb po vrchoch priehradiek v jednom smere.
e Pohyb dole.
e Pohyb po spodkoch priehradiek v jednom smere.

Pozrime sa na to podrobnejsie. V prvom a druhom kroku médme dve moznosti: ist doprava, alebo dolava.
Takto mame Styri typy ciest, ktorymi vie robot ist: dolava-dole-dolava, dolava-dole-doprava, doprava-dole-dolava,
a doprava-dole-doprava.

Nésledne si este rozdelime pripady podla toho, ¢i x < z’, alebo x > z’.

Pozrime sa na pripad, %e nds pohyb je doprava-dole-doprava. Podla relativneho poradia = a x’:

] ] l L1 l
T — LI T
I L S I

- ] }
! a i x

Pozorny citatel si moze vSimnut, ze sme zdanlivo vynechali dva pripady: vo vrchnom obrazku by sa ¢ mohlo
nachddzat za 2’ (teda by sme cestou dolava presli okolo z’). AvSak vtedy by sme horizontdlne presli vyse n
priehradiek. V tomto pripade sa vsak cesta ku ¢ d4 zrychlit, ak by sme isli iba dolava, vid obrazok:

1 1 1 L 1
L] L]
T _:"r I T ;{"

TakZe méame dva pripady. Pozrime sa najskor na pripad, kde z < z’, a dole prejdeme na priehradke ¢islo
z < i < 7. Kolko to bude trvat? a; + (i — z) + (¢ — i) = @’ — = + a;. TakZe na ndjdenie najlepsieho indexu i
pre tento pripad nam staci pouzit intervalovy strom na ndjdenie x < ¢ < 2’ s najmensim moznym 7.

Co sa stane ak = > 2’. Rovnakym pocitanim si mézme vSimnit, Ze sa nam oplati jednoducho najst i s
najmensim a; pre ktoré bud plati i < 2’ alebo ¢ > ). Toto tiez vieme spravit pomocou intervalového stromu.

Pripad dolava-dole-dolava, je v principe identicky, takze zostavajice dva zaujimavé pripady st dolava-dole-
doprava a doprava-dole-doprava.
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Dalej sa pozrime na pripad doprava-dole-dolava. V tomto pripade mame $tyri moznosti', ako mozeme uvidiet
na nasledujicom obrazku:

|

I

Aby sme sa vyhli dalSej analyze pripadov (prechod cez n), vSimnime si, Ze ak mame pole velkosti 2n, kde
a; = an+4, vtedy si moézme predstavit, Ze namiesto ¢ < x (pri ktorom by sme museli prejst cez n) prechddzame
cez i + n. Teraz si vieme spravit analyzu pripadov:

e Pripad z < 2/

— o’ <i < z+n (tento priklad je na obrazku zvyrazneny Cervenou): tato cesta trvd a;+(i—x)+(i—a’) =
a; +2i—x—a

— x+n <i<z +n (tento priklad je na obrazku zvyrazneny modrou): této cesta trvd a; + (i — (x +
n))+ (i —2')=a; +2i —x — 2’ —n Pripad z > 2/

— x < i < z’+n (tento priklad je na obrazku zvyrazneny ¢ervenou): tato cesta trva a;+(i—x)+(i—a’) =
a; +2i—x—a

— 2’ +n <i<z+n (tento priklad je na obrazku zvyrazneny modrou): této cesta trvd a; + (i — ) +
(i—@+n)=a;+2i—xz—a" —n

Vsimnime si, ze v kazdom z tychto Styroch pripadov sa ndm cena rozlozi na a; 4+ 2¢ a konstantu zavisiacu
iba od otdzky (bud z + 2/ + n alebo z + a’). Prvé islo vieme pre kazdy pripad zistit intervalovym stromom
ktory si na i-tej priehradke paméata cisla a; + 2i, druhé ¢islo zélezi od pripadu.

A napokon, aj pripad dolava-dole-doprava vieme riesit ndpodobne, len miesto a; + 2i potrebujeme hodnoty
a; — 2i. Dal$ia moznost je pozorovanie, Ze toto je to isté ako doprava-dole-dolava ak vymenime z a .

Takze aby sme to zhrnuli, potrebujeme niekolko (dva alebo tri) intervalové stromy? s hodnotami a;, a; + 2i
(resp. a; — 2i). Aby sme nemuseli riesit prechody cez n, cyklickost pola implementujeme tak, Ze madme hodnoty
dvakrat za sebou. Pri udalostiach typu ! jednoducho zmenime hodnoty v intervalovych stromoch na vhodnych
miestach.

Pri udalostiach typu 7 si poriadne rozpiSeme moznosti, a spytame sa vhodné otazky.

Ako rychlo toto riesenie bezi? Pre kazdu otdzku pouzijeme konStantny pocet queries pre intervalovy strom,
a teda pouzime O(logn) operécii pre kazdu udalost. Na vybudovanie intervalovych stromov a nacitanie vstupu
potrebujeme linedrny cas, takze dostaneme vysledni ¢asovi zlozitost O(n + qlogn).

Pamétova zlozitost je O(n), kedZe si musime ulozit vstup a intervalové stromy.

Implementacia
Vzhladom na velké mnozstvo jednotlivych pripadov je sa v tejto tilohe velmi lahké pomylit, preto pri imple-
mentécii si odpori¢ame pouzit pristup lenivého programéitora® a pripady si poriadne rozpisat, resp. nakreslit.

Mato
8. Diverzita obedov (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Téato uloha je pekny priklad problému, kde je klucové najst nejakd jednoduchi charakteristiku optimal-
neho riesenia a potom prehladat vyrazne mensi priestor moznosti, ktoré podla nasej charakteristiky moézu byt
optimalne.

V nasom pripade bude pre skiisenejsieho riesitela pravdepodobne narocénejsia prva cast, kde sa budeme snazit
vymysliet peknt charakteristiku optiméalneho riesenia, ktorda nam zredukuje priestor moznosti, ktoré musime
vyskusat. Efektivne prehladanie tohto priestoru sa bude potom dat vymysliet s pouzitim pomerne Standardnych
technik.

1V skutoénosti je relevantné presne jedna, v zavislosti na hodnote x — 2’. Pre jednoduchost uvazujme vsetky.

2vid kucharku?®

4Princip lenivého programétora je nasledovny: Bezny ¢lovek vidi problém, a hned sa do neho vrhne. Vysledkom toho po troch
hodinach bude dlhansky program, plny chyb. Lenivy programéator sa najskoér hodinu bude zamyslat, ako si usetrif ¢o najviac roboty
a okrajovych pripadov. Potom to za pol hodinu naprogramuje. (VSimnime si, Ze lenivy programétor ma kratsi program, s menej
chybami a este to celé spravil dvakrat rychlejsie.)
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Nestaci orientovat hrany?

Hovorime, ze hrana je orientovand z u do v, ak p(u) > p(v), kde p(z) uddva ¢islo vrcholu = po naSom
precislovani. Nie je tazké si vsimnut, Ze orientdcia hran v strome jednoznacne urcuje pocet klesajucich ciest
v precislovanom strome. Teda ak dostdvame z viacerych precislovani rovnaku orientdciu vSetkych hran, staci
vyskusat jedno z nich.

Tuto mézeme vyuzit to, Zze na vstupe dostdvame stale strom. Nech v nom orientujeme hrany akokolvek,
ostane vzdy acyklicky. Teda po orientovani hran dostdvame orientovany acyklicky graf. Vieme, ze takyto graf
ma4 stéle aspon jedno topologické usporiadanie®. Ku kazdému moznému orientovaniu hran vieme priradit nejaké
topologické usporiadanie takto orientovaného grafu a podla neho precislovat vrcholy. Z toho uz vyplyva, ze ku
kazdému orientovaniu hran mame aspon jedno korespondujice precislovanie a stac¢i ndm prejst vSetky mozné
orientovania hran.

Vsetkych precislovani vrcholov je n! a moznych orientdcii hrdn je 2"~!. Spocitat pocet klesajiicich ciest,
teda pocet ciest po orientovani hrdn vieme v O(n?). Takto sme z trividlneho brute forcu, ktory mé zlozitost
O(n? - n!), dostali lepsi brute force so zlozitostou O(n? - 2"). Dalej sa budeme zamyslat iba nad verziou, kde
orientujeme hrany, kedze sme ukazali, ze odpoved bude rovnaka.

Vnutorné cesty

Vnttornu cestu z vrcholu ¢ do vrcholu b nazveme takid orientovanid cestu v orientovanom strome, ze existuju
orientované hrany z a do b a z ¢ do d. Dokazeme, ze vnttorné cesty v optimalnom rieseni byt nemdozu.

Pozrime sa, ¢o sa stane, ak oto¢ime hrany v celom podstrome a a hranu a — b. Nech:

o A je pocet ciest, ktoré kondia v a (vratane cesty dizky 1, ktora obsahuje iba a)
e B,y je pocet ciest dlzky > 2, ktoré zacinaju v b
e B;, je pocet ciest dlzky > 2, ktoré koncia v b a nejdd cez hranu a — b

Mozeme si vSimnut, ze vela ciest, ktoré boli orientované pred touto upravou budud orientované aj po tejto
uprave (iba sa v nich kazdd hrana otoc{). Jediné cesty, ktoré sa mohli zmenit musia obsahovat hranu a — b.
Preto sa staci pozriet na to, ako sa zmenil ich pocet.

Pred tpravou tychto ciest bolo A - By, : Vietky cesty konéiace v a vieme predizit do nejakého vrcholu, do
ktorého sa da dostat cez b.

Po tuprave ich bude A - B;, : VSetky cesty, z ktorych sa da dostat do b, okrem tych, ktoré vedu cez a — b
(to vyjadruje By ), vieme predizit vSetkymi cestami, ktoré sa koncili v a pred otocenim, lebo po otoceni sa v a
zacinaju.

Pocet orientovanych ciest sa ndm teda zmeni o 01 = A(B;;, — Bout). Rovnako vieme vypocitat, co sa stane,
ak otoc¢ime hranu ¢ — d a podstromy vrcholu d neobsahujice vrchol c. Pocet orientovanych ciest sa v tomto
pripade zmeni o d2 = D(Cput — Cip).

Teraz je dolezité si vSimnut, ze kazda orientovant cestu, ktord konci v ¢, vieme predlzit tak, Ze bude kon¢it
v b (lebo existuje orientovand cesta z ¢ do b). Z toho vyplyva, Zze By, > Cy, + 1. Podobne vieme dokédzat, Ze
Cout > Bowt + 1. Ak séitame tieto nerovnosti, dostaneme (B;,, — Bout) + (Cour — Cin) > 2.

Teda max(B;, — Bout, (Cout — Cin) > 0 a kedze A > 0, tak aj max(dy,d2) > 0. Teda po jednej z tychto tprav
vieme zvysif pocet orientovanych ciest. Tymto sme dokazali, Ze takzvana vniutorné cesta nemdze v optimalnom
rieseni existovat, inak by sme vedeli ziskat lepsie rieSenie.

Toto tvrdenie nam, ako dalej uvidime, velmi pomoéze. Vyrazne a hlavne pre algoritmické riesenie velmi
prijemne ndm zredukovalo priestor moznosti, ktoré nAm naozaj treba vyskusat. Dalej si ukdzeme, ako presnejsie
musia vyzeraf rieSenia, ktoré budeme skusat.

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Topological_sorting
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Centralny vrchol

Centralny vrchol nazveme taky vrchol orientovaného stromu, pre ktory kazda neorientovand cesta konciaca
v tomto vrchole je aj orientovand cesta. Poriadne si premyslite, alebo nakreslite, ako moze orientovany strom
s centrdlnym vrcholom vyzerat. DokéZeme, Ze takyto vrchol v orientécidch bez vnitornych ciest (len takéto
orientdcie maji Sancu byt optimélne) musi existovat.

Najprv si zakorenime strom v Tubovolnom vrchole v. Zly vrchol nazveme taky vrchol u, pre ktory existuje
cesta (v,...,u,w), ktord meni orientéciu po vrchole u. Teda hrany si od v po u orientované jednym smerom a
hrana u,w je orientovand opacnym smerom.

Ak vrchol v nema ziadny zly vrchol, mozeme ho vyhlasit za centralny vrchol, pretoze k nemu existuje
orientovand cesta z kazdého vrcholu v strome. Inak musi platit, ze vsetky zlé vrcholy sa nachadzaji v jednom
podstrome vrcholu v. Dokazeme to sporom s tym, ze v optimalnom orientovani nie je vnatorna cesta. Nech je
zly vrchol aspon v dvoch podstromoch vrcholu v. Pripady si mézeme rozdelit podla toho, ako vyzeraju hrany
pri vrchole v na ceste medzi podstromami so zlymi vrcholmi:

(a) )

o Ak su tieto hrany orientované jedna smerom ku v a druhd od v, podla obrizka (a) vidime, Ze dostaneme
vndtornd cestu, ktord zac¢ina v v’ a kondi v u.

o Ak si tieto hrany orientované obe smerom od v, podla obrazka (b) vidime, Ze dostaneme vnuitorni cestu
z v do u.

o Ak st tieto hrany orientované obe smerom ku v, obrdzok by bol zhodny s obrdzkom (b), len by mal otoc¢ené
hrany. Dostali by sme teda vnttorna cestu z u do v.

Teda mame spor s tym, ze v optimalnom orientovani nie je vnutorna cesta, kedze v kazdom pripade, kedy
sa zlé vrcholy v aspon dvoch podstromoch, dostaneme nejakil vnatornd cestu. Staci teda zmenit vrchol v na
koren podstromu, v ktorom je zly vrchol a aplikovat rovnaka argumentéciu. Takto mdézeme postupovat po ceste
v strome, pokym nie je aktualny vrchol v centralny.

Dokéazali sme tak, ze v optimalnom orientovani hran musi byt nejaky centralny vrchol. Toto ndm uz vyrazne
zjednodusilo tlohu a mozeme sa zacat zamyslat nad efektivnym ndjdenim optimélneho rieSenia v zostavajicom
priestore orientovani, ktoré mézu byt optimélne.

Prvé polynomialne rieSenie

Ako prvé sa ¢rta vyskusat vSetky vrcholy ako centrdlne a pre kazdy nejak vypocitat, kolko najviac ciest
vieme dostat, ak je tento vrchol centralny. To sa po par optimalizaciach ukaze aj ako vzorové riesenie.

Mbobzeme si vSimnut, ze ak zvolime vrchol za centralny, ostdava uz len rozhodnut, ktoré podstromy budi
orientované smerom ku centralnemu vrcholu a ktoré smerom od neho. Hrany v celom podstrome musia byt
orientované rovnako, lebo z kazdého vrcholu musi existovat orientovand cesta k centralnemu, alebo naopak. Tiez
si mozeme vsSimnuf, ze menenie orientacie celych podstromov zmeni iba pocet orientovanych ciest, ktoré vedu z
jedného podstromu centralneho vrcholu do iného podstromu centralneho vrcholu. Pocet ostatnych orientovanych
ciest ostdva nezmeneny (iba sa celé otocia).

Podme teda skimat, kolko najviac orientovanych ciest vedicich medzi dvoma réznymi podstromami central-
neho vrcholu vieme dostat. Zaujima nas, kolko ciest vieme viest k centralnemu vrcholu z kazdého z podstromov
centralneho vrcholu. To je celkom jednoduché - je to pocet vrcholov v tomto podstrome.

Ak orientujeme smerom ku centralnemu podstromy so spolu  vrcholmi a smerom od vSetky ostatné, dosta-
neme x - (n — 1 — x) ciest, ktoré vedi cez 2 rozne podstromy. Z kazdého vrcholu v podstrome orientovanom ku
centralnemu vrcholu sa vieme dostat do kazdého vrcholu v podstrome orientovaného od centralneho vrcholu.

2
Ak tento vyraz upravime dostaneme z - (n —z — 1) = @ —(z— "T_l)Q Prvy ¢len je nezavisly na x, teda

sta¢i minimalizovat druhy ¢len. Ten zjavne minimalizujeme, ak zvolime x ¢o najblizsie k "7_1
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Standardna dynamika

Vidime, ze potrebujeme zistit, ¢i je mozne rozdelit mnozinu velkosti podstromov centralneho vrcholu na 2
Casti s rovnakym suctom. Existuje pomerne zndmy algoritmus zaloZzeny na dynamickom programovani, ktory
tento problém vie riesit v ¢ase O(n - k), kde k je sti€et prvkov v celej mnozine. Viac sa o fiom doéitate tuto®.
Pre nds je ale k = n — 1, teda s jeho pouZitim dostaneme v najhorSom pripade ¢asovii zlozitost O(n?) pre
kazdy skuSany centralny vrchol. Ak sa takto rozdelit mnozinu velkosti podstromov nedd, chceme nejaké mozné
¢o najrovnomernejsie rozdelenie. Dynamika, ktort pouzivame vsak vzdy vypocita aj odpoved na tito otazku,
pretoze pocas jej behu pre kazdu velkost rozdelenia zisti, ¢i ju je mozné dosiahnut.

Dopocitame ostatné cesty

Ostéva uz len zistit, kolko ciest je celych obsiahnutych v kazdom z podstromov centralneho vrcholu. To vieme
vypocitat jednoduchym dynamickym programovanim prejdenim vsetkych podstromov centralneho vrcholu. Pre
kazdy vrchol u si budeme pamétat, kolko ciest z jeho podstromu v nom moéze koncit, vratane cesty obsahujuicej
iba tento samotny vrchol. To je vlastne pocet vrcholov v celom jeho podstrome vratane u. Ttto hodnotu nazveme
Uin. Budeme si tiez pamétat, kolko ciest je v celom jeho podstrome. Tuto hodnotu nazveme ucy;. Ak vieme
tieto idaje pre deti vrcholu u, tak ich vieme vypocitat aj pre vrchol u:

o Ucent = D ccchil dren(u)(ccnt +¢in) (cesty v podstrome vrcholu ¢ sa zachovaji a pribudne ¢;;, ciest kondiacich
v u)

* Uin = Y cechildren(u) Cin (dO u vieme predizit z kazdého podstromu iba tie cesty, ktoré kondia v c)

Ak je vrchol u list, tak stac¢i nastavit ue,s = 0 a u;, = 1. Tymto spdsobom vieme s pouzitim DFS jednoducho
vypocitat pocet ciest v strome, ktoré si obsiahnuté celé v jednom podstrome aktualneho centralneho vrchola
v. Maximélny pocet ciest tak ziskame, ako y- (n — 1 —y) + vene, kde y je x, ktoré ndm dalo najvacsi podet ciest
medzi podstromami.

Casova zlozitost

Ostava este zistit, aka casova zlozitost toto celé vlastne bude mat. Pozrime sa, kolko prace vykoname pre
nejaky pevny centralny vrchol v. Najprv chceme zistif velkosti jeho vSetkych podstromov a pocas toho mézeme
aj vypocitat cesty, ktoré vedu celé v jednom podstrome. To sme si ukazali, ze vieme jednym DFS, ktoré bude
mat v naSom pripade zlozitost O(n).

Potom chceme vypocitat pocet ciest vedicich cez 2 podstromy pri optimalnom orientovani podstromov.
To dokéaZzeme pomocou vysSie popisanej dynamiky v ¢ase O(n?). UkdZeme, Ze aj ked to tak na prvy pohlad
nevyzera, aj vysledna ¢asova zlozitost bude O(n?).

Ozna¢me pocet susedov vrchola v ako deg(v). Potom pri zistovani optimélnej orientdcie mame vlastne
zlozitost O(n - deg(v). Je sice pravda, ze deg(v) moéze byt az n — 1, ale pouzijme radsej tento predpis pri
celkovom odhade ¢asovej zlozitosti. Dostaneme tak O(Y . _} (n-deg(v)) = O(n- Y. _} deg(v)). Stcet stuptiov v
celom strome je ale stale 2n—2, teda Y ._ ' (deg(v)) = 2n—2 a celkovd ¢asova zlozitost je O(n-(2n—2)) = O(n?).
Inak povedané, prechod pola s moznymi sictami pri dynamike prechadzame v podstate pre kazdd hranu raz
pre jej jeden koncovy vrchol a raz pre druhy koncovy vrchol. Hrdn v strome a aj velkost pola je O(n), teda

¢asova zlozitost je O(n?).
Vzorové riesenie

Iba centroidy nie su trivialne

Centroid je vrchol v strome, ktorého Ziaden podstrom nemd velkost véicsiu ako 5. Pre vrchol, ktory nie je

centroid staci orientovat velky podstrom jednym smerom a ostatné druhym smerom. Teda len pre centroidy
je potrebné riesit tlohu spomenutym dynamickym programovanim. Je zndme, ze centroidy si v strome stéle
najviac dva, teda dynamiku zbehneme konstantne vela krat.

To samo o sebe ale nezlepsi ¢asovi zlozitost, kedZe centroid méze mat az O(n) deti a v tom pripade bude mat
cely algoritmus kvoli dynamike ¢asovii zlozitost O(n?). Skiisme preto zefektivnit dynamiku na siéty podmnozin.

Triky z Ameriky
Teraz popiseme mozno nie az tak znamy trik, pomocou ktorého je mozné vyriesit dynamiku na stcty pod-
mnozin v éase O(n-+/n), kde n je najvacsi dosiahnutelny sti¢et. Najprv je dobré si uvedomit, ze roznych hodnot,

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Pseudopolynomial_time_number_partitioning
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ktoré sa s¢itaju na n musi byt najviac O(y/n). To si vieme zd6vodnit napriklad pomocou vzorcu na vypocet
stctu aritmetickej postupnosti. Aj ak budeme pouzivat ¢isla od 1 s diferenciou 1, dostaneme po 2-y/n = O(y/n)
Cislach vaGsi sticet ako n. Vsetky iné mnoziny roznych ¢isel s aspon 2 - y/n prvkami ndm daji zjavne vAGS{ sucet
ako je tento. Teda problém mdzeme maf len vtedy, ak sa nejaké malé ¢isla casto opakuja.

Povedzme, Ze mame 3 trojky. Mdzeme si vSimnit, ze ¢o sa tyka dosiahnutelnych siétov sme v tej istej
situacii, ako ked mame 1 trojku a 1 Sestku. Toto plati vSseobecne. Ak mame prvok a acpi-krat, kde acne > 3.
Ekvivalentné by bolo mat 1 + (x — 1)mod2-krat prvok a a [(x — 1)/2]-krat prvok 2a. Touto upravou zjavne
nezmenime sucet vsetkych prvkov.

Ak v nejakom dosiahnutelnom sucte pouzijeme a parny pocet krat, vieme to vyskladat iba z prvkov 2a.
Pripadne pouzijeme oba prvky a ak bolo a.,: parne.

Ak v nejakom dosiahnutelnom sicte pouzijeme a neparny pocet krat, vieme to vyskladat z prvkov 2a a
jedného prvku a. Kedze prvky a po tuprave najviac dva, nikdy sa nam nestane, ze by sme nemali dost prvkov
2a na vyskladanie daného suctu.

Prisli sme teda na sp6sob ako upravit pocty tak, aby sa mnozina moznych sictov nezmenila a zaroven sa
prvok a nachddzal v mnozine 1 alebo 2-krat. Ak tito dpravu spravime so vSetkymi najmensimi /n prvkami,
spravili mame medzi mensimi prvkami ako y/n najviac 2 - \/n prvkov.

Dokopy mame teda y/n + 2 - /n = O(y/n) prvkov. Tymto sme dostali algoritmus, ktory spocita vsetky
mozné sucty v éase O(n - y/n). Najprv spravime tpravy na malych prvkoch a potom pouzijeme predchadzajici
algoritmus.

Uz iba prekorenovat

Aj ked teraz uz ¢asova zloZitost vyzerd nadejnejsie, stéale je v skutocnosti O(n?). Pri poéitani ciest, ktoré st
celé v nejakom podstrome stéle pre kazdy vrchol prejdeme cely strom. Ak by sme sa tohto zbavili, ziskali by
sme uz naozaj lepsiu ¢asovu zlozitost.

Takato situdcia je uz skusenejsiemu riesitelovi pomerne znama. Staci pouzit techniku prekorenovania. Ak
spravime najprv DFS z vrcholu 1 na vypocitanie u;, a ., pre vsetky vrcholy, ziskame potrebné hodnoty pre
podstromy deti (podla zakorenenia vo vrchole 1) kazdého vrcholu. Chceme teda uz len vypocitat hodnoty pre
“nadstrom” nésho rodic¢a (podla zakorenenia vo vrchole 1). Presne toto vieme vdaka technike prekoreriovania.
Staci pouzit jedno DFS na predpocitanie hodnot pre kazdy podstrom podla zakorenenia v 1 a pri druhom DFS
si uz budeme vediet spravne udrziavat hodnoty pre nas nadstrom. Ak tuto techniku nepoznate, mozete sa o nej
viac doé¢itat v USACO guide”. Pre na$ konkrétny pripad sa moézete pozriet do implementécie.

Finalna Casova a pamatova zlozitost

Uz len stac¢i overif, Ze je Casova zlozitost naozaj takd, ako chceme. Najprv spravime DFS na vypocitanie
potrebnych tidajov o podstromoch v O(n). Potom pocas druhého DFS pre necentroidy vypocitame odpoved v
O(1) a pre centroidy v ¢ase O(n - /n). Centroidov je ale konStantne vela, teda findlna casovd zlozitost bude
O(n - /n). Pamitova zlozitost je O(n), pretoze si pamitdme iba strom a pole s moznymi sic¢tami.

Bonusy

Prekorenovanie na vyriesenie tohto problému dokonca ani nebolo treba. D4 sa dokazat, ze optimélny cen-
tralny vrchol bude vZdy centroid a teda staéi strom zakorenit v fiom (resp. v obidvoch z nich, ak st 2). Casovii
zlozitost nam to vSak nezhorsuje, tak sme sa kvoli lenivosti dokazovat dalsie veci rozhodli pouzit prekorenovanie

Algoritmus sa d4 zrychlit pouzitim C++ bitsetov®. Pri dynamike si uloZime boolovské pole ako bitset b. Pri
pridavani prvku x stacéi spravit b |= (b << x). Tato neasymptoticka optimalizdcia vie obéas vyrazne zrychlit
kéd v praxi. Na ziskanie plného poc¢tu bodov za program to ale nebolo treba.

"https://usaco.guide/gold/all-roots?lang=cpp
8https://usaco.guide/plat/bitsets?lang=cpp
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