KoreSpondenény seminar z programovania

e_,eﬁ XLIII. rfﬁgikdf,025/26

Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové rieSenia 2. kola zimnej Casti

Konco
1. O vrecku co zradilo ostatné (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Priame prehladavnie

Najjednoduchsim rieSenim, ktoré by ndm mohlo napadnif, je postupne vzdy z jediného vrecka zobrat jednu
mincu a odvazit ju. Potom podla hodnoty na vahe hned vieme, ¢i si mince v danom vrecku falosné alebo nie.

Takéto riesenie vSak v najhorsom pripade potrebuje n vazeni, ¢o postacuje na vyriesenie prvej sady.

Mbobzeme si ale v§imnut, ze ked uz sme odvazili vSetky vrecka okrem jedného a vSetky obsahovali pravé mince,
tak falo$né musia byt v tom poslednom. Takto si vieme uSetrit jedno vazenie a tak vyriesit aj druht sadu.

Zaujimavejsie pristupy

Tretia sada sa da vyriesif rieseniami zalozenymi na réznych dekompoziciach.

Jednou moznostou je rozdelit si vrectiska na niekolko skupin (napriklad mat skupiny po 10 vrectskach) a
najprv zistit, v ktorej skupine sa falosné vrecko nachadza. Nasledne si individudlne prejdeme len vrecka v tejto
skupine a zistime, ktoré konkrétne vrecko obsahuje falosné mince.

Takéto rieSenie nam zaberie S + K vazeni, kde S je pocet skupin a K je maximélny pocet vreciek v skupine.
To by sa dalo este optimalizovat rovnakym trikom ako v minulej sekcii, ale na vyrieSenie tretej sady to nebolo
potrebné.

Tato myslienka sa dé rozsirit aj na viacero irovni — skupinu, kde sa nachadza falosné vrecko moézeme opéat
rozdelit na mensie skupiny a takto pokracovat, az kym nam neostane len jediné vrecko. Ak vam tato myslienka
pride zaujimava, mohli by vas zaujat Intervalice'.

V kazdom pripade vam vsak takéto rieSenia s poslednou sadou vstupov nepomdzu pretoze...

Optimalne rieSenie

Na vyrieSenie celej tlohy vSak staéi pouzit iba jediné vazenie.

Po chvilke rozmyslania si uvedomime, Ze tu ndm uz nebude stacit z kazdého vrecka brat maximalne jednu
mincu. V skutocnosti si mézeme v§imnut silnejsiu vec — z kazdej dvojice vreciek musime zobrat iny pocet minci.
Ak by sme tak nespravili a ndhodou by sa stalo, Ze by v jednom z nich boli falo$né mince, nemali by sme Sancu
urcit, ktoré z nich to je.

Predpokladajme teda, ze sme z kazdého vrecka zobrali iny pocet minci, z prvého sme ich zobrali a1, z druhého
ag, .., z n-tého a,. Keby boli vSetky mince pravé, vaha by ukdzala P = 50- (a1 +as+...+a,) gramov. Ale ak bolo
i-te vrecko falo$né, vdha ndm v skutoc¢nosti ukdzala hodnotu W = 50- (a1 +as+...+a;—1 +a;r1+...+a,) +55-a;.
To znamena, ze rozdiel medzi skuto¢nou a ocakavanou hmotnostou je W — P = 5-a;. W ale pozname z vazenia
a P vieme jednoducho spocitat. Teda potom vieme, ze a; = ng , a kedze sme z kazdého vrecka zobrali iny
pocet minci, vieme jednoznacne urcit, ktoré vrecko je falosné.

Prakticky je najjednoduchsie zobrat z i-teho vrecka ¢ minci, potom je a; =i a teda ¢ =

w-P
5 -

Listing programu (Python)

def odvaz(vahy_minci):
assert len(vahy_minci)==
print("?", *vahy_minci, flush=True)
result = int(input())

return result

Thttps://www.ksp.sk/kucharka/intervalovy_strom/
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def odpovedaj(index) :
print("!", index, flush=True)
exit (0)

n = int(input())
while True:
# Z i-teho vrecka vezmeme i minci

pocty_minci = list(range(l, n+1))

# Ak by boli vsetky prave, tak by vazilt presme p gramov
p

sum(pocty_minci) * 50

odvaz(pocty_minci)

=
1]

odpovedaj ((w-p)//5)

2. Bazalky a cili papricky 12 b za popis, 8 b za program

RieSenie hrubou silou

Ulohu vieme riesit pomocou hrubej sily. Iterujeme zlava doprava po prvych K pozicidch. Ak sa na nejakej
pozicii nachddza korenicka s ¢islom vacsim nez K, najde sa najblizsia sprdvna korenicka s ¢islom K napravo a po-
mocou postupnych susednych vymen sa presunie na tito poziciu. Kazda takato vymena sa zapocita do vysledku.
Algoritmus pokracuje, kym prvych K pozicii neobsahuje iba korenicky 1 az K, pricom ich vnitorné poradie nie
je dolezité. Tymto postupom sa nikdy nerobia zbyto¢né vymeny, pretoze kazda vymena riesi konkrétny prob-

.....

¢islom mensim alebo rovnym K, a kazda takato inverzia musi byt odstranena aspon jednou susednou vymenou.

Optimalne riesenie

KItcové je uvedomit si, ze korenicky na indexoch ¢ a j vieme vymenit pomocou |i—j| susednych vymen, takze
nie je potrebné jednotlivé vymeny simulovat. Nech p; oznacuje index i-tej korenicky s ¢islom < K v pévodnom
poradi pola (éislované zlava doprava). Korenicka na pozicii p; ma pred sebou presne p; — i koreniciek s ¢islom
vacsim nez K, s ktorymi tvori problémové dvojice. Pole prechddzame zlava doprava. Pri kazdej korenicke s
¢islom < K pripoc¢itame do vysledku jej aktualny index ¢, ¢im ziskame hodnotu

ZP@

Z tejto hodnoty nasledne odcitame

K-1

_(K-DK
z—#.

i=0
Vysledkom je presny pocet problémovych dvojic, a teda aj minimalny pocet potrebnych susednych vymen.
Casova a pamatova zloZitost
Takéto rieSenie bude mat ¢asovi zlozitost O(n) a pamétova zlozitost O(1)

V rieSeni sa vyuziva iba linedrne iterovanie cez prvky, pricom ich nie je potrebné ukladat do paméte. A zopar
premennych.

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

using 11 = long long;
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using vi = vector<int>;

using vvi = vector<vector<int>>;

using pii = pair<int, int>;

using vll = vector<long long>;

using vvll = vector<vector<long long>>;
using vstr = vector<string>;

using str = string;

#define PB push_back

#define ALL(z) (z).begin(), (z).end()

#define FOR(i, s, f) for (int(i) = (s); i < (f); (i)++)
#define ROF(i, s, f) for (int(i) = (s); i > (f); (i)--)
#define loop(z) for (int ¢ = 0; % < (x); i++)

const int INF = 1e9;

const long long LLINF = 1e18;
const int MOD = 1e9 + 7;
const long long LLMOD = 1el8 + 7;
int main(){
11 n ,k;
cin >>n>>k;
vll 1st(n);
FOR(i,0,n) cin >> 1st[i];
vi pos;
FOR(i,0,n){
if (Ist[i] <= K){
pos.PB(i);
}
}
11 ans = 0O;
FOR(i,0,k){
ans += pos[i] - i;
}

cout <<ans<<'\n';

Listing programu (Python)

n,k = map(int, input().split())
pole = [int(i) for i in input().split()]
print(sum([i if pole[i] <= k else O for i in range(n)])-(k-1)*k//2)

3. Eww, nieco je tu rozliate

Pozorvanie

Zadanie hovori dve zaujimavé veci:

o Filipko méze zacat na ITubovolnom z prvych dvoch schodov.

12 b za popis, 8 b za program

e Moze vykrocit lubovolnou nohou, ale od toho momentu musi striedat nohy pri kazdom kroku.

strana 3 z 23

https://ksp.sk/



To znamena, ze na kazdom schode nas zaujimaji dve hodnoty: aké je minimalne zaSpinenie, ak nan Filipko
stupi Tavou nohou, a to isté pre pravii nohu.

Naivné riesnie

Najpriamociarejsie riesenie je prejst vSetky mozné cesty, ktorymi sa vieme dostat na posledny schod. Za¢neme
na jednom z prvych dvoch schodov a Tubovolnou nohou. V kazdom kroku mame na vyber ist o jeden alebo o
dva schody vyssie; tym sa automaticky urci, ktorou nohou stiipime na novy schod a akti hodnotu zaspinenia k
vysledku pripoc¢itame. Takto rekurzivne preskiimame vSetky kombinacie krokov, na konci si vyberieme najmensi
ndjdeny sucet. Tento postup sice vzdy najde spravnu odpoved, ale ma exponencidlnu ¢asovi zlozitost O(2").

Vzorové riesenie

Tato tlohu budeme riesit dynamickym programovanim?.

Pre kazda nohu si budeme postupne doratavat optimélne hodnoty. A to tak, Ze postupne budeme doravat
hodnotu na aktudlnom schode pomocou hodnoty na predchadzajticich schodoch.
Definujeme si dve polia:

e dl[i] — najmensie zaSpinenie, ak Filipko skon¢i na i-tom schode a sttpi nan lavou nohou
o dpl[i] — to isté, ale pre pravi nohu

Aby sme mohli vypocitat d1[i], musime sa sem nejako dostat. KedZe striedame nohy, vieme sem prist len
s pravou nohou, a to:

e bud zo schodu i-1, teda dp[i-1] + 1[i]
¢ alebo zo schodu i-2, teda dp[i-2] + 1[i]

Analogicky pre pravi stranu schodov.

Este potrebujeme vyriesit zaciatocné pripady pre prvé dva schody na oboch stranach. O tych vieme rovno
povedat, ze to budt urcite hodnoty len danych schodov, kedZe sa na ne dokdzeme dostat jednym krokom — teda
priamo na ne. Teda dp[0] = p[0]; dp[1] = p[1] a podobne pre lavi nohu.

Potom dynamicky zostavujeme riesenie od najnizsieho schodu k najvyssiemu. Na posledny schod n-1 musime
dosliapnut, ale mézeme naii stiipit lavou alebo pravou nohou — vyberieme teda minimum: min(d;[—1], dp[—1]).

Preco to funguje ?

Spravnost riesenia vyplyva z toho, ze d1[i] a dp[i] vzdy uchovavaji minimalne mozné zaspinenie pri
skonceni na i-tom schode Tavou, resp. pravou nohou. Pre prvé dva schody vieme tieto hodnoty urcit priamo,
kedZe na ne moézeme vstipit jedinym krokom. Pre kazdy dalsi schod sa mozeme nan lavou nohou dostat len z
pravou nohou na ¢ — 1 alebo i — 2 (aby sme dodrzali striedanie noh a povolené kroky), takze optimdlna hodnota
d1l[i] je min(dplil],dp[i2]) +[i] , a analogicky pre dp[i]. KedZe rekurencia zohladiiuje vSetky mozné pripady a
vzdy berie minimum, vysledok min(dl[n1],dp[nl]) je skutoéne globdlne najmensie mozné zaspinenie.

Zlozitost

Casové zlozitost: O(n) — pre kazdy schod spravime konstantny’ pocet operdcii.

Pamiétovd zlozitost: O(n) — ukladdme si dve hodnoty pre kazdy schod.

Optimalizacia: Ak potrebujeme eSte menej paméte, moézeme si namiesto celych poli dl a dp pamatat len
posledné dve hodnoty. Kedze na vypocet d1[i] a dp[i] pouzivame iba hodnoty z i — 1 a ¢ — 2, starsie nepot-
rebujeme. Preto si staci pamétat len tieto dve posledné hodnoty pre kazdi nohu a zvysok mdzeme zahodit.

Listing programu (Python)

int (input ())
1 = list(map(int, input().split()))

p = list(map(int, input().split()))

# DP zoznamy pre kazdu z noh
dpL = [float('inf')] * n

2https://school.ksp.sk/courses/techniques-2/dynamic-programming/intro/
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dpP = [float('inf')] * n

# zactiatocne pripady dynamiky pre prve dva schody.
dpL[0], dpP[0] = 1[0], pl0]
dpL[1], dpP[1] = 1[1], p[1]

# naplname dynamiku pre kazdy schod podla mohy, ktorou man stupame
for i in range(2, n):

dpL[i] = min(dpP[i-1], dpP[i-2]) + 1[i]

dpP[i] = min(dpL[i-1], dpL[i-2]) + pl[i]

# vysledok ako minimum posledneho schodu lavou a pravou nohou
print (min(dpL[-1], dpP[-11))

Autor
4. Delime sa s jedlom (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Prvé napady

Situaciu z tejto tlohy si vieme predstavit pomocou orientovaného grafu, kde vrcholy zodpovedaji vedticim
a od veduceho i k vediicemu j vedie hrana prave vtedy, ked veduci i je ochotny podelit sa s vedicim j. Chceme
vybrat taki mnozinu vrcholov, aby bol kazdy vrchol v tejto mnozine alebo aby susedil s nejakym vrcholom z
tejto mnoziny.

Najlahsie rieSenie samozrejme dosiahneme tak, ze kazdy vedici donesie jedlo. Takto vSsak bude musiet doniest
jedlo az vsetkych n < 1000 vedtcich, ¢o je velmi neoptimalne.

O nieco lepsie riesenie vieme dosiahnut tak, ze zarucime, aby kazdy veduci, ktory donesie jedlo, pokryl este
aspon nejakého jedného dalsieho vediceho, ktory tak nebude musiet doniest jedlo. To vieme spravit tak, ze
popdrujeme veducich do dvojic (1,2), (3,4) a tak dalej, pricom v pripade nepérneho poétu vedtcich ndm ostane
na konci este jeden nesparovany vedtci.

Vieme, ze v kazdej dvojici je prave jeden vedici ochotny podelit sa s tym druhym, takze v kazdej dvojici
sa nam staci pozriet na to, ktory veduci z danej dvojice to je. Potom staci, aby tento vedici doniesol jedlo, a
pokryje tym aj druhého vediceho z danej dvojice. Pre neparne n posledného nesparovaného vedtceho vieme
vyriesit zrejme tak, Ze aj on samotny este prinesie jedlo.

Tymto postupom vieme vybrat [n/2] veducich tak, Ze pokryjeme kazdého vediiceho, ¢o ndm staéi na zisk
2 bodov. Casova aj pamitova zlozitost tohto postupu je O(n?) kvoli naéitavaniu vstupu, zvysok uz prebehne v
¢ase linedrnom od n, kedze pocet dvojic je linedrny od n a v kazdej sa ndm stacéi pozriet len na to, z ktorého
vrcholu do ktorého vedie hrana.

Optimalne riesenie

Ked sa pokiisime vyssie uvedené riesenie vylepsit a zarucit tak napriklad pokrytie viacerych nez dvoch
vedicich jednym vedtcim, zistime, Ze to uz takto Tahko zlepsit nejde. Napriklad spomedzi trojice vedicich uz
nemusime vediet vybrat jedného vediceho, ktorym pokryjeme zvysnych dvoch.

MoZe ndm ale napadnit pazravé (greedy) riesenie, v ktorom vzdy vyberieme nejakého nepokrytého vediceho,
ktory nam pokryje ¢o najviac este nepokrytych vedicich. Takto vyberame dalsich vedtcich s jedlom az dokym
nepokryjeme tplne vsetkych vedicich. Toto rieSenie znie prirodzene, no bez dalsieho dékazu nie je vObec jasné,
ako dobré v skutocénosti je.

Podme sa blizsie pozriet na jeden krok tohto postupu. Nech je este nepokrytych x vedicich a my z nich
vyberame toho vediceho, ktory pokryje ¢o najviac nepokrytych vedtcich. Podme spocitat, kolko vediucich takto
pokryjeme.

Tu ndm pomdze grafova interpretécia tejto tlohy. Lubovolny nepokryty vrchol totiz uréite pokryje sam seba
a okrem toho pokryje prave tolko vrcholov, kolko hran z neho vedie k este nepokrytym vrcholom.

V podgrafe celého grafu tvorenom len nepokrytymi vrcholmi a hranami medzi nimi pritom mame hranu
medzi kazdou dvojicou roznym vrcholom, a to orientovant prave jednym smerom, takze hran v tomto podgrafe
je (5) = ta(x — 1). Kazdd tato hrana vychadza z nejakého z z eSte nepokrytych vrcholov, takZe z jedného
vrcholu vychddza priemerne 4 (z — 1) hrén.

Ked potom vyberieme nepokryty vrchol, z ktorého vychadza najviac hran do nepokrytych vrcholov, tak z
neho bude urcite vychadzat aspon priemerny pocet hran, teda aspon %(:I: — 1). V opa¢nom pripade by totiz
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z kazdého nepokrytého vrcholu vychadzalo menej nez %(x — 1) hran do nepokrytych vrcholov, a tak celkovo

zo vsetkych x nepokrytych vrcholov by dokopy vychddzalo menej nez %:c(x — 1) hrdn do dalsich nepokrytych

vrcholov, teda hrdn medzi nepokrytymi vrcholmi by bolo menej nez fz(z — 1), ¢o je ale spor s tym, ze hran

medzi danymi vrcholmi je prave %m(w —-1). ’

Vybrany vrchol tak pokryje sdm seba a okrem toho eSte aspon %(w — 1) dalsich nepokrytych vrcholov, teda
v jednom kroku pokryjeme asponi 1+ % (z — 1) = 3(z + 1) eSte nepokrytych vrcholov. VSimnime si, Ze v jednom
kroku pokryjeme vzdy viac nez polovicu vsetkych este nepokrytych vrcholov, takze pocet potrebnych krokov
ako aj pocet vybranych vrcholov bude priblizne logaritmicky oproti celkovému poc¢tu vrcholov.

Podme presne urcit potrebnt velkost vybranej podmnoziny vedicich pre n < 1000. Zrejme ndm staci urcovat
tento pocet pre maximalny pocet vedicich, teda pre n = 1000. Po vybrani 0 vedicich tak mame z = 1000
nepokrytych veducich a v kazdom dalSom kroku ndm pocet nepokrytych vedtcich klesne z x aspon na x — %(x +
1) = %(.ﬁ —1), pri¢om tento pocet musi ostat celo¢iselny, takZe v skuto¢nosti najviacsi mozny pocet nepokrytych
vedtcich po daliom kroku je | 3(z—1)]. Maximédlne poéty nepokrytych vedtcich po k vybranych vedicich tfmto
postupom tak vieme postupne odsimulovat a zapisat do nasledovnej tabulky:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tmax 1000 499 249 124 61 30 14 6 2 0

Vidime, ze pre n < 1000 skutoc¢ne staci vybrat 9 vedicich na pokrytie vSetkych vedtcich, ¢o uz stacéi na zisk
plného poétu bodov.

Zamyslime sa eSte nad tym, ak ¢asovi a pamétova zlozitost ma tento postup. Pri najjednoduchsom sposobe
implementacie prechadzame v kazdom kroku cez n vrcholov a pre kazdy nepokryty vrchol zratame, do kolkych
dalsich nepokrytych vrcholov z neho vedd hrany, prechodom cez vsetkych n moznosti na jeho suseda. Nésledne
vrchol s maximalnym poc¢tom susedov a aj vSetkych jeho susedov oznac¢ime za pokrytych a pokracujeme dalej.
Takychto krokov je O(logn), takZe takto dostdvame celkovo ¢asovi zlozitost O(n? logn).

Toto vieme este mierne vylepsit tak, ze si v heSovacej tabulke udrziavame vsetky este nepokryté vrcholy a
v kazdom kroku prechadzame len cez ne. Takto krok, v ktorom je nepokrytych vrcholov x, zaberie éas O(x?).
Kedze zaroven v kazdom kroku klesne velkost nepokrytej mnoziny aspon na polovicu, tak tento postup uskutocni
rddovo n? + (n/2)% + (n/4)? + - - - + (n/n)? operacii. Tito hodnotu vieme zhora ohrani¢it n? nasobkom si¢tom

2. _1 4,2

nekone¢ného geometrického radu s poéiatocnou hodnotou 1 a kvocientom 1/4, teda hodnotou n? - T = 3n°,
4

takze Casova zloZitost je teraz dokonca O(n?).

Po hlbsom zamysleni vieme dokonca zistit, Ze aj casova zlozitost pdvodného algoritmu bez hesovacej tabulky
je v skuto¢nosti O(n?). V kazdom kroku totiz linedrne prechddzame vSetkymi vrcholmi, ale dalej pocitame
pocty hrén len pre tie nepokryté vrcholy. Kedze je krokov O(logn), tak linedrne prechody vsetkymi vrcholmi
vyjda dokopy len na ¢as O(nlogn) a prechody vSetkymi hranami, kde za prvy vrchol vezmeme vzdy len nejaky
nepokryty vrchol, zaberie ¢as rddovo n-n+mn/2-n+n/4-n+---+n/n-n, o je opat zhora ohranifené
st¢tom nejakého nekone¢ného geometrického radu, ktorého hodnota je tentokrat 2n?, takZe aj Gasova zlozitost
povodného algoritmu je O(n?)

Pamiétova zlozitost je O(n?), kedZe si musime pamitat informdacie o vSetkych hranach.

Listing programu (Python)

n, s = map(int, input().split())

A = [list(map(int, input().split())) for _ in range(n)]

hungry_count = n
hungry = [True for _ in range(n)]

food_bringers = []

while hungry_count > O:
max_outdegree = -1

best_choice = -1

for i in range(n):

if hungry[i]:

https://ksp.sk/ strana 6 z 23



14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

10

11

12

13

14

16

17

18

19

20

21

22

23

24

26

27

28

outdegree = 0

for j in range(n):
if hungry[j] and A[i][j]:

outdegree += 1

if outdegree > max_outdegree:
max_outdegree = outdegree

best_choice = i

food_bringers.append(best_choice + 1)
hungry [best_choice] = False

hungry_count -= 1

for j in range(n):
if hungry[j] and A[best_choicel [j]:
hungry[j] = False

hungry_count -= 1

print (len(food_bringers))

print (*food_bringers)

Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>

using namespace std;

int main() {
cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

int n; cin >> n; int s; cin >> s;

vector<vector<bool>> A(n, vector<bool>(n));
for(int i = 0; i < n; i++) {
for (int j = 0; j < n; j++) {
bool b; cin >> b;
ATil1[3] = b;

int hungry_count = n;
vector<bool> hungry(n, true);

vector<int> food_bringers;

while (hungry_count > 0) {
int max_outdegree = -1;

int best_choice = -1;

for (int i = 0; i < n; i++) {
if (hungry[il) {
int outdegree = 0;
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for (int j = 0; j < n; j++) {
if (hungry[j] && A[i][j1) {
outdegree++;

if (outdegree > max_outdegree) {
max_outdegree = outdegree;

best_choice = i;

food_bringers.push_back(best_choice + 1);
hungry[best_choice] = false;

hungry_count--;

for (int j = 0; j < n; j++) {
if (hungry[j] && Al[best_choicel [j1) {
hungry[j] = false;

hungry_count--;

cout << food_bringers.size() << "\n";
for (unsigned int i = 0; i < food_bringers.size(); i++) {
if (1 > 0) {cout << " ";}

cout << food_bringers[i];

}
cout << "\n";
}
Miska, credits to MichalS
5. Uz nie je viac jedla (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Zabudnime zatial na obmedzujicu podmienku v zadani, ze z kazdého slova musime do skratky vybrat aspon
jedno pismeno. Kedze medzery sa v skratke nenachadzaji, bez tohto obmedzenia sa nas tloha pyta, kolkymi
sposobmi mozno dostat skratku — retazec S ako podretazec retazca T. Tato tloha sa da riesit jednoducho
dynamickym programovanim.

Dynamické programovanie oznacuje techniku, kedy si problém vieme rozdelit na mensie, vysledky pre mensie
problémy si zapamétat a potom ich rovno pouzivat, nepocitat ich znova. Nase podproblémy budd zodpovedat
tl istd otdzku, ale len pre mensie prefixy S a T. Konkrétne: oznad¢ime si dp[i][j] poCet sposobov, ako vybrat
z prvych ¢ znakov T podpostupnost zhodnt s prvymi j znakmi S. Tieto hodnoty budeme pocitat od mensich

Ako vypoéitat hodnotu dpli][j], ak pozndme hodnoty pre mensie i a j Chceme teda ziskat prefix S dizky j
ako podpostupnost prefixu T’ diiky 1.

Ak je j = 0, potom zrejme existuje prave jedna moznost, ako vybrat prazdnu podpostupnost z niecoho, a
to prave ta, ze nevyberiem ziadny znak.

Ak je i =0 a j # 0, potom nie je mozné z prazdneho prefixu T' neprazdnu podpostupnost.

Ak sa j-ty znak S zhoduje s i-tym znakom T ?, potom tento znak mohol byt z T vybrany a ostdva ndm
vybrat prvych j— 1 znakov S z o 1 kratSieho prefixu T'. Uz vieme, kolkymi sposobmi to ide: dp[i — 1][j — 1]. Inou
moznostou je, Ze sme tento znak z T nevybrali (nejaky rovnaky sme v T vybrat museli, ale skor). To znamena,
Ze sa pokusame vybrat prvych j znakov S ako podpostupnost z o 1 kratsieho prefixu T, ¢o ide dp[i — 1][J]

3Znaky indexujeme od 1, pretoze napr. prefix dizky 2 konéi druhym znakom, ale ten je na indexe 1 v zero-based stringu.
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sposobmi. Kazda moznost konstrukcie podpostupnosti spadd do prave jedného z tychto pripadov, a teda bude
zapocitana prave raz.

Ak sa j-ty znak S nezhoduje s i-tym znakom 7', musia vSetky sposoby, ako vyrobit ziadany prefix, vyzerat
tak, ze pouzivaju iba prvych ¢ — 1 znakov T'.

Vdaka pamataniu si predchadzajicich hodnot dp vieme kazdi dalsiu hodnotu dp spocéitat v konstantnom
Case, teda celkovd Casovd zlozitost je imerna poctu dvojic ¢ a j, teda O(|S| - |T|).

Ako by sme vedeli upravit tento algoritmus, aby pocital len moznosti, kedy z kazdého slova zoberieme aspon
jedno pismeno?

Parametre i, j dynamického programovania vlastne zodpovedaji akymsi stavom. Stav je napriklad, ze mam
prefix S diiky japrefix T diiky 1. 'V nasej povodnej tlohe tiez mozeme najst nejaké stavy. Konkrétne je stavom
to, ze mame prefix S diiky j, prefix T diéky i a bud sme uz z aktuédlneho slova (z toho, ktorému patri i-ty
znak T') vybrali nejaké pismeno, alebo nie. Tymto sa stavovy priestor zvidsi iba dvojndsobne, takze to ¢asovi
zlozitost nepokazi.

Nech teda dp[i][j][N] znaéi stav, kedy mame prefix S dlzky j a prefix T' dizky 4, pricom z aktudlneho slova
sme eSte nepouzili ziaden znak a dp[é|[j][P] znadi, Ze sme uz nejaky znak slova pouzili. N a P s len symboly
pre lepsie pochopenie. V implementéacii moézeme pouzit hodnoty 0 a 1 alebo mat dve polia, dpy a dpp.

Ak je i-ty znak T pismeno, do stavu dpli][j][IV] sa d& dostat jedine zo stavu dp[i — 1][§][N]. Ak by sme totiz
pouzili dany znak, dostali by sme sa do stavu s P. To vSak nenastalo, a teda mame o 1 kratsi prefix.

Do stavu dpli][j][P] sme sa mohli dostat viacerymi spdsobmi:

i-ty znak T sme nevybrali, museli sme vybrat nejaky znak predtym, ¢ize sme prisli zo stavu dp[i — 1][j][P],
-ty znak T sme vybrali (samozrejme, len ak je zhodny s j-tym znakom S) a uz predtym sme vybrali nejaky iny
znak slova, teda sme prisli zo stavu dp[i — 1][j — 1][P], i-ty znak T sme vybrali a bol to prvy vybrany znak slova,
7iaden predosly sme nevybrali, prisli sme zo stavu dp[i — 1][j — 1][N]. Ostava poriesit hranice medzi slovami.
Tie sa jednoducho riesia vtedy, ak je aktudlny (i-ty) znak T medzera. Vtedy za¢ina nové slovo, takZe pocet
sposobov, ako mat vybrany nejaky znak nového (aktudlneho) slova (dp[i][j][P]) je nula. Pocet sposobov, ako
nemat vybrany znak nového slova (dpl[i][j][IV]) je rovny dp[i — 1][4][P], teda hodnota pre o 1 krats{ prefix T s
pouzitim nejakého znaku posledného slova. VSimnime si, ze nezapoéitavame dp[i —1][j][ V], pretoze to zodpoveda
situacii, kedy sme z predoslého slova ni¢ nevybrali.

Pocet moznosti pre skimany stav ziskame ako sticet po¢tov moznosti pre stavy, z ktorych sa do aktudlneho
vieme dostaf.

Odpovedou je potom odpoved pre cely retazec S a cely retazec T, pricom aj z posledného slova sme museli
nejaké pismeno vybrat. Je to teda hodnota dp[|T][|S|][P].

Casové zlozitost rieSenia je stdle O(|S| - |T)|), pretoze mame len dvakrat viac hodnét ako v zjednodusenom
pripade a kazda hodnotu vieme vypocitat v konstantnom case.

Pamiétovd zloZitost je rovnaka, ale vieme dosiahnut aj zlozitost O(|S|), pretoze pri vypocte hodndt dp[i] ndm
stac¢i poznat hodnoty dp[i — 1], teda staci si paméitat dva stipce, predosly a aktuélny, tabulky dp.

Listing programu (Python)

MOD = 10**9 + 7

def count(abbrev, text):
m = len(abbrev)
n = len(text)
dp = [[[0, 0] for _ in range(m + 1)] for _ in range(n + 1)]
dplol[o][0] = 1
for i in range(l, n + 1):
if text[i - 1] == " ":
for j in range(m + 1):
dplil[j1[1] =0
dp[il[j1[0] = dp[i - 11[j]1[1]
continue
for j in range(m + 1):
dplil[j1[1] = dpli - 11[j1[1]
if j > 0 and abbrev[j - 1] == text[i - 1]:
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dpl[i] [31[1] = (
dplil1[j101] + dpli - 110§ - 11011 + dpli - 11[j - 11[0]
) 7% MOD
dpli][3100] = dpli - 11[31[0]
return dp[n] [m] [1]

if __name__ == "__main__":
nwords = input()

abbrev = input()

text = input()

print (count (abbrev, text))

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <vector>

#include <string>

using namespace std;

int main()
{
ios::sync_with_stdio(false);
cin.tie(0);
cout.tie(0);
const long long mod = 1000000007;
int w;
cin >> w;
string s;
cin >> s;
int n = s.size();

vector<long long>dp(n+1, 0);

dpl0] = 1;
for (int i = 0; i < w; i++)
{

string t;

cin >> t;

vector<long long>newdp(n + 1, 0);
for (int j = 0; j < t.size(); j++)

{
for (int k = n; k > 0; k--)
{
if (slk - 1] == t[j1)
{
newdp[k] += dplk - 1]+newdp[k-1];
newdp[k] 7= mod;
}
}
}
dp = newdp;
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cout << dp[n] << endl;

return O;

6. ZEby zavod? 12 b za popis, 8 b za program

Tip na avod

Aby sme nemuseli Specidlne riesit zaciatok a koniec parkoviska, tak si vieme pridat 2 nabijacie stanice na
zaciatok a koniec, ktoré zaberaju celt Sirku parkoviska.

Bruteforce

Vytorime si celé parkovisko ako 2D pole boolovskych hodn6t, na zac¢iatku nil, a pre kazda nabijacku zmenime
hodnoty v poli, na vSetkych polickach kam zasahuje z nuly na jednotku.

Na zistenie odpovede prejdeme kazdy riadok a pocitame akt najvacsiu medzeru sme videli.

Casov zlozitost takéhoto riesenia je O(w(n + 1)), pretoze musime vytvorit a prejst pole velkosti w x [, a
pridat n nabijacich stanic s maximélnou dizkou w.

Paméitova zlozitost je O(wl), pretoze si musime paméitat celé pole parkoviska.

Lepsi bruteforce

Namiesto vytvarania celého parkoviska si vieme vzdy jednoducho zistif x-ové stiradnice vsetkych nabijacich
stanic, ktoré zasahuju do riadka ktory aktudlne spracovavame.

To vieme spravit tak, ze si pre kazdy riadok prejdeme vSetky nabijacky, a zistime, ¢i cez ne kolobezka na
tomto riadku prejde, potom tieto nabijacky prejdeme v zoradenom poradi podla x, a ndjdeme medzi ktorymi
dvomi je najvacsia medzera.

Casové zlozitost je O(nwlogn), pre kazdy riadok prejdeme vietky nabijacky, a tie cez ktoré kolobezka na
danom riadku prejde, zoradime podla x. VSimnime si, Ze rieSenie vieme spravit aj tak, ze si nabijacky zoradime
podla z na zadiatku, a tak vieme dostat zlozitost O(nw +nlogn), respektive O(nw + 1), ak pouzijeme counting
sort. 14

Pamiétovd zlozitost je O(n), pretoZe si musime pamétat vSetky nabijacky, respektive O(n + 1), ak chceme
pouzit counting sort.

Zaujimava myslienka

Pozrime sa, ako vyzera i-ty riadok v porovnani s (i + 1)-vym. Vidime, Ze vic¢Sinou vyzeraji celkom podobne
a vacSina nabijaciek zostdva na rovnakych miestach.

Vieme si vsimnit, ze ak prechddzame vsetky riadky postupne, tak sa nabijacky dokopy zmenia iba 2n-krat.
Kazdé nabijacka sa raz pridd medzi tie aktivne, teda tie, cez ktoré prejde kolobezka na aktualnom riadku, a raz
sa z nich odoberie. Tieto zmeny pre i-tu kolobezku nastant na stradnichiach yo; a y1 ;.

Otéazkou zostava, ako tieto zmeny rychlo vykonavat, a nasledne rychlo zistovat velkost najvéicsej medzery
medzi aktivnymi nabijackami.

Optimalne rieSenie

PouZijeme metédu zametania roviny priamkou. 2°

Najskor si vytvorime zoznam zmien - udalosti. Zmena nastiva na riadku, kde konci alebo zacina nejakd
nabijacka. Tieto zmeny si utriedime primarne podla riadku a sekundarne podla toho, ¢i sa jedna o zaciatok
alebo koniec nabijacky.

Naésledne zametame rovinu, teda prechadzame riadky, a drzime si mnozinu vSetkych aktudlne aktivnych
nabijaciek, teda tych cez ktoré prejde kolobezka na aktualnom riadku - A.

Postupujeme nasledovne: - Na novom riadku prejdeme vsetky zmeny, kde sa nam pridd nejaka nabijacka,
a priddme ich do mnoziny A. - Zistime, akd je najvic¢sia medzera medzi 2 aktudlne aktivnymi nabijackami. -
Vymazeme vSetky nabijacky, ktoré v tomto riadku konc¢ia z mnoziny A.

Na uchovévanie si mnoziny A vieme pouzit napriklad std::set v jazyku C++.

Poslednou otazkou zostava, ako rychlo sa dé zistit aka je najviacsia medzera medzi 2 aktivnymi nabijackami.
To urobime tak, ze si spravime multimnozinu, teda mnozinu, ktora podporuje opakovanie sa prvkov, vSetkych

4https://sk.wikipedia.org/wiki/Counting_sort
Shttps://usaco.guide/plat/sweep-1line?lang=cpp
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velkosti medzier medzi aktivnymi susediacimi nabijackami - S. Na to vieme pouzif napriklad std::multiset v
C++.

Ako robit zmeny v S: - Pri pridani nabijacky medzi aktivne sa s medzerami stane to, ze sa nejakd medzera,
velkosti a, rozdeli na 2 mensie, velkosti b, c. Na to, aby sme vedeli ako vyzerala pévodna medzera, a ako vyzeraju
tie nové potrebujeme vediet, kde sa nachadza najblizsia nabijacka na lavo a na pravo od tej, ktord sme aktudlne
pridali. To vieme spravit pomocou metdéd prev/next od préve pridanej nabijacky v mnozine A. Potom uziba
staci z S odstranit a a pridat b, c. Je treba davat si pozor, aby sme pri odstranovani nevymazali vsetky vyskyty
medzier velkosti a z multimnoziny, ale iba jeden.

Y

novd  Aktivne nabijacky

E; 4

9 |Zametacia priamkal | T L

1 -

0 . . . 4 ‘ r : . T

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e Zistime, aka je najvicsia medzera medzi 2 aktudlne aktivnymi nabijackami ako maximum multisetu, teda
jeho posledny prvok, pretoze multiset je Bindrny Vyhladévaci Strom. 36

e Pri odobrani nabijacky sa stane opac¢né situédcia, a dve medzery sa spoja do jednej. Vieme postupovat
analogicky ako pri pridavani, a len vymazat b,c z S a pridat a.

Casova zlozitost je O((n 4 w)logn), méame n udalosti, ktoré musime zoradit O(nlogn), pri kazdej udalosti
hladdme/vyberdme/priddvame do mnoziny O(nlogn), a pre kazdy riadok musime zistit aktudlnu velkost naj-
vacsej medzery z mnoziny S - O(wlogn), vSimnime si, Ze taktieZz vieme mat zlozitost O(nlogn + w), ak si po
kazdej zmene uchovame aktualnu najvécsiu dlzku medzery, namiesto toho, aby sme ju pre kazdy riadok hladali
v S.

Paméitova zlozitost je O(n), pretoze méme O(n) udalosti, a mnoziny velkosti O(n).

Riesenie pre iné jazyky
Ak nemdme usporiadand mnozinu v standardnej kniznici, ako to je v C++, tak mame dve moznosti ako si
ju implementovat.

e Spravime si vyvazovany bindrny vyhladavaci strom, na ktorom imlementujeme operacie nasledovny a
predchadzajuici prvok 47

e Implementujeme mnozinu pomocou dynamického intervalového stromu nad mnozinou moznych hodnét -
v nasom pripade ¢isla od 0 do [. Zistovanie nasledovného a predchéddzajiceho prvku vieme urobit pomocou
chodenia po intervalovom strome.®®

Vsimnime si ze oboma sposobmi vieme tak isto implementovat aj multimnozinu.

Listing programu (C++)

1 | #include <bits/stdc++.h>

2 | using namespace std;

Shttps://sk.wikipedia.org/wiki/Bin%C3%A1rny_vyh%C4%BEad%C3%A1vacC3%AD_strom
"https://en.wikipedia.org/wiki/Binary_search_tree#Successor_and_predecessor
8https://usaco.guide/plat/segtree-ext?lang=cpp
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typedef
#define
#define
#define
#define
#define
#define

11 MOD =

long long 11;
all(z) z.begin(), z.end()
rall(z) z.rbegin(), z.rend()
pb push_back
mp make_pair
F first
S second
1e9 + 7;

const int INF = 1e9;
const 11 LINF = 1el8;

int main(){

ios_

cin.

base: :sync_with_stdio(false);
tie(NULL) ;

cout.tie(NULL);

int

n,l,w;

cin>>n>>w>>1;

vector<vector<int>> events_ytx;

for

(int i=0;i<n;i++){
int x,a,b;

cin>>x>>a>>b;

events_ytx.push_back({a,0,x});
events_ytx.push_back({b,1,x});

// Vytvdranie eventov

sort(all(events_ytx));
events_ytx.push_back({INF,0,0});

set<int> active={0,1};

multiset<int> sizes={1};

int

for

c = 0;

(int y=0;y<=w;y++){

while (events_ytx[c][0]<=y && events_ytx[c][1]==0){
active.insert(events_ytx[c][2]);
int x1 = events_ytx[c][2];

int x0 = *prev(active.find(x1));

int x2 = *next(active.find(x1));
sizes.erase(sizes.find(x2-x0));
sizes.insert (x1-x0);
sizes.insert (x2-x1);
c++;

} // Pridanie vietkych zaclinajicich nabijacliek

cout<<*prev(sizes.end())<<'\n';

// Vypisanie najvicse;j medzery

while (events_ytx[c][0]<=y && events_ytx[c][1]==1){
int x1 = events_ytx[c][2];
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int x0 = *prev(active.find(x1));
int x2 = *next(active.find(x1));
sizes.erase(sizes.find(x2-x1));
sizes.erase(sizes.find(x1-x0));
sizes.insert (x2-x0);
active.erase(x1);

c++;

} // Odobranie vietkych konéiacich nabijaciek

7. Jedenie v polceste 12 b za popis, 8 b za program

Tato tloha sa vlastne skladd z dvoch separatnych tloh:

e Pre kazdu tdru potrebujeme zistit, na ktorych miestach sa pre nu moéze nachadzat obed
e Nasledne musime vybrat, na ktorych miestach sa obedy budu servirovat

Vsimnite si, ze ak mame len tiry neparnej diiky, druhy problém mame vyrieSeny automaticky — nemame
na vyber. Zamerajme sa teda na pripad, ze mame aj tiry parnej dlzky.

Druha cast

Podme sa najskor pozriet na druhu ¢ast tlohy. Ako sme si uz povedali, pre tiry nepérnej dizky je problém
vyrieseny. Povedzme, Ze tieto obedové miesta st povinné vrcholy. Zoberme si teda tiry neparnej diiky. Povedzme,
ze vrchol pokryva tiru, ak by sa na nom mohol servirovat obed pre tato turu. Povedzme, ze mnozina vrcholov
je pokryvajica ak je kazda tura pokrytd nejakym vrcholom.

Vsimnime si, ze ak nejakd taru pokryva povinny vrchol, tak na nu mdézeme zabudntf. Takto ndm ostant iba
tiry parnej dlzky nepokryté povinnymi vrcholmi a tloha sa zZi na to, ndjst najmensiu pokryvajicu mnozinu
pre tieto tury.

Dalej sa pozrime na to, ¢o st to za dvojice vrcholov na ktorjch méze byt servirovany obed pre nejaki tiru
neparnej dizky. Konkrétne, tieto vrcholy st dva stredné vrcholy na ceste. Cize musia byt spojené hranou. Teda
sa tloha zGzi na to, ze mame podmnozinu hran stromu, a chceme vybraf ¢o najmensie mnozstvo vrcholov tak,
aby kazda z “obedovych hran” mala aspon jeden koniec v mnozine.

Vsimnime si, ze hrany, ktoré nie si v strede nejakej nepokrytej parnej tiry nas nezaujimaji. Takze ich
mozeme vyhodif zo stromu. Strom sa ndm takto rozpadne na viacero podstromov — to volame les. Kazdy z
tychto podstromov moézeme riesit separatne.

Napriklad na dolnom obriazku mame strom s 10 vrcholmi, v ktorom chceme pokryt 6 hran. Strom sa ndm
tak rozpadne na dva podstromy s aspon jednou hranou (a dva izolované vrcholy).

Nova dloha

Dostali sme teda nasledovnti nova tlohu: mame zadany strom a chceme vybraf najmensiu pokryvajucu
mnozinu vrcholov (takd, Ze kazdéd hrana bude mat aspon jeden pokryty koniec).

Pokial strom nema4 ziadnu, alebo najviac jednu hranu, riesenie je jednoduché: zoberieme prazdnu mnozinu

Samozrejme, dé sa to riefit v exponcidlnom ¢ase skuSanim vsetkych moznosti”, nastastie, ide to aj ovela
rychlejsie a jednoduchsie, a to: pazravo.

Prvé pozorovanie

Predstavme si, ze strom tvoria aspon dve hrany. Vtedy vieme spravit nasledovné pozorovanie: vzdy existuje
pokryvajica mnozina optimélnej velkosti, ktord neobsahuje ziadny list (listy st vrcholy z ktorych ide jedina
hrana).

Preco to plati? Zoberme si lubovolnt pokryvajicu mnozinu minimalnej velkosti a predstavme si, ze sa v
nej nachddza nejaky list. Tento list pokryva jedintd hranu (kedZe listy maji len jedného suseda). Ak vyberieme

.....

odstranime jeden vrchol a priddme jeden vrchol).

9a keby to nebol strom, ale Iubovolny graf, nemali by sme moc ini moznost — vo vieobecnosti je tento problém NP-tazky
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Pokial st v strome asponi dve hrany, list nikdy nesusedi s inym listom (schvalne, skiste si to). TakZze sme
teda dostali mnozinu miniméalnej velkosti neobsahujticu ziadne listy.

Pazravé riesSenie

Na zéklade tohto pozorovania ziskame jednoduchy algoritmus: pokial ma strom najviac jednu hranu, skonéili
sme. Inak priddme do rieSenia najskor vsetkych susedov listov (kedZe hrany do listov musia byt pokryté a existuje
optimélne rieSenie bez listov). Vyhodime vsetky hrany, ktoré sme takto pokryli a dostaneme mensi les (alebo
mensi strom). Spustime algoritmus na kazdy zo zostavajicich mensich stromov.

Vysledné riesenie musi byt optimdlne, kedze akondhle neberieme listy (a vieme, Ze to mdzeme urobit), tak
st nase zvysné volby vynutené. Na obrazku dole mozeme vidiet dve iteracie tohto procesu.

Toto by sme mohli implementovat naivne, v kvadratickom case. Ale staci kratke zamyslenie, a zistime, ze
nam v skuto¢nosti staéf jedno prehladévanie do hibky. Pre kazdy vrchol si vratime, ¢ patr{ do mnoziny. Ako toto
vyhodnotime? Ak sme v liste, povieme nie. Ak sme v nie-liste odpovieme dno, len ak musime (méme nepokryté
dieta). Mozete si rozmysliet, preco to funguje.

S trochou zamyslenia takto vieme vyriesit vSetky podstromy, ktoré nam vznikli z prvej casti tlohy naraz,
jednym prehladdavanim, a zaberie ndm to linearny cas.

Prva cCast: ako najst stredy?

Tak sme si vyriesili druht ¢ast tlohy a uz ndm ostava len zistif, ktoré hrany alebo vrcholy st to v strede
ciest.

Téato cast ulohy zahifna dva podproblémy: chceme zistit: ako daleko je od seba dvojica vrcholov, a ktory
vrchol je nésledne v polceste.

Mohli by sme to, samozrejme, riesit naivne, v linearnom case na otazku, a ziskat takto 4 body.

Vo vzorovom rieseni vieme tieto otézky riesit v O(logn) ¢ase na otdzku (s O(nlogn) predpocitanim). Po-
uzijeme na to datovu Struktiru zvani najblizsi spoloény predok (inak zndmy ako LCA). Predstavme si, Ze si
zakorenime strom (vyberieme si jeden vrchol ako korefi a strom si nan zavesime). Predkovia vrchola s vrcholy
na ceste z neho do korena. Vsimnime si, ze pri kazdej ceste medzi dvoma vrcholmi ideme najskor hore do najb-
lizsieho spolocného predka a potom dole. Takze na zistenie cesty chceme vediet, ktory je ten najblizsi spolo¢ny
predok. A stred, resp. stredy cesty vieme zistit tak, Ze z jedného z vrcholov ideme o pol-dizku cesty hore.

Ako toto zistime rychlo? V skratke (ak si to chcete preéitat detailnejsie, navod je v kuchérke') si pre kazdy
vrchol zistime, aky vrchol je jeho priamy predok, vrchol o dva vysSie, o Styri vysSie, o osem vysSie (a7 tak
dalej, O(log n) informécif). Najblizsieho spolo¢ného predka vieme bindrne vyhladavat v O(logn) ¢ase (ak je i-ty
predok rovnaky, potom aj (i + 1)-ty bude rovnaky). A vrchol ktory je o I levelov vyssie vieme ziskat tak, Ze sa
na cislo | pozrieme v binarke a spravne vystavame skoky.

Celé riesenie ma dokopy ¢asovi zlozitost O((n + m)logn), a pamétovi zlozitost O(nlogn), pricom si vSim-
nime, ze druhé c¢ast tlohy ndm zlozitost nemeni.

Listing programu (C++)

#include<bits/stdc++.h>

using namespace std;

#define FOR(%,n) for(int 1=0;i<(int)n;i++)
const int infinity = 2000000999 / 2;

void dfs_root(int v, vector<int> &F, int h, vector<int> &Z,
vector<int> &euler, vector<vector<int> > &hrany) {
Z[v] = (euler.size());
euler.push_back(h);
for (int w : hrany[v]) {
if (F[v] == w) continue;
Flw] = v;
dfs_root(w, F, h + 1, Z, euler, hrany);

Ohttps://wuw.ksp.sk/kucharka/lca/
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euler.push_back(h) ;

struct rmq {
int n;

vector<vector<int> > minis;

rmq(int N, vector<int> &A) {

n = N;

minis.push_back(4);

int len = 1;

int it = O;

while (len * 2 <= n) {
minis.push_back(vector<int>());
for(int i = 0; 1 < mn; i ++) {

minis[it + 1].push_back(

min(minis[it] [i],

}
len *= 2;
it ++;

int query(int z, int k) {
int it = log2(k - z);

};

bool here = taken[v];
for (int w : hrany[v]) {

if (F[v] == w) continue;

}

if (here) {
kde.push_back(v);
return O;

}

return me_or_parent[v]; // deffer up

int main() {
cin.sync_with_stdio(false); cin.tie();
cout.sync_with_stdio(false); cout.tie();
int n, m;

cin >> n >> m;

(i + len < n ? minis[it][i + len]

return min(minis[it] [z], minis[it]l[k - (1 << it)]);

infinity)));

bool dfs_resolve(int v, vector<int> &F, vector<vector<int> > &hrany,

vector<bool> &taken, vector<bool> &me_or_parent, vector<int> &kde) {

here m= dfs_resolve(w, F, hrany, taken, me_or_parent, kde);

https://ksp.sk/ strana 16 z 23




69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

86

87

88

89

90

91

92

93

94

96

97

98

929

101

102

103

104

105

106

vector<vector<int> > hrany(n);
FOR(i, n - 1) {

int a, b;
cin >> a >> b;
a-—; b —;

hrany [a] . push_back(b) ;
hrany [b] . push_back(a) ;

vector<int> Z(n, -1), euler, F(n, -1);
dfs_root(0, F, 0, Z, euler, hrany);
vector<vector<int> > jumps(l, F);
jumps [0] [0] = 03

int max_h = 0;
FOR(i, n) max_h = max(max_h, euler[Z[il]);

int len = 1;
int it = 0;
while (len < max_h) {
jumps.push_back(vector<int>(n, -1));
FOR(i, n) {
jumps[it + 11[i] = jumps[it] [jumps[it][il];

}
it ++;
len *= 2;

rmq R(euler.size(), euler);

vector<bool> me_or_parent(n, 0), taken(n, 0);

FOR(i, m) {
int a, b;
cin >> a >> b;
a--; b -3
int lca_h = R.query(min(Z[a], Z[b]), max(Z[al, Z[b]) + 1);

int dist = (euler([Z[al]l] - lca_h) + (euler[Z[b]l]] - lca_h) + 1;
int da = euler[Z[a]]l - lca_h, db = euler[Z[b]] - lca_h;
if (da < db) {

swap(da, db);
swap(a, b);

int h_dist = (dist - 1) / 2;

if (dist % 2) { // even case
int in_half = a;

int j = 0;
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while (1 << j <= h_dist) {
if ((1 << j) & h_dist) {
in_half = jumps[j][in_half];
}
j ++;
}
taken[in_half] = true;
}
else { // odd case
int in_half = a;
int j = 0;
while (1 << j <= h_dist) {
if ((1 << j) & h_dist) {
in_half = jumps[j][in_half];
}
J ot
}

me_or_parent [in_half] = true;

vector<int> res;
if (dfs_resolve(0, F, hrany, taken, me_or_parent, res)) {

res.push_back(0);

cout << res.size() << "\n";
FOR(i, res.size()) cout << (4 2 " " : "") << res[i] + 1;

cout << endl;

Viktor
8. Escargot (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Kedze tvar ziadnej z dvoch mnozin sa nemeni ani neotaca, vzdy vieme stav mriezky popisat jedinou dvojicou
celych ¢isel, ktord oznacuje, ako st obe mnoziny voéi sebe posunuté (vzhladom ku povodnemu stavu 0,0).
Konkrétne ozna¢me dvojicou parametrov S[i, j] taky stav plochy, ktory dostaneme, ked z pociatoéného rozloZzenia
mnozinu @ posunieme o ¢ poli¢ok dole a j policok doprava (ignorujic mozné kolizie, ¢i uz pocas presunu, alebo
vo findlnom umiestneni). Uvedomme si, Ze tahy, ktoré v lohe vykondvame, st v takejto reprezentdcii vlastne
vzdy len zmenou jedného z dvoch parametrov o 1, kedZe bud posunieme o policko mnozinu @, alebo mnozinu
#, o je to isté, ako posunif mnozinu @ v opa¢nom smere. Nasou tlohou je teda, ked si vsSetky tieto stavy
predstavime ako nekoneénii mriezku, z pociatoéného stavu S[0,0] ndjst cestu po susednych stavoch takad, ze
mnoziny oddelime, teda dosiahneme stav S|, j], kde bud |i| > m alebo |j| > n (vSetky takéto stavy nazyvajme
vonkajsie, a zvySnych (2m — 1)(2n — 1) stavov nazyvajme vnitorné). Problémom je, ze niektoré z tychto stavov
mozu byt nepriechodné, pokial by dany posun mnozin spdsobil koliziu na nejakom policku (nikdy nie stav S0, 0],
oznacujici podiatoni poziciu, ani ziaden z vonkajsich stavov). Pokial by sme teda pre vSetky vnitorné stavy
vypocitali, ¢i si priechodné, alebo nie, potom nam uz staci jednoducho akymkolvek prehladévacim algoritmom
najst cestu z S[0,0] do akéhokolvek vonkajSieho stavu, ¢o sa stihne v rozumnom c¢ase O(mn). Zaroven mame
aj garantované, ze ak takato cesta existuje, o¢ividne nebude dlhsia nez celkovy pocet vnitornych stavov, ¢o
sa ur¢ite zmesti do limitu v zadani 107. AZ tito cestu nijdeme, skonvertujeme ju do pozadovaného formitu
jednoducho tak, ze kazdy pohyb bude posun mnozinou @, a potom kazdy pohyb medzi stavmi v nejakom smere
zodpoveda posunu tejto mnoziny v tom istom smere.

Teraz sa Crtd hlavny problém rieSenia: ako pre vsetky vnutorné stavy urcit, ¢i si priechodné alebo nie?

Najjednoduchsie riesenie je zostrojit pévodne vSade priechodnii mriezku, a potom pre kazdu dvojicu policok
na vstupe, kde jedno je @ a druhé #, vypocitat, pre aky posun sa dostand na tu istu poziciu, a zaznacit, ze
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zodpovedajice policko v mriezke je nepriechodné (ked # je v i,-tom riadku a j,-tom stlpci, a @ je v ip-tom
riadku a j,-tom stipci, potom vzniké kolizia medzi nimi v stave S[iq — iy, jo — j»]). Tento postup ale moze trvat
az O(m?n?), ¢o nie je dost rychle...

Pri zostrojeni asymptoticky lepSieho riesenia ndm poméze algoritmus spomenuty v zadani: fast fourier trans-
form. Jednd sa o algoritmus, ktory vynasobi dva polynémy diiky n v ¢ase O(nlogn) (do detailov v tomto
vzorovom rieseni nepdjdeme). Toto mozno s tlohou na prvy pohlad vobec nestvisi, v skuto¢nosti sa to ale da
na riesenie vyuzit. Aby sme pochopili ako, predstavme si pripad, Zze m = 1. V tomto pripade je vstupom jediny
riadok. Interpretujme si tento riadok ako dvojicu vektorov boolov o dizke n: plati, ze ali] znadi, ¢ je na i-tej
pozicii znak #, a b[i] znac¢i, ¢i je na nej @ V tomto pripade plati, Ze S[0,4] je nepriechodny prave vtedy, ked
existuje taka pozicia j, Ze a[j] = 1 aj b[j — ¢] = 1 (pre indexy mimo pola predpokladdme, ze vSetky st nulové,
pretoze tam nie je ziadne policko danej mnoZiny). Uz to vidite? Nie? Upravme trochu vstup: zostrojme pole b’
otofenim pola b, aby so stpajicim i b'[i] oznacovalo pozicie blizsie a bliZsie k zaciatku vstupu. Zaroven, kedze
S mé poziciu S[0,0] v strede, a nie na zaciatku, zadefinujme “poriadnejsie” pole S’ tak, ze pre 0 < ¢ < 2n — 2
S'[i] = S[0,i —n + 1]. Teraz si vS§imnime, ze S’[i] je nepriechodny préve vtedy, ked existuje taka pozicia j, ze
alj] = 1 aj ¥'[j — i] = 1, teda inak povedané, existuji dve celé &isla jq, jo, ktorych stétom je i, a na tychto
poziciach v poliach a a b’ st jednotky. To uZ sa ndm urcite podobd na nésobenie polynémov - jednoducho
si interpretujeme a a b’ ako polynémy, kde kazdy koeficient je bud 0 alebo 1, a potom ich st¢inom ziskame
polyném, ktory ma nenulovy koeficient prave pri takom exponente i, ze existuju nenulové koeficienty v a a b,
ktoré s pri exponentoch, ktoré sa séitaji na i. Tento vysledny siuéin teda je ziadanym S’.

Otazkou je teraz, ako tento postup rozsirit na vstup pozostavajuci z viacerych riadkov. Chceli by sme
zachovat vlastnost, ze dvojice indexov, ktoré maju rovnaky sucet, koresponduji k vzdy rovnako posunutym
pozicidm na vstupe (kedZe po vyndsobeni polynémov prispeji tieto dvojice k tomu istému posunu). Prvym
o¢ividnym pristupom je jednoducho do polynému a vlozit zaradom vsetky pozicie na vstupe - najprv prvy
riadok, potom druhy, a tak dalej, a do b to isté, len reverznuté. Potom naozaj pre pozicie, ktorych stucet
indexov je 4, ak i < n, plati, Ze su vSetky rovnako posunuté (prva pozicia je v prvom riadku na mieste j;, druhd
v poslednom na mieste n— 1 — ja, potom je vzdy ich horizontalny rozdiel rovny n—1—j3—j; = n—1—1). Len ¢o
sa ale ¢ rovna n, nastane problém. Stucet indexov ¢ totiz za¢nd mat aj policka, ktoré si v druhom a poslednom
riadku (prvé policko druhého riadku mé index n, posledné posledného mé index 0), ale aj policka, ktoré su stéle
len v okrajovych riadkoch (posledné policko prvého m4 index n — 1, predposledné posledného méa 1). A tieto
ocividne nemaji rovnaky rozdiel, lisia sa uz vo vertikdlnom rozdieli. Nasim problémom teda je, ze nejaky stcet
indexov sa da vyskladat z policok v rézne vzdialenych riadkoch. Pomé6ze ndm akoby si vytvorit “naraznikové
zémy” medzi riadkami. Co to znamena? Zostrojme a a b’ trochu inak: Na poziciach a[0] az a[n — 1] je uloZend
informécia o prvom riadku vstupu, na a[2n — 1] az a[3n — 2] o druhom, a tak dalej, vzdy o i-tom riadku je
informécia na poziciach ali(2n —1)] az a[i(2n — 1) +n — 1], Standardne zlava doprava. Podobne na poziciach '[0]
az b’'[n—1] je informécia o poslednom riadku, zprava dolava, a na b'[i(2n—1)] az b'[i(2n— 1) + n—1] je informéacia
o i-tom riadku od konca. Dizka oboch tychto poli je 2mn —m —n+ 1. ZvySok tychto poli nech je prazdny - teda
akoby oznacovali policka, ktoré si volné (v polynéme tam bude 0). Co teraz dostaneme vynasobenim tychto
poli ako polynémov? Oznaéme ich sGéin ¢, toto pole bude velkosti 4mn — 2m —2n +1 = (2m — 1)(2n — 1).
Toto je rovnako vela, ako je pocet vSetkych vnutornych stavov. Ukazeme, ze toto nie je ndhoda, a ¢ presne
popisuje priechodnost vSetkych vntutornych stavov, konkrétne c[y(2n — 1) + z] je nenulovy prave vtedy, ked je
Sly — m+ 1,2 — n + 1] nepriechodny.

Pozrime sa na Iubovolni dvojicu poli¢ok, ktord méze sposobit koliziu. Konkrétne nech je v riadku y a stipci
z vstupu znak #, a v riadku 3’ a stlpci 2/ vstupu znak @. Potom je korespondujuca hodnota 1 na poziciach
aly(2n—1)+z]ab/'[(m—1—y)(2n—1)+n—1—2z']. To znamend, ze po vyndsoben{ tdto dvojica zaruci nenulovost
v koeficiente na indexe rovnom si¢tu dvoch pévodnych: cly(2n —1)+zxz+(m—-1—-9y)2n—-1)+n—-1-2'] =
cl(m—-14+y—y)(2n—1)+ (n—1+z—2')]. Vidime, ze kazda dvojica symbolov kolidujica pri posune S[A,, A,]
sposobuje nenulovost hodnoty c[(m —1+A,)(2n— 1)+ (n— 14 A,)], ¢o znamend, ze sme skonstruovali presne
rovnakd konstrukciu, ako v pomalom rieSeni, ale namiesto prechddzania kazdej dvojice manudlne sme museli
iba vynasobit dva velké polynomy.

Vidime, ze vhodnym transformovanim vstupu na dvojicu polynémov o velkosti 2mn — m — n + 1 a ich
vyndsobenim sme dostali tabulku velkosti (2m — 1) krét (2n — 1) (pozor! Tu sa d4 urobit chyba - FFT vytvor{
polyném rovnakej velkosti ako tie vstupné - teda najprv musime vstupné polynémy predizit na tito dvojnasobni
velkost a novopridant polovicu vyplnit nulami), v ktorej ndm stadi pre vyrieSenie tlohy jednoducho nédjst cestu
spajajucu stred s okrajom, pripadne rozhodnut, Ze neexistuje.

Toto sa sttha v éase O((2mn — m —n + 1)log(2mn —m —n + 1) + (2m — 1)(2n — 1)) = O(mnlog(mn))
(ale FFT m4 pomerne vysoku konstantu, takze v praxi to az tak rychle nebude... no pre vstup velkosti danej v
zadani je rozdiel uz dost podstatny). Pamétova zlozitost je O(mn), pretoze FFT staci linedrny priestor, a potom
si pamétame tabulku priechodnosti posunov, ktort prehladavat dokdzeme bez potreby vicsieho priestoru.
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Listing programu (C++)

#include <bits/stdc++.h>
#include <complex>
using namespace std;

using 11 = long long;

vector<complex<double>> f(vector<complex<double>> A, vector<complex<double>>& omega){
11 n = A.size();
if(n == 1){

return A;

vector<complex<double>> Ae(n/2);
vector<complex<double>> Ao(n/2);
for(11l i = 0; i < n; i++){

if (1%2)4

Ao[i/2] = Al[il;
Yelseq{

Ae[i/2] = A[il;
}

vector<complex<double>> fAo = f(Ao,omega) ;

vector<complex<double>> fAe = f(Ae,omega) ;

for(1l i = 0; i < n/2; i++){
fAo.push_back(fAo[il);
fAe.push_back(fAe[il);

}

vector<complex<double>> result(n);

11 jump = omega.size() / n;

for(11l i = 0; i < n; i++){
result[i] = fAe[i] + fAo[il*omega[i*jump];

}

return result;

vector<complex<double>> inv_f (vector<complex<double>> A, vector<complex<double>>% omega){
11 n = A.size();
if(n == 1){

return A;

11 jump = omega.size() / n;

vector<complex<double>> average(n/2);
vector<complex<double>> radius(n/2);
for(11 i = 0; i < n/2; i++){
average[i] = (A[i] + A[i+n/2])*0.5;
radius[i] = A[i]-averagel[il;
radius[i] /= omega[i*jump];
}

vector<complex<double>> even = inv_f (average,omega);
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59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

T4

76

77

78

79

80

81

82

83

84

86

87

88

89

90

91

92

93

94

96

97

98

99

100

102

103

vector<complex<double>> odd = inv_f (radius,omega);
vector<complex<double>> result(n);
for(11l i = 0; i < n; i++){
if (i%2)4
result[i]
Yelseq{

result[i] = even[i/2];

odd[i/2];

return result;

bool dfs(vector<vector<bool>>& overlaps, vector<vector<bool>>& visited, 11 row, 11 col,

—

vector<char>& way){

11 m = overlaps.size();

11 n = overlaps[0].size();

if(row < 0 col < 0 row >>m col >= n){

return true;

if (visited[row] [col] (!overlaps([row] [col]l)){

return false;

visited[row] [col] = true;

way.push_back('W');

if (dfs(overlaps,visited,row,col-1,way)){
return true;

}

way .pop_back() ;

way.push_back('E');

if (dfs(overlaps,visited,row,col+l,way)){
return true;

}

way . pop_back() ;

way.push_back('S');
if (dfs(overlaps,visited,row+1l,col,way))q{
return true;

}
way .pop_back() ;

way.push_back('N');

if (dfs(overlaps,visited,row-1,col,way)){
return true;

}

way . pop_back() ;
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104

105

106

107

136

137

138

139

140

141

return false;

int main() {

—

cin.tie(0)->sync_with_stdio(0);

11 m,n;

cin >> m >> n;
vector<string> vstup(m);
for(11l i = 0; i < m; i++){

cin >> vstuplil;

//takto velke budu polynomy co nasobime

11 poly_velkost = m¥n*4 - 2¥m - 2*n + 1;
//actually chcu mat velkost ktora je mocninou 2
11 power = 2;

while(power < poly_velkost){

power *= 2;

vector<complex<double>> A(power,0);

vector<complex<double>> B(power,0);

for(11l i = 0; i < m; i++){
for(1l j = 0; j < m; j+){
char znak = vstuplil [j];

if(znak == '#'){
Afix(2*n-1) + jl = 1;
}else if(znak == '@'){

B[(m-1-i)*(2*n-1) + (n-1-j)] = 1;

//predpocitame odmocniny 1
vector<complex<double>> omega(power);
for(1l i = 0; i < power; i++){
omegal[i] = polar(1.0 , 3.14159265358979323846264338327950288419716939937510582097 * 2 * i /
power) ;

}

//skonvertuj

vector<complex<double>> Af = f(A,omega);

vector<complex<double>> Bf f(B,omega) ;
//vynasob po prvkoch
vector<complex<double>> Cf(power) ;
for(1l i = 0; i < power; i++){

Cf[i]l = Af[i] = Bf[i];
}

//inverzne
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157

158

159

161

162

163

165

166

167

169

170

171

173

174

176

177

178

180

181

182

184

vector<complex<double>> C = inv_f (Cf,omega);
//tabulka pozicii
vector<vector<bool>> overlaps(m*2-1);
vector<vector<bool>> visited(m#*2-1);
for(1l i = 0; i < 2#m-1; i++){
for(1l j = 0; j < 2*n-1; j++){
overlaps[i] .push_back( abs(C[i*(2*n-1) + j]) < 0.1 );
visited[i] .push_back(false);

vector<char> way;

bool result = dfs(overlaps,visited,m-1,n-1,way);

if (result){
cout << way.size() << "\n";
for(1l i = 0; i < way.size(); i++){
cout << "@ " << way[i] << "\n";
}
Yelsed{

cout << "-1\n";
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