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Vzorové rieSenia 1. kola zimnej Casti

Eman
1. Kupujeme RAMky (max. 12 b za popis, 8 b za program)

RieSenie s nasobenim/delenim medzivysledku za 4 body

Budeme prechédzat postupnost skratiek pripon zlava doprava. Spoéiatku vyndsobime/vydelime hodnoty
prvych 2 pripon. Ich vysledok si zapamétdme a nésledne ho vyndsobime/vydelime dalSou hodnotou pripony.
Takto pokracujeme az na koniec postupnosti.

To, ¢i nasobime, alebo delime, mozno nédjst v zadani. Ak nasledujica pripona nie je mensia, ndsobime, inak
delime.

Na vstupe dostdvame len skratky pripon, my potrebujeme tieto skratky pripon premenit na ich hodnotu.
Na to si mdzeme vytvorit slovnik, kde kli¢ bude skratka pripony a hodnota bude hodnota pripony. Teda, ak
potrebujeme poznat hodnotu Ifubovolnej skratky, staci sa v slovniku pozriet, akd hodnota je skratke priradena.

Postupnost skratiek prechddzame raz, teda casova zlozitost je O(n), kde n je pocet skratiek na vstupe.
Pamiétova zlozitost je tiez O(n), pamétame si vSetky skratky zo vstupu.

Nevyhody tohto rieSenia

Pristup s ndsobednim/delenim medzivysledku prindsa nasledujtice komplikécie:

1. V niektorych pripadoch bude algoritmus pracovat s float hodnotami, teda desatinnymi cislami. Tie su
ulozené v binarnej sustave a existuju také, ktoré sa nedaju zapisat konecnym poc¢tom bitov, teda maju
nekoneény bitovy rozvoj (podobne ako mézu mat desatinné ¢isla nekoneény desatinny rozvoj). Zaroverl
mame len konecny pocet bitov, ktoré mozeme pouzif na reprezentaciu daného desatinného cislo. Teda
nekoneény bitovy rozvoj nevieme zapisat konecnym poctom bitov, z ¢oho vyplyva, ze ¢islo musime zaok-
ruhlit, a teda bude nepresné.

Pri kumulécii takychto nepresnosti a ndslednymi operdciami s nepresnymi ¢islami, ndsobeniami/deleniami,
sa bude zaokrihlovacia chyba zvicsovat, co ndm na konci méze dat nespravny vysledok.
Vseobecne je dobré sa vyhnut préaci s float hodnotami, ak sa to da.

2. Moze nastat pripad, ked nasobime vela velkych ¢isel za sebou, to napriklad, ked vstup bude tvoreny
iba z pripon mega. Potom vysledok nebudeme vediet reprezentovat, kedze bude obrovsky. V Pythone sa
zaokruhli na nekone¢no a v C++ nastane tzv. overflow, teda pretecenie.

3. Moze nastat pripad, ked nésobime vela malych desatinnych cisel, to napriklad, ked vstup bude tvoreny
iba z pripon mikro. Tentokrat bude vysledok hrozne malé ¢islo, opat nebude reprezentovatelné. V Python
by sa ¢islo zaokrthlilo na 0 a v C++ by nastal tzv. underflow, teda podtecenie.

V prvej sade tieto problémy eSte nemusime riesit, kedze n < 10 a zaroven plati, ze medzivysledok je vzdy
medzi 1 a 10°. Teda nerobime vela opericii, zaokrtihlovacie chyby sa neprejavia a vysledok nebude nikdy
obrovsky, ani prili§ malé desatinné cislo. Existuje aj riesenie za 4 body, ktoré vdbec nepouziva floats, vid
odstavec s nazvom Integer-only riesenie za 4 body.

Integer-only riesenie za 4 body

V prvom rieseni sa ndm mohlo stat, ze sme nasobili alebo delili desatinnym ¢islom, z ¢oho nam vznikol float.
Napr. v Pythone, ak vynasobime 1000 * 0.1, dostaneme ¢islo 100.0, ¢o je typu float.

Existuje trik, akym sa vieme tplne vyhnit pocitaniu s desatinnymi cislami, teda aj ich zaokruhlovacim
chybam.

Zacéneme s tym, ze chceme, aby vSetky hodnoty skratiek boli celé ¢isla. To mbzeme spravit tak, ze kazdu z
nich vynésobime ¢islom 1 000 000. Teda napriklad pripona mikro, ktord ma hodnotu 0.000 001, jej nova hodnota
bude 1.
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Dalej budeme pokracovat ako v predoslom rieSeni, budeme si drzat nejaky medzivysledok, ktory budeme
ndsobit/delit novymi hodnotami skratiek. Toto by ndm samozrejme dévalo nespravne vysledky, kedze kazd4 z
hodnét je 1000 000-krat vécsia.

Staci vsak po kazdom nasobeni vydelit medzivysledok hodnotou 1000000. Takto bude vysledok spravny,
kedZze najprv sme hodnotu skratky vynésobili 1000000, ale nakoniec sme medzivysledok vydelili tou istou
hodnotou. Zaroven, sme pri tom nepouzili floaty. Délezité je medzivysledok najprv vynasobit hodnotou skratky,
az potom vydelit 1000 000. Ak by sme to spravili naopak, hrozi, ze medzivysledok sa zaokrihli na nulu.

Podobne pre delenie, tu budeme musiet pred kazdym delenim vynasobit medzivysledok hodnotou 1 000 000.
Znova, medzivysledok bude spravny, opéf je vSak dolezité poradie operacii, v tomto pripade najprv nasobime.

Toto riesenie funguje iba v prvej sade, kedze v 2. sade mo6ze byt medzivysledok Tubovolne velky. Oproti
rieseniu s floatmi véak dokéZe fungovat aj na priklady s medzivysledkami aZ po priblizne 10'®, pokial pouzijeme
64-bitové ¢isla (na rozdiel od floatov, ktoré maju iba 23 bitov presnosti). Celé ¢isla v Pythone maji presnost
efektivne nekonecni, ¢im st vSak vicsie, tym je praca s nimi pomalSia... A najmé, tento pristup ndm nedovoluje
reprezentovat vysledky mensie nez 1.

Lepsie rieSenie s pocitanim exponentu za 8 bodov

V tomto rieseni opat prechadzame postupnost skratiek zlava doprava, rozdiel je v tom ako si pamétame
medzivysledok. Co si mézeme v&imnit je, Ze hodnoty vietkych skratiek st mocniny ¢isla 10. Teda kazdé z nich
vieme zapisat ako 10, kde z je nejaké celé ¢islo. Napr. 100 sa d4 zapisat ako 102 alebo 0.01 ako 1072,

Zéroven plati vztah pre nasobenie 10% x 10° = 10°*?, podobne pre delenie 10%/10° = 10°~°, kde a, b sti celé
¢isla. Z toho vyplyva, ze aj po vynasobeni a vydeleni hodndt skratiek sa bude exponent dat zapisat ako 107,
kde z je celé cislo.

Miesto nasobenia a delenia hodndét si teda budeme pamétat, akii ma hodnotu exponent, teda nas medzi-
vysledok bude hodnota exponentu. Spociatku to bude exponent prvej skratky. Postupne k nemu pric¢itavame
exponenty dalsich skratiek, to v pripade, ak by sme mali nasobit medzivysledok hodnotou dalsej skratky, inak
od neho odéitavame exponent, teda ked by sa malo delit.

Na konci mame exponent, podla ktorého pozname aj aky ma byt spravny vystup.

Tu sa ¢asova ani pamétova zlozitost nezmeni, kedze stdle prechadzame celt postupnost. Mézeme si rozmysliet
aj to, ze sa lepsia casova zlozitost v tejto tlohe ani neda dosiahnut, kedze na kazdu skratku sa urcite budeme
musief pozriet aspon raz, aby sme tilohu korektne vyriesili.

Pamaétovu zlozitost vieme optimalizovat, vid odstavec s nazvom Optimalizacia pamétovej zlozitosti.

Vypis vystupu cisla s exponentom

Na konci dostaneme exponent cisla, ktoré ma byt vystupom tlohy. Teda ak dostaneme ezponent rovny 3,
tak vystup ma byt 103. Tento exponent by mohol byt velmi velky, preto nechceme vypisat hodnotu vo forme
print (10**exponent), kedZe by sa najprv vyhodnotil vyraz 10**exponent, ten by vsak mohol byt taky velky,
7e sa zaokruhli na nekonecno a to sa vypiSe. Alebo naopak taky maly, ze sa zaokruhli na 0 a to sa vypiSe.

Miesto toho vieme vypisat vystup nasledovne.

Ak je exponent kladny, potom ¢islo za¢ina s 1 a pokracuje s po¢tom nil, aky velky je exponent. Teda
nevyhodocujeme vyraz, len vypiSeme ¢islicu 1 a za to pocet nil, aky velky je exponent.

Podobne, ak je exponent zaporny, ¢islo je desatinné, zacina s nulou a desatinnou c¢iarkou, pokracuje s
poctom nul, aky velky je exponent - 1 a je zakonceny ¢islicou 1. Opéat miesto vyhodnotenia vyrazu vypisujeme
ako “vyzerd” to desatinné cislo.

Optimalizacia pamatovej zlozitosti

Mbobzeme si vSimnit aj to, Ze postupnost skratiek nemusime mat celi ulozeni v pamaéti. To preto, lebo
porovnavame vzdy 2 skratky vedla seba, staci si pamétat v kazdom momente len tie 2. Pamétovu zlozitost teda
vieme optimalizovat na konstantnu.

Slovnik ma tiez konstantni pamét, kedze obsahuje konstantny pocet pripon zo zadania.

Zaroven v tomto pripade musime prisposobit aj vypisovanie vystupu. V predoslej ukazke ho vypisujeme s
vyuzitim linedrne velkej pamatovej zlozitosti. Pri zavolani napr. print ("1" + exp * "0") sa najprv vyhodnoti
vyraz vo vnutri funkcie. Tento vyraz moze byt vSak linedrne velky vzhladom k n, teda O(n) paméti.

Vypisovanie vystupu vieme tiez optimalizovat na konstantni paméfovi zlozitost. Podobne ako sme nacitavali
vstup po jednom znaku, tu budeme vypisovat vystup po jednom znaku.
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Sona
2. Upratovanie (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Bruteforce

Najjednoduchsie je nasimulovat si jednotlivé zmeny. Pre kazdd zmenu najdeme vsetky vyskyty daného
pismena a postupne ich nahradime danym retazcom. Takto pre kazdi zmenu musime prejst cely retazec v case
O(n), &m dostaneme ¢asovi zlozitost O(n-m). Netreba vSak zabudat na to, 7e dizka retazca sa pri nahradzani
postupne zvicsuje. Skutocné ¢asova zlozitost by tak rastla a program by bol pre vacsie vstupy extrémne pomaly.

Zaujimava myslienka

Mbobzeme si uvedomit, ze presny tvar vysledného retazca nas vobec nezaujima. Kedze sa pytame len na
koneény pocet nejakého pismena, staci si po cely ¢as paméatat len to, kolkokrat sa jednotlivé pismend v retazci
momentilne nachddzaji. Ak mame napriklad zmenit pismeno a za refazec bcd, staci sa pozriet, kolko a-cok
momentalne mame. Ak ich je paf, vieme, ze do retazca pribudne péat b-cok, pat c-cok a pét d-cok. Zaroven
nesmieme zabudnit, Ze tychto pat a-éok z retazca zmizlo, takZe ich pocet musime vynulovat (respektive zobrat
do uvahy aj to, ¢i sa pismeno a nenachadza aj v nahradzajicom retazci).

Optimalne rieSenie

KedZe moznych znakov v retazci je konstantne vela (26), vytvorime si pole alebo slovnik, kde si pre kazdé
pismenko budeme paméitat jeho aktudlny pocet. Na zaciatku si raz prejdeme vstupny refazec a spocitame
zaciatofné vyskyty, ¢o ndm zaberie ¢as O(n). Nésledne spracujeme m zmien. Pre kazdi zmenu zistime aktudlny
pocet nahradzaného pismena. Tento pocet pripoc¢itame kazdému pismenu, ktoré sa nachadza v nahradzajicom
retazci (tento retazec musime raz prejst), a nakoniec aktudlny podet nahradzaného pismena vynulujeme. Ak ma
nahradzajuici retazec maximalnu dizku k, potom spracovat jednu zmenu vieme v ¢ase O(k). Zmien je m, teda
Casova zloZitost spracovania zmien je O(k - m). Vyslednd ¢asové zloZitost tohto rieSenia je O(n + k - m). Kedze
si pamétdme len tabulku vyskytov pre 26 pismen, pamétova zloZitost je konstantnd, teda O(1).

Filip
3. Predajne vSade (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Cielom bolo najst (resp. spoditat) vSetky lokdlne minimé (policka, ktorych ¢isla st ostro mensie ako ¢isla
vBetkych ich susedov) v mriezke (2d pole)

1. Subtask

Specidlna vlastnost prvej sady robi z 2d tlohy 1d tilohu. Sta¢f ndm teda pozriet sa od zac¢iatoéného policka
mriezky nalavo a napravo, a postuvat sa dokym su ¢isla v dalsich polickach mensie.

Prechddzame cez vSetky policka, takZe ¢asovd zlozitost je O(r * s). VSetky si ich musime aj pamétat, takze
aj paméatovd zlozitost je O(r * s)

Toto riesenie vsak prejde iba na prvej sade.

2. Subtask

Specidlna vlastnost druhej sady nam dovoluje problém zredukovat na hladanie lokdlnych minfm.

Prechddzame cez vSetky policka, takZe casova zlozitost je O(r * s). VSetky si ich musime aj pamétat, takze
aj pamétova zlozitost je O(r * s)

Toto riesenie vSak prejde iba na druhej sade.

Uplné rieSenie

Uplné riedenie tejto tlohy spociva v tom, Ze si mriezku interpretujeme ako graf, kde kazdé policko je vrchol
a kazdd strana medzi polickami je hrana. Na takomto grafe nasledne spustime implementaciu Iubovolného
prehladdvacieho algoritmu (napr. BFS alebo DFS), s tym Ze budeme navstevovat iba vrcholy, ktorych vyska je
mensia ako vyska vrchola, z ktorého donich ideme. Vrchol z ktorého na zdklade takejto podmienky nemozme
nikam ist je lokdlne minimum.

Casova zlozitost prehladévacich algorimov je vo vieobecnosti O(n+m), kde n je pocet vrcholov grafu a m je
pocet hran. Tym ze nas graf vznikol z mriezky, pocet hran je linearne zavisly od poc¢tu vrcholov. Pocet vrcholov
je pocet policok v mriezke, teda r * s. Casova zlozitost tohto riesenia je teda O(r * s).

Pamitova zlozitost je tiez O(r x s), lebo si vSetky policka v mriezke musime pamétat.
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Filip

4. Upravovanie nevyslo (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Cielom tlohy bolo zistit, kolko najmenej krokov potrebujeme na to, aby sme pole ndhodne rozhadzanych

¢isel od 1 po n utriedili, s tym, Ze jedina operacia, ktort mézeme urobit, je, ze zoberieme ktorékolvek ¢islo z
pola a ddme ho bud na zaciatok, alebo na koniec.

Bruteforce

Ako bruteforce rieSenie by sme v tomto pripade postupovali nasledovne:

Kazdy mozny stav pola, teda kazdi permutéciu ésel od 1 po n, si predstavime ako vrchol grafu. Dalej kazda
podla zadania platnt operaciu, ktord zmeni stav pola, si predstavime ako hranu tohto grafu.

Takyto graf vieme z poéiatoéného stavu zacat prehladavat do Sirky (BFS)! a pre kazdy vrchol si pamiitat,
kolko operacii sme potrebovali na to, aby sme sa nan dostali. V momente, ked sa dostaneme do vrcholu, ktory
reprezentuje utriedené pole, vieme, aky pocet operacii sme potrebovali.

Existuje n! permutécii, teda n! vrcholov grafu, a z kazdej permutécie je 2n platnych operacii, teda z kazdého
vrcholu vedie 2n hran. Vetkych hran je teda dokopy 2n-n!. Casova zloZitost tohto riesenia je teda O(2n-n!+n!),
respektive O(n - n!).

Pamétat si treba vSetky vrcholy (ktorych je n!) a vSetky hrany (ktorych je 2n - n!). Pamétova zlozitost je
teda O(2n - n! + n!), respektive O(n - n!).

Zaujimavé je uvedomit si, Ze teoreticky tento graf vobec nemusime konstruovat (¢im uSetrime zna¢né mnoz-
stvo pamaéte), pretoZe na zéklade platnych opericii vieme susedni permutéciu vzdy vypocitat. Problém je vSak
v tom, ze susednych permutécii je vzdy linedrne vela, a vytvorit kazdi z nich trva linedrne dlho, teda sa nam
rozpisana forma ¢asovej zlozitosti zhorsi z O(2n - n! 4+ n!) na O(2n? - n! + n!).

Zaujimava myslienka

Ddlezité v tejto tlohe bolo uvedomit si, ze sa d4 zmenit na int, jednoduchsiu tilohu. Konkrétne ide o hladanie
najdlhsej postupnosti ¢isel stiipajtcich o 1, ktoré st navzajom v spravnom poradi, ale nie nutne hned po sebe
(v pdvodnom poli sa medzi nimi mézu vyskytovat aj iné &isla, ktoré nie st st¢astou postupnosti).

Potom totiz uz mdzeme tieto ¢isla povazovat za utriedené, a teda uz treba len vyriesit, ako utriedime tie
ostatné okolo nich, pricom zjavne musi existovat nejaké optimélne poradie operacii, pri ktorom stac¢i kazdé z
tychto ostatnych ¢isel presunit raz.

Navyse pre tie ostatné ¢isla plati, ze na zdklade ich samych a ich polohy vzhladom na najdent postupnost
je jednoznacne urcené v akom poradi a na ktoru stranu pola ich treba presunit.

My vsak nepotrebujeme vediet, aké operacie treba vykonat, ale iba kolko ich treba vykonat. Kedze je tento
pocet rovny poctu ¢isel mimo postupnosti, da sa s konstantnou ¢asovou zlozitostou vypocitat, ak mame néjdent
postupnost s vyssie opisanymi vlastnostami (a teda aj jej diiku).

Naivna implementacia

Najjednoduchsi sposob, ako najst takito postupnost, je vyskusat vSetky mozné suvislé aj nestuvislé postup-
nosti. To sa da reinterpretovat ako skusanie kazdej moznej podmnoziny.

N4&jst vsetky podmnoziny sa d4 pomocou jednoduchej rekurzie. Potom iba pri kazdej skontrolujeme, ¢i cisla
v nej rasti postupne (rozdiel medzi susednymi by mal byt 1), a spomedzi takych vyberieme ti najvacsiu.

Podmnozin je 2", kazd4 z nich najviac n velkd (a musime ich vSetky kvoli kontrole podmienky prejst), takze
Casovd zlozitost tohto riesenia bude O(n - 2™), respektive O(2"). VSetky podmnoZiny musime mat aj uloZené v
paméti, takze pamétova zlozitost bude rovnaka.

Nieco lepsie

Ak chceme vymysliet efektivnejsie rieSenie, musime k tlohe pristupovat trochu inak. Spomenme si, ze hla-
ddme nie nutne suvisld, o 1 rasticu, postupnost ¢isel, teda postupnost tvaru

LI+1,---r

kde [ je najmensie ¢islo v postupnosti a r je najvacsie. Teda [ moéze byt akékolvek ¢islo od 1 do n a r mdze
byt akékolvek ¢islo od I + 1 do n. (Nemé zmysel riesit situdciu r = [, pretoze takd moze nastat pri akomkolvek
[, a teda mozeme proste pocitat s tym, ze akakolvek platna postupnost bude mat dizku aspot 1.)

To znamend, Ze existuje iba kvadratické mnozstvo postupnosti, ktoré treba skontrolovat. (V kazdej pozicii
v poli sa moZe postupnost zacinat a méze mat maximélne n prvkov.) Ked pri kazdej z nich nekontrolujeme, ¢i
pokrac¢uje niekde dalej v poli, ale ¢i sa jej pokracovanie nenachddza niekde dalej v poli (¢o sa d4 zistovat pazravo,

Thttps://school.ksp.sk/courses/graphs/graphsi-bfs
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lebo ak sme také ¢islo eSte nevideli, znamend to, Ze je dalej v poli), vieme vSetky postupnosti skontrolovat v
casovej zlozitosti O(n?).
Pamiétat si potrebujeme iba p6vodné pole a pozicie jednotlivych ¢isel v nom, takze pamétova zlozitost je

O(n).

Optimalne rieSenie

Najlepsie rieSenie dosiahneme pouzitim dynamického programovania®. Opéf si budeme pamétat pozicie
jednotlivych ¢isel, no tentoraz si ich nepotrebujeme predpocitavat, ale staci si ich zapisovat za chodu.

Pre kazdé ¢islo v poli sa spytame, ¢i uz vieme, kde sa nachddza o jedno mensie od neho (okrem jednotky,
pre tu to logicky nevieme za ziadnych okolnosti).

Ak nie, znamena to, ze je niekde za aktudlnou poziciou v poli, a teda pre aktudlne c¢islo zac¢iname nova
postupnost a zapiSeme si preti dizku postupnosti 1.

Ak dno, znamend to, ze pokracujeme v postupnosti toho o jedno mensieho ¢isla, a teda si pre aktudlne ¢islo
zapiSeme dizku postupnosti o 1 vacsiu, ako mame zapisand pre to o jedno mensie &slo.

Popri tom si pamétame, akt najdlhsiu postupnost sme videli.

Takymto spdsobom ndm staci pole prejst iba raz, a teda ¢asova zlozitost takéhoto riesenia je O(n).

Pamiitat si musime pévodné pole, pozicie jednotlivych &sel v tiom, a dizku postupnosti pre kazdt poziciu v
poli, teda pamétova zlozitost je tiez O(n).

Stanko
5. Jednoduché plavidla (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Objem jedného plavidla je zyh. Toto ¢islo musi byt v intervale [a,b]. Takze pre kazdd dosku si vieme
vypoditat mozny interval dizky hranolov. Pre kazdé plavidlo teda plati [z%y] <h< Lx—byj Takze nasa tloha sa
transformuje na to, Ze mame na vstupe n ¢isel a n intervalov. Chceme medzi nimi vytvorit ¢o najviac parov pre
ktoré plati, ze dané ¢islo je v intervale. Nech intervaly st [L;, R;] a ¢isla h;.

Bruteforce

Ku kazdému ¢islu h; chceme najst interval [L;, R;]. Cisla si utriedime a budeme ich parovat v poradi od
najmensieho. Pre kazdé ¢islo si potrebujeme najst interval do ktorého pasuje. Pre dané cislo chceme néajst ten
najlepsi interval, teda taky do ktorého pasuje a zaroven hodnota R; je ¢o najmensia. Potom sa ndm nestane, ze
sme nejaky uz sparovali a potom nam nieco nebude sedief. Inymi slovami ak existuje nejaké optimélne riesenie,
tak existuje rovnako dobré, ktoré paruje vzdy tie najblizsie intervaly. Naopak to platif nemusi. Pre kazdé ¢islo
si ndjdeme takyto najblizsi nevyuzity interval a sparujeme ich spolu ak sa nasiel. Inak ideme dalej.

Casové zlozitost tohoto bude O(n?), lebo pre kazdé éislo budeme hladat najblizsi nepouzity interval, teda
v8etkymi intervalmi prechddzat pri kazdom éisle. Pamét bude O(n), lebo si pamétame iba vstup.

Optimalne riesenie

Skisme sa blizsie pozriet na hladanie toho spravneho intervalu. Potrebujeme datovi struktiru, ktord nam
vie rychlo povedat ten najblizsi interval a odstranit ho. Tato opericiu vieme realizovat napriklad haldou®.
Budeme mat teda haldu, v ktorej budeme mat aktudlnych kandidatov na intervaly. Tato halda bude minimova,
zoradend podla hodnét R;. Ked nam teda pride ¢islo h;, vieme ho v logaritmickom case odstranit z haldy a
sparovat ho s tym najoptimélnejsim intervalom.

Musime este zariadif, aby v halde boli len dobri kandidati, teda taki, ktori sa eSte buda daf sparovat s
nejakym céislom. KedZe ¢isla postupne rastd vieme vSetky intervaly, kde h; < L; z haldy odstranovat. Uz sa k
nim nemd ako ndjst par. Intervaly kde L; < h; do haldy zase musime pridat, lebo tie sa teraz, alebo niekedy v
budiicnosti buda dat sparovat.

Pre rychle hladanie intervalov na pridanie do haldy si ich na zaciatku utriedime podla R; a potom si
paméatame index, ze pokial sme tie intervaly do haldy pridali. Samotné pridavanie bude znamenat postvanie
tohoto indexu a pridanie intervalu do haldy.

Kazdy interval sa prave raz prida do haldy a prave raz z nej odoberie. Casové zlozitost tohoto riesenia teda
bude O(n - log(n)). Pamitova zlozitost je O(n), kedZe si pamétdme len haldu a samotny vstup - obe linedrnej
velkosti.

2https://school.ksp.sk/courses/techniques-2/dynamic-programming
3https://school.ksp.sk/courses/data-structures/heap
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Merlin
6. Extrémna nakupna mania (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ako sa neprepocitat

Aby sme kazdu kliku zapocitali len raz, tak kliky budeme pocitat podla najmensich vrcholov, ktoré st v
nich. Tymto vrcholom budeme hovorit koren kliky. Toto vieme jednoducho docielit tak, Ze si zorientujeme kazdu
hranu, aby isla z mensieho vrchola do vécsieho. Ked sa v tomto novom grafe pozerame na susedov nejakého
vrchola u, tak dostaneme len tie vrcholy, ktoré moézu byt v klike s korenom wu.

Teraz moézeme vyuzit to, ze kazdy vrchol ma maly stupen. Pre kazdy vrchol u spocitame, kolko existuje klik
s danym vrcholom ako koreniom. Na to si vygenerujeme vSetky podmnoziny susedov vrchola u s velkostou k — 1
(v zorientovanom grafe) a skontrolujeme, ¢i tato k-tica tvori kliku.

Oznacme si d ako maximélny stupen vrchola v grafe. Pre kazdy vrchol musime skontrolovat najviac ( kfl)
kandiddtov na kliku. V zdvislosti od implemntécie jedna kontrola zaberie medzi O(kd) a O(k) casu. Celkova
Casova zlozitost je teda pri sikovnej implementécii kontrolovania klik O(n( kfl)k) . Pamétova zlozitost je O(n +
m). Nizsie prezentujeme rieSenie so zlozitostou na kontrolu O(kd), k lepsej casovej zloZitosti sa da dostat
pouzitim podobnych myslienok ako v dalSom rieseni.

RieSenie s bitsetmi

Doteraz sme prisli na to, ze pocet klik velkosti k zakorenenych v u je rovnaky, ako pocet klik velkosti k — 1
medzi susedmi u. Tato myslienku ale moézeme dalej zopakovat. Vyberieme si nejakého suseda v vrchola u ako
koren kliky velkosti k — 1 a v prieniku susedov vrcholov u a v hladdme kliku velkosti k — 2. Ked sa dostaneme do
momentu, zZe hladdme kliky velkosti 1, tak je odpoved jednoduchd, staci vratit pocet vrcholov v prieniku. Naopak
ak nam zostdva prilis malo kandidatov na dokoncenie kliky, nemusime dalej pokracovat. Kedze kazda klika ma
jednoznac¢ne urceny najmensi vrchol a susedov vyberdme v zorientovanom grafe, tak kazda kliku navstivime
préave raz.

Aby sme tento postup vedeli efektivne implementovat, tak si potrebujeme udrziavat mnozinu vsetkych
pripustnych vrcholov a vediet rychlo robit jej prienik so susedmi nejakych vrcholov. Na to vyuzijeme techniku
tzv. bitmasiek, teda fakt, Ze ¢isla v pocitaci su reprezentované bindrne. Mnozinu teda vieme reprezentovat ako
nejaké binarne c¢islo a prienik dvoch mnozin je len bindrny and tychto mnozin.

Budeme si ale musiet precislovat vrcholy, aby reprezentacia mnoziny mala mélo bitov. Kedze pri hladani
kliky zakorenenej vo vrchole u sa pozerame len na susedov vrchola u, tak si vrcholy precislujeme podla poradia,
v akom s v zozname susedov vrchola u. Teda pre kazdy koren u a suseda v si spoc¢itame masku, ktorda hovori,
ktorych susedov maji u a v spolo¢nych. Toto predpoéitanie vieme spravit napriklad v ¢ase O(nd?).

Analyza casovej zlozZitosti

V nasom rekurzivnom algorime pri prehladavani z vrchola u postupne pridavame vrcholy kliky a “zuzujeme”
dalsich kandiddtov na prienik so susedmi uz pridanych vrcholov. KedZe sa pozerame na susedov v zorientovanom
grafe, tak ich priddvame v rasticom poradi. To znamena, ze kazdu kliku zakorenend v u navstivime prave raz.

Pre kazdu kliku velkosti j zakorenent v u teda mame jeden stav prehladavania. Tychto stavov je pre
dané u najviac (jfl). KedZe pre jednu kliku robime len O(1) prace (vdaka bitmaskdm), tak celkovd ¢asova
zlozitost bude pocet klik, ktoré navstivime, teda pocet stavov. Ako je popisané vyssie, stac¢ia nam stavy len pre

j€{l,...,k—1}. Celkova Casové zlozitost prehladdvania je teda O(n Zf;g (;'l))

Vysledn4 ¢asova zlozitost je teda O(nd® +n Zf;g (j)) Ak k—1 < d/2, tak binomické koeficienty budi rast
s j, teda ich mézeme ohranic¢it najvicsim koeficientom. Potom dostaneme zloZitost O(nd? —l—n(kiQ) k). Pamétova
zlozitost je O(n +m +nd?). Casova zlozitost je sice podobna ako pri §ikovnej implementécii predoslého riesenia
(kde kontrolu robime pomocou bitmasiek), ale v praxi bude toto rieSenie ovela rychlejsie. Po prvé, pomer
(kfl) a (ki2) pre malé k je priblizne d/k, teda rekurzivne riesenie je v tomto pripade asymptoticky d/k-krat
rychlejsie. Pripad k — 1 = d/2 je dokonca ten “najzlozitejsi”, lebo v tomto pripade moze graf obsahovat najviac
klik velkosti k. Vtedy st ale obe kombinacné ¢isla priblizne rovnaké, teda asymptoticka casova zlozitost oboch
rieseni je rovnaka. Po druhé, rekurzivne rieSenie navstivi len tolko klik, kolko naozaj musi. Naopak, nase prvé
riesenie vyskusa vSetky podmnoziny susedov daného vrchola.
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Risko
7. Mining (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Bruteforce

Ulohou je néjst najlepsi sposob, ako rozdelit poéitace na dve skupiny. Najpriamejsi sposob, ako toto docielit
je vyskusat vsetky spoOsoby a zistit, ktory je najlepsi. Budeme si pamétat, aky najlepsi vysledok dokazeme
dosiahnut (na zaciatku to bude 0).

Kazdy z pocitacov moze bud tazit alebo ho predame. To st dve moznosti na kazdy pocitac, teda celkovy
pocet sposobov, ako rozdelit pocitace je 2*. Pre kazdy z nich sa pozrieme, aky je celkovy zarobok (sicet
predanych pocitacov) a celkovy vykon (stcin taziacich pocitacov). Pokial st tieto dve ¢isla rézne, tak ideme
na dalsi sposob. Ak si rovnaké, tak vieme, Ze tento spdsob je vhodny, a teda aktualizujeme najlepsi vysledok,
ktory si pamétame.

Kedze celkovy pocet sposobov je 2% a pre kazdy sa pozerdame na k pocitacov, celkova ¢asové zlozitost je
O(k2%). Pamitova zlozitost takéhoto pristupu je O(k), lebo pre kazdy poéitac si pamitame, do ktorej skupiny
patri.

Nieco lepsie

O kazdom ¢&isle vieme, Ze existuje prave jeden spdsob, ako ho rozdelit na stéin prvoéisel*. Keby sme si teda
“tipli” odpoved, tak vieme Tahko skontrolovat, ¢i je “spravna’”. Presnejsie povedané, vieme zistif, ¢i sa daju
pocitace rozdelit tak, aby bol zarobok aj vykon rovnaky ako toto ¢islo x.

Aby bol vykon rovny x, tak vzdy existuje iba jeden sposob, ako mdze vyzerat sada pocitacov, ktoré tazia.
Ta najdeme tak, Ze zistime prvociselny rozklad ¢isla x. V prvom rade overime, ¢i mame dost pocitacov, na
dosiahnutie tohoto vykonu. Potom vSetky ostatné poéitace musime predat, tak zistime zarobok (ich sucet).
Nakoniec overime, ¢i aj zarobok je x a podla toho rozhodneme, ¢i toto x vyhovuje.

Ked vieme, ako overit jednu odpoved, tak staci len overit vsetky mozné odpovede. VSimnime si, ze maximalny
mozny zarobok je m. Skusat x vicSie ako m teda nemd zmysel, lebo to urcite nemoze byt odpoved. Stadi teda
vyskusat vsetky ¢isla od 1 po m.

Prvociselny rozklad sa dd jednoducho ndjst v éase O(y/m). Potom v O(n) moézeme zistit, ¢i mame z kazdého
prvocisla dostatocny pocet pocitacov, a zaroven zistit zarobok z ostatnych pocitacov. Celkova casova zlozitost
teda bude O(m(y/m + n)). Paméatova zlozitost je O(n).

Zaujimava myslienka
Oznacme
n
P = maxp;
i=1

Ako sme uz zistili, zdrobok a teda aj vykon nemé6zu byt vicsie ako m. Teraz skisime odhadntt zhora sicet
pocitacov, ktoré tazia. Kedze kazdy m4 aspon 2 jadrd, tak ich moZze byt nanajvys log,(m). Zaroven, kazdy z
nich mé nanajvys p jadier, ¢o znamend, Ze ich sicet mdze byt nanajvys T' < Plog,(m).

Uvedomme si ale, Ze celkovy pocet jadier sa nedd zmenit. Z toho vyplyva, Ze ak opétf oznac¢ime x zarobok
(sucet predanych pocitacov), tak plati

z+T=m

x=m—T >m— Plogy(m)

Vidime, Ze z je ohranic¢ené aj zdola, teda moze nadobudnit nanajvys Plog,(m) hodnot. Mensie z sa uz
neoplati skusat, lebo ako sme zistili, uz nemo6zu vyhovovat.

Optimalne riesenie

Tato myslienku mézeme Tahko zakomponovat do nasho lepsieho riesenia. Postup bude rovnaky, len nebudeme
skisat vsetky « od 1 po m, ale zacneme na m— P log,(m). Este je tu ale jeden problém, a to ze hladat prvociselny
rozklad é&isel rddu m ~ 10'7 nie je jednoduché.

My vsak nepotrebujeme hladat cely rozklad, pretoze keby malo byt toto ¢islo delitelné prvocislom vacsim
ako P (alebo lubovolnym inym, ktoré nemdme k dispozicii), tak uz nemoze vyhovovat, lebo by sme aj tak
nedokéazali vyskladat takyto vykon. Teda staci robif nieco ako Standardny prvociselny rozklad, ale rozkladané
¢islo budeme skusat delif iba n prvocislami zo vstupu, ktoré reprezentuji pocty jadier danych pocitacov. To
bude mat ¢asovi zlozitost O(n + log,(m))

4Tento fakt je zndmy ako zékladns veta aritmetiky®.
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Overit jedno ¢islo vieme teda v fase O(n + logy(m)), Cize celkova Casova zlozitost je O(Plogy(m)(n +
log,(m))). Pamétova zlozitost je stale O(n).

Ralbo
8. Este treba kupit internet (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Dostali sme strom s n miestami a n — 1 optickymi linkami. Kazd linku vieme bud raz odktpit za B penazi,
alebo prenajat za R penazi za kazdi jednotku ¢asu, pocas ktorej ju pouzivame. Dalej mame m poziadaviek
tvaru ,,od Casu [l po ¢as r musi byt pouzitelnd celd trasa medzi miestami a a b*. Chceme minuf ¢o najmenej.

Kltcovym pozorovanim je, Ze o tom, ¢i kiipime alebo prenajmeme kazdua linku, sa mézeme rozhodnit neza-
visle. Tym padom celkova cena je proste sicet cez vSetky linky:

cena = Z min (B, R - T¢)
linka e

kde T, je pocet jednotiek casu, v ktorych linku e potrebuje aspon jedna poziadavka. Pre kazdu linku sa
teda nezavisle rozhodneme pre lacnejsiu z dvoch moznosti: bud ju raz odkipime za B., alebo ju prenajimame
za R - Te.

Zostéava zistit T,. Linka e je potrebna v tych casoch, ktoré pokryva aspon jedna poziadavka vedica cez e.
T. je teda velkost zjednotenia intervalov [I;, r;] tych poziadaviek, ktorych trasa prechddza cez e.

Cela uloha sa tym rozpada na dve nezavislé otazky:

e ktoré poziadavky vedu cez dant linku a
e ako rychlo vieme spocitat velkost zjednotenia ich intervalov.

Jednotlivé sady odmenuju postupné odpovede na tieto otazky.

RieSenie hrubou silou

Strom si zakorenime (napr. v mieste 1). Linky potom budeme indexovat pomocou spodnejsieho z vrcholov,
ktoré spajaju - teda ak hrana spédja vrcholy v a u, kde v je otcom u, linka bude mat index wu.

Pre kazda poziadavku prejdeme trasu a — b: hlbsi z koncov vzdy posunieme k jeho otcovi, az kym sa oba
nestretni v ich najnizSom spolo¢nom predkovi. Kazdej linke na trase pripiSeme interval [I,r].

Oznaéme tyax najvacsi mozny c¢as (hornd hranica r). Ked st ¢asy malé (sady 1-3, r < tmax < 1000),
vieme pre kazdu linku drzat pole cez ¢as a priamo si odskrtavat obsadené jednotky casu; T, je potom pocet
odskrtnutych. Aby sme kazdy interval neoznacovali po jednotkéch, pouzijeme diferenéné pole: pri intervale [I, |
pripoc¢itame +1 na poziciu [ a —1 na poziciu r 4+ 1. Nakoniec pole kazdej linky raz prejdeme, spravime prefixové
suéty a spocitame pozicie s kladnou hodnotou — to je Ti.. Rozddvanie +1 stoji O(n-m) (kazdd z m poziadaviek
prejde az n liniek) a zdvereéné prechody poli O(n - tiax), dokopy O(n - m +n - tyax).

Velké casy: zlievanie intervalov

Ked je rozsah casu velky (tmax < 10%, sada 4), politka v poli cez éas si dovolif nemoZeme. Namiesto
odskrtavania si pre kazdua linku len nazbierame zoznam intervalov tych poziadaviek, ¢o cez nu vedi. Na konci
intervaly kazdej linky utriedime podla zaciatku a zametanim zlejeme prekryvajice sa a nadvizujice kusy do
blokov. Potom stcet dizok blokov je Te.

Zametanie robime jednoducho. Prechadzame utriedené intervaly podla zaciatku a pamétame si, ktory najb-
lizsi c¢as nie je pokryty. Ak interval, ktorym prechddzame, za¢ina az po najblizSom nepokrytom cCase, tak si
vyhodnotime cely predchadzajici zjednoteny blok. Inak iba predizime predchédzajici zjednoteny blok.

Prechod kazdej trasy je O(n) (kedze mdze prechddzat az cez n vrcholov), takze na prejdenie vSetkych tras
pouzijeme spolu O(n - m), plus O(mlogm) na triedenie. Pri n,m < 2000 (sada 4) to bez problémov staci a
rieSenie zvldda Iubovolne velké ¢asy. Na velkej sieti (sady 5-8) viak O(n - m) nestadi — na retazi dizky 4-10% je
jedind trasa dlha az O(n) a dokopy to je privela.

Velka siet

Na plny pocet musime obe ¢iastkové tlohy vediet vyriesit rychlo.

Dizka zjednotenia.

Potrebujeme §truktiru, ktord udrziava meniacu sa mnozinu intervalov a vie vratit dizku ich zjednotenia. Na
to vieme pouzit intervala¢. Casy najprv skomprimujeme (réznych hranic I a r 4 1 je iba O(m)) a nad elemen-
tarnymi (skomprimovanymi) intervalmi medzi nimi postavime intervalovy strom. V kazdom vrchole drzime,
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kolkokrét je jeho rozsah cely pokryty (cely_pokryty), a aku dizku v jeho rozsahu pokryva aspoii jeden interval
(pokryty_rozsah).

Dizku pokrytt aspoii jednym intervalom udrziavame bez postvania lazy nadol. Pri update-e zosttipime do
uzlov, ktoré upravovany rozsah pokryva celé, a v nich zmenime cely_pokryty o 1. Pri vracani z rekurzie (teda
uz sme v oboch detoch updatli cely_pokryty) prepocitame pokryty_rozsah uzla z jeho deti: ak m4 tento uzol
cely_pokryty > 0, je pokryts celd jeho dlzka; inak je pokryty_rozsah stéet hodnot det (v liste nula).

Pridanie & odobranie intervalu je range update na intervale o +1 v O(logm); dizku zjednotenia preéitame
v koreni v O(1).

Ktoré poziadavky vedu cez linku.

Linku (v,otec) pouziva poziadavka prave vtedy, ked v podstrome vrchola v lezi préve jeden z jej dvoch
koncov. Checeme teda zistit, kolko liniek a v akych ¢asovych intervaloch bude prechadzat cez vrchol v do jeho otca.
Toto zistime z intervalaca, ktory sme si vyssie vysvetlili. Pre dany vrchol si vsak tento intervala¢ potrebujeme
vytvorit, a robime nasledovne: Ked spracovivame nejaky podstrom, tak najprv rekurzivne spracujeme jeho
deti (skonStruujeme si ich intervalac¢). Potom mnozZiny ,aktivnych“ poziadaviek pre jednotlivé linky zlievame
technikou small-to-large: 7 dietata s najvacsim podstromom si zoberieme cely intervala¢. Pre ostatné deti si
zoberieme zoznam ich “aktivnych” poziadaviek a pridame ich do tohto intervalaca alebo ich z neho uberieme,
ak tam uz su (ak tam uz sd, vieme, Ze tdto cesta uz vyssie do stromu nepdjde).

Preco je to efektivne? Predstavme si lubovolni poziadavku. Ked ju pridavame do intervalaca, podstrom,
do ktorého ju dvihame, méd aspon dvakrat tolko vrcholov ako ten, z ktorého prisla. (Inak by totiz bola vo
vacsom z nich — a ten sme si ako tazké dieta zobrali ,zadarmo”, takze by sme ju nepresuvali.) Pocet vrcholov
v jej podstrome sa takto moze zdvojnasobit najviac log, n-krat, ¢ize kazdt poziadavku presunieme najviac
log, n-krét. Spolu je to O(mlogn) prepnuti, kazdé za O(logm) v intervala¢i — celkova Casova zloZitost je teda
O((n 4+ m)lognlogm).

Vdaka tejto technike intervala¢ pri spracovani vrcholu v obsahuje presne tie poziadavky, ¢o maji v jeho
podstrome jediny koniec — ¢ize tie, ktoré pouzivaji linku k otcovi. Preditame dizku zjednotenia z korefia a
pripo¢itame min(B,, R, - T),).

Dynamicky intervala¢ namiesto kompresie.

Zjednotenie sa d4 pocitat aj bez kompresie stradnic — dynamickym intervald¢om nad celym ¢asom [0, 230),
ktory alokuje vrcholy az ked treba. Je to elegantné, ale kazda operacia prejde 30 trovni namiesto logm ~ 17
pri kompresii, takze je asi 2-krat pomalsi. Hibku by sa dalo zrazit eSte nizSie kompresiou ciest (skracovanim
jednodetnych retazi v intervaldci), lenze kvoli horsim konstantdm (strom je roztriseny po paméti, takze cache
nefunguje efektivne) je to v praxi vyrazne pomalsie ako stiradnicovd kompresia.
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